CWICZENIA 11 — TEORIA ( iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany )

Uwaga; Wszystkie informacje zawarte w tych materiatactydoy¢ beda wektoréw w przestrzerR®.

WA
Definicja 1 y
1 0 0 |
Wektory i =| 0|, j=|1| orazk =| 0| bedziemy nazywéa K
0 0 1

wersoramiodpowiednio osi &, OY i OZ .

| ILOCZYN SKALARNY
Definicja 2
lloczyn skalarny wektoréve=[as, ap, as]" i b=[by, by, bs] " okreilony jest wzorem:

acb=ab +a,b, +ab,
Twierdzenie
Jeili a jest katem medzy niezerowymi wektoranai b, to
ac° b=a|b|cos.
Twierdzenie
Niezerowe wektora i b s3 prostopadtgortogonalne), wtedy i tylko wtedy gdy
allb - acb=0.

I ILOCZYN WEKTOROWY

Mnozenie wektorowe jest to operacja, ktorej wynikienst j@owy wektor lloczyn wektorowy pary

wektoréwa i b oznaczamya x b = v.

Definicja 3 Niecha=[ay, a,, ag] ' i b=[by, by, bs] T beda niewspoHliniowymi wektorami w przestrzeRr.

lloczynem wektorowymporzdkowanej pary wektorow i b nazywamy wektow = a x b, ktory spetnia

warunki:
1) v jest wektorem prostopadiym doi do b (innymi stowy v jest prostopadly do ptaszczyzny
rozpktej na wektoracla i b)
2) jego diugd¢ jest réwna polu rownolegtoboku rozfego na wektorachi b, tzn. |v| =|a|-|b|-sina,
gdziea jest katem miedzy wektoraraii b
3) orientacja tréjki wektorova , b, v jest zgodna z orientacja uktadu wspéthaych OXYZ
1
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Twierdzenie Skiadowe wektora =a x b obliczamy ze wzoru:

]k
axb=la, a, a,.
b b, b
Twierdzenie Wiasndci iloczynu wektorowego: /"

1) axb=-bxa

2) (ka)x b=k (ax b)

3) ax(b+c)=axb+axc
4) axa=0

Twierdzenie lloczyn wektorowy jest wektorem zerowyr

v

ax b= 0wowczas, gdy jeden z wektorow wgjowych jest

zerowy lub gdy wyjciowe wektory § rownolegte. .

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy warunek réwnolécjtavektorow:

allb = axb=0

Przyktad Oblicz iloczyn wektorowya x b, gdy:a=[1,2, 3]",b=[3,2, -1]".

Rozwigzanie:
[ T 0 O 1 T '
v=axb=[1 2 3|=[1 2 3[1 2=iR2-1)+BB+kAR-(k2B+iBER+j1H-1)=
32 -1 32 -13 2
=-8i +10j — 4k
-8
Stad wektorv bedacy iloczynem wektorowym = a x b jest postaciv=-8i +10j -4k =| 10 |.
-4

Przyktad Oblicz pole powierzchni réwnolegtoboku rogigigo na wektorach= [1,2, 3]", b=[3,2, -1]".
Rozwigzanie:

Z definicji iloczynu wektorowego wiemyze diugaé¢ wektorav = a x b jest rdwna polu powierzchni
réwnolegtoboku rozgiego na wektorachi b. Std w pierwszej kolejnéci nalezy wyliczy¢ wektorv (co

zrobilismy w poprzednim przyktadzie).
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Nastpnie obliczamy dtug& tego wektora (patréwiczenia 2):|v| = \/(— 8)2 +10° + (— 4)2 =/180=6+/5.

A zatem pole powierzchni rownolegtoboku rogpgo na wektorach, b wynosi 6\/§j 2,

Przyktad Sprawd czy wektorya=[1,2, 3]", b=[2,4, 6]" sa réwnolegte.
Rozwigzanie:
Jak wiadoma [|b = ax b= 0 stad sprawdzenie, czy wektory sdwnolegte zaczynamy od wyliczenia

ich iloczynu wektorowego:

i) k| i ki
v=axb=[1 2 3=[1 2 31 2=iR26B+]BR+kA@RA-(kRR2+iBEZ+]01H6)=
2 4.6 |2 4 62 4

=00+00+0k =[000]".
lloczyna x b wektoréw jest wektorem zerowymadtwektory te g rownolegte.
Ciekawostka: Reguta prawej dtoni do wyznaczania kieinku iloczynu wektorowego

av=axb A b) -v=bxa
v b

v

a) Jéli ustawisz palce wzdiutuku mniejszego &a miedzy wektoramai b, to kciuk wskazuje kierunek

wektorav =a x b. b) Jak widd, kierunek wektor® x a jest przeciwny do kierunku wektosax b.

I ILOCZYN MIESZANY

Definicja 3 Niecha=[as, @, ag]' , b=[b, by, bs] T i c=[cy, €y, c3] T . lloczynemmieszanyniréjki wektoréw

a, b i c nazywamy wart& (ax b) o c.
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Twierdzenie
a a & il
(@axb)oc=ac (bxc=|b b, by.

Cl CZ C3

Twierdzenie lloczyn mieszany wektorowa, b i c jest rowny (z b

doktadndcia do znaku) okjtosci rownolegt@cianu rozpitego na tych .

wektorach, tzn
/\I
V=|@axb)ec]|.

Twierdzenie Objetos¢ czwordcianu zbudowanego na wektoraahb i Z

C Wyraza Sk wzorem
1 c
chzgl(axb)o cl. ) k

Uwaga: Jezeli (ax b) o ¢ =0 to wektory lea w jednej ptaszcznie (0 g v

takich wektorach mowimy feze % liniowo zalezne). <

Przyktad Oblicz iloczyn mieszanya(x b) ° ¢, gdy:a=[1,2, 3], b=[3,2, -1]" i ¢=[3,0, 0] .
Rozwigzanie:

12 3 12 312
(@axb)oc=[3 2 -1=[3 2 -13 2=12M0+2[{-1)B+3BMO-(IRB+1{-1)0+2[BD)=
30 0/ 30 030

=-24

Przykltad Sprawd wspotptaszczyznows wektoréwa=[1,2, 3], b=[3,1, -1]"i c=[1,1, 1]".
Wektorya, b i c leza na jednej ptaszczyie (2 wspoétptaszczyznowe) wowczas gady{ b) o ¢ =0.
1 2 3] 1 2 3|1 2
Stad (axb)ec=3 1 -1=3 1 -13 1=1@2O+2{-1)A+3BO-(300+1{-1)0A+23@BA)=0,
11 1] 11 1|11 1

a zatem wektoryaswspotptaszczyznowe.

Przyktad Oblicz objtosé réwnolegtdcianu rozpitego na wektoraca=[1,2, 3]", b=1[3,2, -1]" i c=
[3,0, 0]".
Rozwigzanie:

V =|@x b) o c|=|-24]=24>



