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Podstawy analityki biznesowej

Cwiczenie 4: Korelacja i regresja liniowa

Zadanie 1. Plik resting.sas7bdat zawiera wzrost (w cm) i tetno spoczynkowe (w uderzeniach na
minute) dla pewnej grupy pacjentow szpitala. Zalezy nam na okresleniu czy wystepuje zaleznos¢
miedzy tymi dwiema zmiennymi.

(a) Zaimportowa¢ plik resting.sas7bdat do biblioteki sasue utworzonej na poprzednich
zajeciach i wyswietli¢ jego zawartosc.

(b) Najpierw utworzymy tzw. wykres punktowy. W tym celu nalezy otworzy¢ Zadania
» Wykresy »Wykres punktowy. W Dane »Dane wybra¢ sasue.resting. W Dane » Role
» Zmienna x doda¢ height, w Dane »Role »Zmienna y natomiast — pulse. W Opcje
» O$ X odznaczy¢ Pokaz linie siatki. To samo zrobi¢ dla drugiej osi, po czym klikna¢
Uruchom. Jaka tendencje ma tetno, gdy wzrost pacjenta staje sie coraz wiekszy?

(c) Miara zaleznosci liniowej miedzy dwiema zmiennymi jest wspotczynnik korelacji liniowej
Pearsona r. Jego wartos¢ uzyskujemy otwierajac Zadania » Statystyka » Analiza korelacji.
W Dane »Dane wybrac¢ sasue.resting. W Dane »Role »Zmienne analizowane dodac
height oraz pulse. W Opcje » Statystyki »WysSwietl statystyki wybra¢ Wybrane
statystyki. Klikng¢ Uruchom. Wartoscia wspotczynnika korelacji miedzy wysokoscia i
tetnem jest r=0.22 , co wskazuje na stosunkowo staby dodatni zwigzek miedzy
zmiennymi. Ta warto$S¢ jest oceng odpowiedniej warto$ci w populacji, co do ktérej mozna
przeprowadza¢ réznego rodzaju testy. NajczeSciej weryfikowang hipoteza jest zerowo$¢
wartosci wspotczynnika korelacji w populacji (jest to rownoznaczne z brakiem liniowej
zalezno$ci miedzy zmiennymi). Przy jej prawdziwosci statystyka testowa ma postac
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gdzie: n — wielko$¢ proby. Powinna mie¢ ona rozklad t Studenta o n—2 stopniach

swobody. SAS Studio wyswietla rezultat testu pod nazwa Prawd. > |t| przy HO: rho = 0, z

odpowiedniag p-warto$cia pod zapisang pod wartoscia r. Ile wynosi ona w rozwazanym

przypadku i co to oznacza?

t=r

Powyzszy test domyslnie zaklada, Ze dwie zmienne losowe s3 opisywane }acznym
rozkladem normalnym, jednak w praktyce spetnienie tego zatozenia bada sie rzadko.

(d) Od okreSlenia stopnia skorelowania miedzy zmiennymi, czesto jesteSmy bardziej
zainteresowani rownaniem wigzgacym jedng zmienng z druga, ktérego mozna bytoby uzyc¢
do przewidywania wartosci jednej ze zmiennych na podstawie wartosci drugiej.
Najczestszym modelem jest rownanie prostej regresji liniowej:

yi:a'+[3xi+£j;
w ktorym x,,y, reprezentuja wartoSci dwoch zmiennych (nazywanych odpowiednio
zmienng objasniajaca i odpowiedzig) dla i-tej obserwacji, a ¢, jest wartoscia bledu
(tzn. réznica miedzy zaobserwowana wartoscia y; i ta sama wartosScia przewidywana
przez model, czyli a+fx; ). Formuly do obliczania ocen wspdtczynnikbw o, zostang



podane na wykladzie. O btedach zaklada sie, Ze maja rozklad normalny o stalej wariancji.

(e) Dopasowanie modelu prostej regresji liniowej do danych o wzroscie i tetnie wraz z
wykresem uzyskuje sie otwierajac Zadania » Statystyka » Regresja liniowa. W Dane
» Dane wybrac sasue.resting. W Dane » Role »Zmienna zalezna doda¢ pulse. W Dane
» Role » Zmienne ciagte dodac height. W Model » Efekty modelu wybrac height i klikna¢
przycisk Dodaj. W Opcje »Wykresy »Wykresy punktowe wybra¢ Wykres dopasowania
dla pojedynczej zmiennej ciagtej i odznaczy¢ pozostate wykresy. Klikng¢ Uruchom.

Tabela Analiza wariancji okresla jak zmienno$¢ zmiennej y rozdziela sie na czeSc¢
spowodowang dopasowywanym modelem oraz czes¢ spowodowang wystepowaniem cztonu
btedu (to zagadnienie bedzie tematem nastepnych zaje¢ ¢wiczeniowych). Zwigzany z niq
test F bada hipoteze o zerowosci wspotczynnika nachylenia ( H,:f=0 ). Jaka jest p-

warto$¢ tego testu i 0 co na tej podstawie mozna wywnioskowac? Zwroci¢ uwage na to, ze
p-wartosc jest identyczna z wartoscig otrzymang wczesniej dla wspotczynnika korelacji.

Najwazniejsza wartoscig jest R-kwadrat, ktora jest kwadratem wspotczynnika korelacji r
pomiedzy zaobserwowanymi wartoSciami odpowiedzi (czyli y) oraz wartoSciami
odpowiedzi przewidywanymi przez dopasowany model. R-kwadrat okresla wariancje
odpowiedzi y, ktdra jest objasniana przez zmienng x. Z tabeli wynika, ze tylko 5% wariancji
tetna jest objasniana przez wzrost.

Tabela Oceny parametréw zawiera obliczone oszacowania wyrazu wolnego o (wiersz
Intercept) oraz wspolczynnika nachylenia 3 (wiersz height). Zgodnie z otrzymanym
modelem, o jaka warto$¢ wrosnie tetno jesli wzrost zwiekszy sie o 1 cm? Wyznaczy¢ 95%
przedzial ufnosci dla oceny wspolczynnika nachylenia (Wskazowka: kolumna Btad
standardowy zawiera odchylenie standardowe oceny, wiec wystarczy wykorzystac¢ regute
dwoch sigm). Czy ten przedziat zawiera wartosc zero? Co to oznacza?

(f) Wykres dopasowania zawiera wykres punktowy z dopasowang linig prosta oraz 95% granice
ufnosci dla linii prostej odpowiadajacej catej populacji pokazane jako obszar zacieniowany
na jasnoniebiesko (szeroko$¢ przedzialu ufnosSci rosnie z odchyleniem od punktu
srodkowego prostej regresji). Na rysunku nakreslono rowniez linie przerywane, bedace 95%
granicami przedzialdw ufnosci dla przewidywanych wartosci tetna. Przewidywane wartosci
oblicza sie poprzez zastosowanie dopasowanego modelu, tzn.

przewidywana wartosc¢ tetna
=ocena wyrazu wolnego+ocena wspoétczynnika nachylenia X wysoko$¢

Zauwazyc, ze linia pozioma (tzn. z zerowym wspotczynnikiem nachylenia — co to oznacza?)
moze by¢ tatwo wpasowana w obszar ufnosci dla populacyjnej linii prostej.

Zadanie 2. 7Zbior danych anaerob zawiera dane zebrane w eksperymencie kinezjologicznym
(kinezjologia zajmuje sie psychologicznymi i fizjologicznymi reakcjami ludzkiego organizmu na
krotkotrwaly i bardzo intensywny wysitek fizyczny). Badany cztowiek wykonywat standardowe
¢wiczenie fizyczne stopniowo zwiekszajac jego stopien trudnosci. Zbior danych zawiera pary
skladajace sie z wartoSci absorpcji tlenu (zmienna o2in) oraz ilosci wydychanego powietrza
(zmienna airout).

(a) Narysowac¢ wykres punktowy ze zmiennga 02in na osi odcietych oraz zmienng airout na osi
rzednych. Czy wskazuje on na korelacje tych zmiennych? Jak silng? Jakiego typu (liniowa
czy nieliniowa)?



(b) Obliczy¢ wspotczynnik korelacji liniowej. Co mozna powiedzie¢ o hipotezie o jego
Zerowosci?

(c) Pomimo bardzo duzej wartoSci wspotczynnika korelacji liniowej, wykres punktowy
wskazuje bardziej na nieliniowy charakter zaleznoSci miedzy dwiema rozwazanymi
zmiennymi. Sprobujmy wiec dopasowac ponizszy model, zawierajacy kwadratowy efekt
absorpcji tlenu:

yi=a+B x+Box; +e;.
Zauwazmy, ze mimo nieliniowosci wzgledem absorpcji tlenu, odpowiedz zalezy liniowo od
parametrow o, f;,,. Ta wilasnos¢ istotnie utatwia wnioskowanie. Przykladem w pelni
nieliniowego modelu jest
yi=0,exp (Bx;,)+ayexp (B, x7)+e;.
Analiza takich modeli jest jednak nieco ztozona, a odpowiednie informacje mozna znalez¢
w podrecznikach pod hastem regresji nieliniowej.

Otworzy¢ Zadania » Statystyka »Regresja liniowa. W Dane »Dane wybrac
sasue.anaerob. W Dane » Role »Zmienna zalezna doda¢ airout. W Dane » Role
» Zmienne ciagte doda¢ 02in. W Model » Efekty modelu wybrac¢ o2in i klikna¢ przycisk
Dodaj, a nastepnie klikng¢ przycisk Rzad wielomianu = n. Pojawi sie okienko z wartosScig 2
jako domyslna. Prosze klikna¢ Dodaj. Spowoduje to dodanie cztonu o2in * 02in do efektéw
modelu. W Opcje »Wykresy »Wykresy punktowe wybra¢ Wykres dopasowania dla
pojedynczej zmiennej ciagtej i odznaczy¢ pozostate wykresy. Klikna¢ Uruchom.

Czy wszystkie parametry dopasowanej funkcji kwadratowej mozna oceni¢ jako niezerowe?

Zadanie 3. Analizy regresji nie mozna zakonczy¢ bez proby sprawdzenia przyjetych zalozen o
staloSci wariancji i normalnosci btedu w modelu. Odchylenia od jednego lub obu z nich moga
podwazac¢ ewentualne konkluzje oparte o analize regresji. Sprawdzenie zalozen wiaze sie przede
wszystkim z uzyciem tego lub innego typu reszt, z ktorych najprostsza jest po prostu réznicq
miedzy zaobserowang wartoscia y i wartoscia przewidywana przez dopasowany model. Oto
przyklady typowych wykresow diagnostycznych:

Reszty wzgledem wartosci przewidywanych: Jesli dopasowany model jest adekwatny, narysowane
punkty powinny wypehia¢ poziomy pas wokol wartosci zerowej na osi odcietych. Odchylenia od
tego stanu rzeczy moga wskazywac, ze postac¢ funkcyjna zakladanego modelu jest niepoprawna lub,
alternatywne, ze wariancja nie jest stala.

Reszty wzgledem wartosci zmiennej x: ewentualny wzorzec, jaki tworzq punkty, moze wskazywac
na odchylenia od zalozenia o statej wariancji lub niewtasciwa posta¢ modelu.

Wykres kwantylowy reszt: uzywa sie go do sprawdzenia zalozenia o rozkladzie normalnym bledow.

(a) Powtorzy¢ czynnosci z Zadania 1 dotyczacego zestawu danych resting, jednak przed
kliknieciem Uruchom w Opcje »Wykresy »Wykresy diagnostyczne i resztowe wybrac
Wykresy diagnostyczne i Reszty dla kazdej ze zmiennych objasniajacych. Ponizej, w
Wyswietl jako, mozna wybrac Panel wykreséw (wystarcza w wiekszosci sytuacji) lub
Pojedyncze wykresy (przydatne, gdy interesujg nas szczegoly wykresow). Kliknac
Uruchom.

(b) Przeanalizowac¢ wykresy Reszta-Warto$¢ przewidywana, Residual-Kwantyl oraz Procent-
Reszta. Co sobg reprezentujq i o czym mowig?



(c) Odnalez¢ wykres Reszta-Height. Czy daje on powdd do zakwestionowania przyjetych
zalozen?

(d) Powtdrzyc¢ wszystkie czynnosci dla danych anaerob.

Zadanie 4. Zbior danych usbirths zawiera liczbe noworodkéw w USA na tysiagc mieszkancow w
latach 1940-1948. Cwiczenie ilustruje, jak wazny w analizie wzorcéw pojawiajacych sie na
wykresach jest wspotczynnik ksztaltu, bedacy stosunkiem fizycznej dlugosci osi pionowej do
dhugosci osi poziome;j.

(a) Otworzy¢ Zadania » Wykresy » Wykres punktowy. W Dane » Dane wybrac sasue.usbirth.
W Dane » Role »Zmienna x doda¢ obsdate. W Dane » Role » Zmienna y doda¢ rate. W
Opcje » O$ x odznaczy¢ Pokaz linie siatki. To samo zrobi¢ dla osi y. W Opcje » Rozmiar
wykresu wymiary domyslne to 4.8X6.4 cali, czyli wspétczynnik ksztattu 3:4. Kliknac
Uruchom. Co mozna powiedzie¢ o tendencjach w okresach 1940-1943, 1943-1946, rok
1946, 1947-1948? Jak powiazac to z zaangazowaniem USA w wojnie latach 1942-1945?

(b) Powtorzy¢ poprzedni punkt, zmieniajac jednak w Opcje » Rozmiar wykresu wymiary na
szerokosSc 6 cali i wysokosSc¢ 2 cale. Zauwazy( istotne zwiekszenie liczby szczegotow.

(c) Teraz sprobujemy uzyskac jeszcze wiecej szczegotdw ograniczajac horyzont czasowy do lat
1940-1943. W Dane » Filtr warunkéw WHERE wybra¢ Zastosuj warunek WHERE, a
nastepnie w oknie tancuch WHERE: wpisaC year < 1944. Ponownie uruchomi¢ zadanie.
Zauwazy¢ cykle w ramach jednego roku. Najnizszy wskaznik urodzin wystepuje na
poczatku lata, a najwyzszy — jesienia.

(d) Powyzsza obserwacja bedzie jeszcze bardziej widoczna jesli punkty polaczymy linig.
Otworzy¢ Zadania » Wykresy »Wykres szeregu. W Dane » Dane wybrac¢ sasue.usbirth.
W Dane » Role » Zmienna x doda¢ obsdate. W Dane » Role » Zmienna y doda¢ rate. W
Dane » Filtr warunkéw WHERE wybrac¢ Zastosuj warunek WHERE, a nastepnie w oknie
tancuch WHERE: wpisacC year < 1944. W Opcje » O$ x odznaczy¢ Pokaz linie siatki. To
samo zrobi¢ dla osi y. W Opcje » Rozmiar wykresu zmieni¢ wymiary na szerokosc 6 cali i
wysokosc 2 cale. Kliknag¢ Uruchom.

Zadanie 5. Zbidor danych mortality zawiera wskazniki umieralnosci wskutek czerniaka ztosliwego
dla biatych mezczyzn w okresie 1950-1969 dla poszczegdlnych stanow USA. Dodatkowo podano
dhugosc i szerokosc¢ srodka kazdego stanu. Narysowa¢ wykresy punktowe umieralnosci wzgledem
szerokosci geograficznej oraz umieralnoSci wzgledem dlugosci geograficznej. W kazdym
przypadku okresli¢ wspotczynnik korelacji. Zinterpretowac rezultaty.

Zadanie 6. Zbior danych index zawiera wskaznik cen zywnosci i wskaznik cen domow w Wielkiej
Brytanii w latach 1971-1989. Poprzez narysowanie odpowiednich wykresow zbada¢ jak oba
wskazniki zmienialy sie w czasie oraz jak te zmiany sa ze soba zwigzane. Prosze
poeksperymentowac ze wspotczynnikiem ksztattu obrazu.

Zadanie 7. Zestaw danych expenditure pochodzi z badania wykonanego w 1989r. w
WIk. Brytanii. Dwie zmienne sg $rednimi tygodniowymi wydatkami (w funtach) na alkohol i tyton

ponoszonymi w budzecie przecietnej rodziny.

(a) Narysowac wykres punktowy, identyfikujac regiony w odpowiedni sposob.



(b) Obliczy¢ wspotczynnik korelacji dla dwoch zmiennych.
(c) Czy ktoreS z regionow powinny by¢ wylaczone z obliczen korelacji i dlaczego?
Ewentualnie powtorzy¢ obliczenia po ich usunieciu i zaobserwowa¢ spowodowane tym

zmiany.

Zadanie 8. Zbior danych iqs zawiera ilorazy inteligencji 30 amerykanskich malzenstw (dane z
2001 r.).

(a) Narysowa¢ wykres punktowy i zidentyfikowa¢ obserwacje mogace znieksztalci¢ analize.

(b) Okresli¢ korelacje miedzy ilorazami inetligencji z wlaczeniem oraz bez wlaczania
obserwacji zidentyfikowanych w poprzednim punkcie.

(c) Dopasowac linie prosta, aby przewidywac iloraz inteligencji kobiety na podstawie ilorazu
inteligencji mezczyzny, oraz zobrazowac te prostg na wykresie punktowym.

(d) Zbadac reszty z dopasowanego modelu. Czy odpowiednie wykresy daja podstawy do obaw
co do dopasowanego modelu?

(e) Jakie Swiatlo rzucaja te dane na hipoteze, ze ludzie poszukuja partnera z podobnym ilorazem
inteligencji?

Zadanie 9. Zbior danych galaxies zawiera dane o predkosci i odleglosci 24 galaktyk (dane zebrano
za pomocg kosmicznego teleskopu Hubble'a).

(a) Narysowac¢ wykres punktowy tych danych.

(b) Znalez¢ odpowiedni model liniowy dla tych danych.

(c) Uzy¢ tego modelu do oceny wieku wszechswiata.
Zadanie 10. Zbior danych olympic1500 zawiera czasy (w sekundach) zwyciezcow w biegu na

1500 m na igrzyskach olimpijskich od 1896 do 2004 roku.

(a) Narysowa¢ wykres punktowy. Czy wystepuja obserwacje, ktore powinny by¢ usuniete z
dalszej analizy?

(b) Dopasowa¢ linie prosta do danych (po usinieciu ewentualnych obserwacji
zidentyfikowanych w poprzednim punkcie).

(c) Czy model liniowy jest sensowny dla tych danych? Poda¢ powody.

(d) Jesli model liniowy jest nieadekwatny, dopasowa¢ model, ktory miatby by¢ adekwatny i
narysowac go na tle zbioru danych.

(e) Uzyc¢ skonstruowanego modelu do budowy 95% przedziatéw ufnosci dla przewidywanych
czasOw zwyciezcOw na igrzyskach w Pekinie (2008 r.) oraz w Londynie (2012). Sprawdzic,
jak sie one majg do wynikow faktycznych zwyciezcow na tych igrzyskach).



