Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Politechnika Zielonogorska

‘ Metody i techniki optymalizacji‘

Warunki optymalnosci dla zadan bez ograniczen

Na stronie internetowej odpowiadajacej czesci Wyktady odnalezé pliki newton1D.m oraz newtonND.m
bedace matlabowymi implementacjami metody Newtona odpowiednio dla funkcji jednej i wielu
zmiennych (przykladowe skrypty z ich wywolaniami to script_newtoniD.miscript_newtonND.m);
zwrécié uwage na to jak podaje sie informajce o minimalizowanych funkcjach (w przypadku wielo-
wymiarowym potrzebne sa jeszcze pliki fun.m, grad.m oraz hessian.m).

Program ¢wiczenia obejmuje nastepujace zadania:

1. Z zastosowaniem procedury newtoniD okreglié minimum funkcji f(x) = 22/2 —sin x z doklad-
noscia do czterech miejsc po przecinku. Jako punkt startowy wybraé¢ x = 0.5. Co otrzymuje sie
po zmianie punktu startowego? Narysowaé¢ wykresy charakteryzujace zbiezno$¢ metody (war-
tosci x i f(z) wzgledem liczby wykonanych iteracji). Wykonaé to samo dla funkcji y = sin x.

1
W podobny sposéb przeanalizowaé prace algorytmu dla funkeji y = x arc tg(z) — 3 In(1 + z?),
badajac szczegdlnie wrazliwo$¢ na zmiane punktu startowego. Wyjasni¢ dziwne zachowanie
metody gdy np. 20 = 1.5.
2. (Zadanie dla fanéw) Funkcja
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posiada cztery ekstrema w przedziale [0; 1]; zauwazyé, ze

fl@) = (z=1/2) (z = 1/3) (z = 1/4) (z = 1/5).

Przedstawié¢ na wykresie zaleznos¢ punktu ekstremum, do ktorego jest zbiezna metoda New-
tona, od punktu startowego (zalozy¢, ze punkty startowe wybiera sie z przedziatu [0; 1]).

3. Okreslié punkty minimum i maksimum funkcji (a) f(z) = x(x—1)% oraz (b) f(x) = z/(z>+1).

4. Pokazaé, ze minimalng wartoScig funkcji acos @ + bsinf jest —v/a? + b2. Czy mozna ten re-
zultat otrzymadé bez uzycia pochodnych?

5. Zbadaé¢ funkcje f(z) = 2?/3 — 1. Narysowaé jej wykres. Pokazaé, ze f(z) posiada minimum
w punkcie z = 0. Czemu réwna jest warto$é¢ f/(z) dla © = 0?7 Czy f’(x) zmienia znak przy
przejsciu x przez zero?

6. Zbadaé funkcje f(z) = |z|. ZnaleZé jej minimum. Co mozna powiedzie¢ o zachowaniu sie f'(x)
w punkcie minimum?
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7. Znalez¢ minimum funkcji e™ — cos .
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Rysunek 1: Szablon pudetka z zadania 9.

Rysunek 2: Okno z zadania 10.

Wyznaczyé punkty stacjonarne funkcji f(z) = 2* — 1423 + 6022 — 172.

7 kartonu o rozmiarach podanych na rys. 1 nalezy wycia¢ pudetko o maksymalnej objetosci.
Okresli¢ optymalne rozmiary pudetka.

Architekt ma zaprojektowaé okno o ksztalcie przedstawionym na rys. 2 w taki sposéb, ze jego
obwdd wynosi 12 m, a powierzchnia jest maksymalna. Okresli¢ optymalne rozmiary okna.

Nalezy polozy¢ kabel telefoniczny laczacy wyspe z nadmorskim miastem B (rys. 3). Linia
taczaca punkty A i B odpowiada brzegowi morskiemu. Potozenie 1 km kabla wzdtuz brzegu
kosztuje 6000 PLN, a 1 km pod woda — 9000 PLN. Okredli¢ najtanszy sposéb polaczenia
wyspy z miastem B.

Dana jest zmienna losowa X . Znalez¢ liczbe a, dla ktérej wartosé oczekiwana zmiennej losowej
| X — al? jest najmniejsza.

Udowodni¢, ze warunki wystarczajace optymalnosci

Vi) =0, Vif(z*)>0



Rysunek 3: Kabel telefoniczny z zad. 11.

sa w przypadku funkcji dwéch zmiennych rownowazne zestawowi warunkow
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14. Stosujac warunki optymalnosci pokazaé, ze dla wszystkich x > 0 zachodzi
1
—+x > 2.
x

15. Bez odwolywania sie do warunkéw optymalnosci okresli¢ punkty minimum globalnego funkcji
Rosenbrocka
f(acl,xg) = (acl - 1)2 + 10(%1 - x%)Q

Dokonaé¢ minimalizacji tej funkcji z zastosowaniem procedury newton2D wybierajac jako
punkty startowe odpowiednio

(a) 2°=(3,2), (b) 2°=(3,-2), (c) 2°=(0.5,02).

Wytlumaczyé zachowanie procedury w ostatnim przypadku (wskazéwka: narysowaé wykres
rozwazanej funkcji w obszarze 0.08 < 1 < 0.1 oraz —0.01 < z < 0.01).

16. Zbadaé punkty stacjonarne funkcji f(z) = 22 + 4x129 + 5z3.
17. Zbadaé punkty stacjonarne funkcji f(z) = —2% — 623 — 2322 — 4w129 + 67123 + 207073.
18. Okresli¢ zbiér punktow stacjonarnych funkeji

fx1,09) = a7 4 a5 + Baiwa + 21 + 229

w zaleznosci od parametru (. Ktére z nich sa minimami globalnymi?
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Pokazaé, ze funkcja f(x1,72) = (2% — 4)2 + 22 ma dwa minima globalne oraz jeden punkt
stacjonarny, ktory nie odpowiada ani minimum, ani maksimum.

Znalez¢ wszystkie minima lokalne funkcji f(xq,z2) = %x% + 21 coS xo.

W przestrzeni R” sa dane punkty y',9%,...,y™. Znalezé punkt & € R, dla ktérego suma
kwadratéw jego odlegtoséci od zadanych punktéw jest minimalna.

Zmnalez¢ punkt plaszczyzny o réwnaniu
r+2y+22=4

najmniej oddalony od poczatku uktadu wspétrzednych. Jaka jest ta odleglosé?

Jak zmieni si¢ rozwiazanie po zamianie powyzszej plaszczyzny na plaszczyzne x = 27
(Problem Fermata-Torricelli’ego-Vivianiego) Majac dany tréjkat na plaszczyznie, roz-
wazy¢ zadanie okre$lenia punktu, dla ktérego suma jego odleglosci od wierzchotkéw jest

minimalna. Pokazac, ze taki punkt jest albo wierzchotkiem tréjkata, albo punktem, z ktérego
kazdy bok tréjkata jest widziany pod katem 120°.

Poda¢ przyklady gladkich (tzn. posiadajacych pochodne dowolnego rzedu) funkcji jednej lub
dwoch zmiennych, ktore spetniajg ponizsze warunki odnosnie ekstreméw bez ograniczen:
(a) Minimum i maksimum globalne jest osiagane w nieskonczonej liczbie punktéw.

(b) Funkcja jest ograniczona i posiada maksimum globalne, jednak minimum globalne nie
jest osiggane.

(¢) Funkcja jest ograniczona, jednak nie posiada maksimum i minimum globalnego.

(d) Funkcja jest ograniczona i posiada punkty stacjonarne, jednak minimum i maksimum
globalne nie sg osiaggane.

(e) Funkcja jest ograniczona i posiada zaréwno minima, jak i maksima lokalne, jednak nie
posiada maksimum i minimum globalnego.

(f) Jest tylko jedno ekstremum lokalne, ktére nie jest ekstremum globalnym.
(g) Jest nieskonczenie wiele punktéw maksimum lokalnego, ale ani jednego punktu minimum

lokalnego.

Firma produkuje dwa rodzaje lodéw A i B. Koszt produkcji jednej szuki A wynosi $0.20, a
jednej sztuki B — $0.25. Popyt na lody okreslaja zaleznosci

10000

50000
Da(a,b) = 2 =

(dla A), Dp(a,b) = 7 (dla B)

gdzie a jest ceng 1 szt. A oraz b jest cena 1 szt. B.
Okresli¢ cene lodéw maksymalizujaca zysk firmy:.
Firma produkuje dwa produkty. Zaleznosci popytéw na nie z i y od cen p; i po maja odpo-
wiednio postaé
r =40 —2p1 + p2
y=25+p1 —p2



Koszt produkcji opisuje zaleznodé
K(z,y) = 2* + 2y + o>
Okresli¢ wartoséi x 1 y maksymalizujace zysk firmy.

27. W trakcie pewnego eksperymentu badano wplyw zastosowania dwdch nawozéw sztucznych A
i B na wielko$é plonéw pszenicy. Otrzymano w ten sposob zaleznoéé

V(z,y) = 10z + 5y + 22% + 3> — 8zy + 10

gdzie = oznacza ilo$¢ A (w pewnych jednostkach), y — ilo§¢ B, a V' — plon z jednostki
powierzchni. Jakie ilosci nawozéw prowadza do maksymalnego plonu?



