Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Politechnika Zielonogorska

‘ Metody i techniki optymalizacji‘

Elementy programowania liniowego

Ponizsze zadania nalezy rozwigzaé¢ z zastosowaniem programéw Excel oraz Lindo i Lingo.

1. Firma produkuje dwa produkty A i B, ktérych rynek zbytu jest nieograniczony. Kazdy z
produktéw wymaga obrébki na kazdej z maszyn I, II, III. Czasy obrébki (w godzinach) dla
kazdego z produktéw sg nastepujace:

I IT | III
A|05 |04]02
B|025|03]0.4

Tygodniowy czas pracy maszyn I, II, III wynosi odpowiednio 40, 36 i 36 godzin. Zysk ze
sprzedazy jednej sztuki A i B stanowi odpowiednio 5 i 3$.

Okresli¢ tygodniowe normy produkecji wyrobow A i B maksymalizujace zysk.

2. Firma potrzebuje wegiel z zawartoséia fosforu nie wieksza niz 0.03% i zawartoscia cynku nie
wicksza niz 3.25%. Dostepne sg trzy gatunki wegla A, B i C po nastepujacych cenach za tone:

Gatunek wegla | Zaw. P [%] | Zaw. Zn [%] | Cena [3]
A 0.06 2.0 30
B 0.04 4.0 30
C 0.02 3.0 45

Jak nalezy je zmiesza¢, aby otrzymacé najnizsza cene i jednoczesnie spelnié¢ ograniczenia na
zawarto$¢ zanieczyszczen? Zadanie rozwigzaé metoda graficzna.

3. Srodki do czyszczenia podlég ocenia sie na podstawie trzech wskaznikéw: a) wlasnosci czysz-
czacych, b) wlasnosci dezynfekujacych, c¢) drazniacego dziatania na skére. Kazdy z tych wskaz-
nikéw ocenia sie w skali liniowej od 0 do 100 jednostek.

Produkt wypuszczany na rynek powinien mie¢ w skrajnym przypadku 60 jednostek wtasnosci
czyszczacych i 60 jednostek wlasnoéci dezynfekujacych w odpowiednich skalach. Jednocze$nie
dziatanie podrazniajace skére powinno by¢ minimalne. Koncowy produkt powinien by¢ mie-
szankg trzech podstawowych srodkéw czyszezacych o wiasnosciach przedstawionych w tabeli:

Srodek | Dzial. czyszczace | Dzial. dezynfekujace | Dzial. podrazniajace
A 90 30 70
B 65 85 50
C 45 70 10




Sformutowaé¢ zadanie znajdowania optymalnej mieszanki jako zadanie programowania linio-
wego.

. Firma produkuje dwa produkty A i B, sprzedawane odpowiednio po 8 i 15 centéw za opako-
wanie. Rynek zbytu dla kazdego z nich jest praktycznie nieograniczony. Produkt A wytwarza
sie na maszynie 1, a produkt B — na maszynie 2. Nastepnie oba produkty pakuje sie w
fabryce.

1 kg surowca kosztuje 6 centéw. Maszyna 1 przetwarza 5000 kg w godzine ze stratami 10%.
Maszyna 2 obrabia 4000 kg/h ze stratami 20%. Maszyna 1 jest dostepna przez 6 godzin
dziennie, a jej praca kosztuje 288 $/h. Maszyna 2 jest dostepna przez 5 godzin dziennie,
a jej wykorzystanie kosztuje 336 $/h. Opakowanie produktu A wazy 1/4 kg, a opakowanie
produktu B — 1/3 kg. Dzial dokonujacy pakowania moze pracowaé¢ przez 10 h dziennie z
kosztami 360 $/h. W ciagu 1 h mozna zapakowaé¢ 12000 szt. A i 8000 szt. B.

Firma chce okresli¢ takie wartosci 1 i z9 zapotrzebowania na surowce do produkeji A i B (w
tonach), dla ktérych dzienny zysk bedzie maksymalny. Sformulowaé przedstawiony problem
jako ZPL, a nastepnie rozwiazaé go graficznie.

. W dwoch punktach A i B pewnej miejscowosci istnieje zapotrzebowanie na dodatkowy trans-
port. W punkcie A potrzeba 5 dodatkowych autobuséw, a w punkcie B — 7. Wiadomo, ze 3,
4 i 5 autobuséw mozna otrzymaé¢ odpowiednio z garazy G, Go i Gs.

Jak nalezy rozdzieli¢ te autobusy miedzy punkty A i B, aby zminimalizowaé ich catkowity
przebieg? Odleglosci z garazy do punktéw A i B przedstawia ponizsza tabela:

Garaz | Odlegtos¢ od punktéw
A B
G 3 4
Go 1 3
Gs 4 2

. Fabryka produkuje dwa modele samochodéw: drozszy A i tanszy B. Zatrudnionych jest w
niej 1000 robotnikéw niewykwalifikowanych i 800 wykwalifikowanych, z ktorych kazdy pra-
cuje 40 godzin w tygodniu. Do wyprodukowania jednego egzemplarza modelu A potrzeba 30
roboczogodzin pracy niewykwalifikowanej i 50 roboczogodzin pracy wykwalifikowanej; do wy-
produkowania jednego egzemplarza modelu B potrzeba odpowiednio 40 i 20 roboczogodzin.
Kazdy egzemplarz B wymaga wydatkéw na surowiec i wyposazenie na poziomie 500 $, pod-
czas gdy kazdy egzemplarz A wymaga kosztéow rzedu 1500 $. Calkowite koszty nie powinny
przekraczaé 900 000 $ tygodniowo. Pracownicy odprowadzajacy samochody z fabryki pracuja
pie¢ dni w tygodniu i moga zabraé¢ nie wiecej niz 210 maszyn dziennie.

Kazdy sprzedany model A przynosi firmie 1000 $ zysku, a kazdy model B — 500 $ zysku.
Jaka wielko$¢ produkcji kazdego z modeli jest optymalna? Co mozna zarekomendowaé¢ w celu
podwyzszenia zysku firmy?

. Firma produkuje trzy produkty A, B i C, przy czym do wytworzenia kazdego z nich wymagana
jest obrébka na wszystkich czterech stanowiskach I, IT, ITI, TV.
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Produkt | Czas obrébki, h | Zysk, $
I|II|IIT | IV
A 113 ] 1 2 3
B 61| 3 3 6
C 313 | 2 4 4

Czas pracy kazdego ze stanowisk wynosi odpowiednio 84, 42, 21 i 42 h. Okresli¢ ktére z
produktéw i w jakich ilosciach nalezy produkowad.

. Producent napojéw bezalkoholowych dysponuje dwoma maszynami do rozlewania A i B.

Maszyna A jest zaprojektowana dla butelek pollitrowych, a maszyna B — dla litrowych,
jednak kazda z nich moze by¢ wykorzystana do napelniania obu typéw butelek, chociaz wiaze
sie to z pewng utrata efektywnosci, co przedstawia ponizsza tabela:

Maszyna | Liczba butelek produkowanych w ciagu 1 min.
Butelki pétlitrowe Butelki litrowe
A 50 20
B 40 30

Kazda z maszyn pracuje po 6 h dziennie przez 5 roboczych dni tygodnia. Zysk ze sprzedazy
jednej butelki potlitrowej stanowi 4 centy, a od litrowej — 10 centéw. Tygodniowa produkcja
nie moze przekroczy¢ 50000 1. Rynek nie przyjmuje wiecej niz 44 000 butelek pétlitrowych i
30000 litrowych.

Producent chce zmaksymalizowaé swéj zysk przy dostepnych srodkach. Sformutowaé odpo-
wiednie ZPL i znalez¢ optymalne rozwiazanie.

. Firma reklamuje swoja produkcje za pomoca czterech srodkéw masowego przekazu: telewizji,

radia, gazet i plakatow. Na podstawie rozmaitych doé$wiadczen z przesztosci wiadomo, ze te
$rodki prowadza do zwiekszenia zysku odpowiednio o 10, 3, 7 i 4 $ w przeliczeniu na 1 $
przeznaczony na reklame.

Rozdzial budzetu na poszczegdlne srodki ograniczono nastepujaco:

(a) pelny budzet nie powinien przekraczaé 500 000 $;
(b) nalezy przeznaczy¢ nie wiecej niz 40 % budzetu na telewizje i nie wiecej niz 20 % na
plakaty;

(¢) wskutek atrakcyjnosci radia dla mlodziezy nalezy nan przeznaczy¢ w skrajnym przypad-
ku polowe tego, co na telewizje.

Sformutowaé zadanie rozdzialu pieniedzy na poszczegdlne srodki jako ZPL i rozwiazaé wyko-
rzystujac metode sympleks.

Firma zajmuje si¢ zestawianiem diety, zawierajacej w skrajnym przypadku 20 jednostek bia-
tek, 30 j. weglowodanéw, 10 j. ttuszczéw i 40 j. witamin. Jak osiagnaé ten cel w najtanszy
spos6b przy zestawionych w tabeli cenach za 1 kg (lub 11) pieciu dostepnych produktéw?
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Chleb | Soja | Ryba | Owoce | Mleko
Biatka 2 12 10 1 2
Weglowodany 12 0 0 4 3
Thuszcze 1 8 3 0 4
Witaminy 2 2 4 6 2
Cena 12 36 32 18 10

Kompania naftowa kupuje rope naftowag ze zrédet W, X, Y i Z , a nastepnie zajmuje si¢ jej
przetworzeniem, produkujac trzy rodzaje smaréw A, B i C. Istnieje ograniczenie na chtonnosé
rynku dla kazdego rodzaju smaru:

Smar Skiad, % Mozliwa ilo$é do
sprzedania [galony]
A | nie mniej niz 10 (W) 90 000
nie wiegcej niz 25 (Z)
B nie mniej niz 15 (W) 100000
C nie mniej niz 20 (X) 120000
nie wigcej niz 50 (Y)

Ceny (w jednostkach umownych) za jeden galon surowca i gotowego produktu przedstawiono
ponizej

Surowiec Smar
X 'Y Z W|A B C
72 60 67 75190 87 &4

Zakladajac, ze ropa jest dostepna w nieograniczonych ilosciach, sformulowaé zadanie maksy-
malizacji zysku jako ZPL i znalezé rozwiazanie optymalne.

Fabryka wtékiennicza powinna pracowa¢ 24 godziny na dobe zgodnie z ponizszg tabela:

Godzina [h] 26 6-10 10-14 14-18 1822 2202
Minimalna koniecz- 4 8 10 7 12 4
na liczba tkaczy

Kazdy z tkaczy powinien pracowaé 8 godzin bez przerwy. Znalezé minimalng liczbe tkaczy
spelniajacg podane warunki.

Dziecko w pewnym wieku potrzebuje dziennie co najmniej 120 jednostek witaminy A, 60
jednostek witaminy D, 36 jednostek witaminy C oraz 180 jednostek witaminy E. Witaminy te
zawarte sa w dwoch produktach P; i Ps. Ze wzgledu na uboczne szkodliwe dzialanie witaminy
A nalezy dostarczyé¢ jej co najwyzej 240 jednostek. Zawartosé poszczegdlnych witamin w
jednostce produktu oraz ceny jednostkowe produktéw podaje ponizsza tablica.

P | P
A 3
D 1 3
C 9 1
E 6 6
Cena | 120 | 180
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Ile nalezy zakupi¢ produktu P; i P», aby dostarczy¢ dziecku witamin w wymaganych iloSciach
przy minimalnym koszcie zakupu produktéw P; i Py?

Kompania kontroluje trzy fabryki Fy, F5 i F3 produkujace 50, 25 i

25 tys. szt. pewnego

produktu tygodniowo. Zawarto umowy z czterema odbiorcami C', Co, C3 i Cy, ktorzy po-
trzebuja tygodniowo odpowiednio 15, 20, 20 i 30 tys. szt. Koszty produkcji i transportu 1 tys.
szt. produktu do odbiorcéw przedstawiono ponizej:

Fabryka Odbiorca
Ci Cy C3 Oy
P 13 17 17 14
Fy 18 16 16 18
Py 12 14 19 17

Okresli¢ minimalny koszt ogdlny i wielkosci produkcji.

Firma zaproponawala wtascicielom trzech linii lotniczych przewodz brygad specjalistow do
roznych czesci Swiata. Koszt przewozu w funtach szterlingach przedstawiono w tabelce:

Linia lotnicza | Sydney Kalkuta Bejrut Dallas San Paulo
I 24 16 8 10 14
II 21 15 7 12 16
I 23 14 7 14 12

Administracja firmy postanowila, ze kontrakty na przewozy beda zawierane z wiladcicielami
linii I, IT, III w stosunku 2:3:2 i powiadomita o tym kierujacego przewozami, a takze zakomu-
nikowala, ze z 70 wyznaczonych na biezacy rok przewozéw 10 jest do Sydney, 15 do Kalkuty,
20 do Bejrutu, 10 do Dallas i 15 do San Paulo.

Jak nalezy zawrzeé¢ kontrakty, aby zminimalizowaé¢ koszt przewozéw przy ograniczeniach na-
rzuconych przez administracje?

Pewien produkt wytwarza sie w dwoch zaktadach i wysylta do dwoéch odbiorcéw. Ich potrzeby
na najblizsze dwa miesigce przedstawiono w tabeli:

Odbiorca | Zapotrzebowanie
Sierpien  Wrzesien
1 420 550
2 350 480

Jednostkowy koszt transportu produktu z zaktadéw do odbiorcéw okresla tabela:

Zaklad | Odbiorca
1 2
1 10 13
2 12 6

Jednostkowy koszt produkeji (w jednostkach umownych) i wielko$¢ produkeji wg planu na
dwa miesiace przedstawiono ponizej:
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Zaktad | Koszt produkcji, j.u. Wielkosé
Sierpien  Wrzesien | Sierpien Wrzesien
1 3.0 3.6 500 600
3.2 2.9 300 500

Produkt mozna przechowywaé przez okres miesigca i dopiero wtedy wystaé¢ go do odbiorcy.
Koszt magazynowania wynosi 0.5 w pierwszym zakladzie i 0.6 w drugim. Okresli¢ optymalne
plany produkcji i plany dostaw traktujac zagadnienie jako transportowe.

Firma przewozowa powinna w ciggu tego samego dnia pobraé pie¢ towaréw w punktach A,
B, C, D, E i dostarczy¢ je odpowiednio do punktéw a, b, ¢, d, e. Odlegloéci (w km) miedzy
punktami zatadunku i punktami przeznaczenia sg nastepujace:

A-a B-b C-c D-d E-e
60 30 100 50 40

Firma dysponuje piecioma ciezaréwkami dwoch typéow X 1Y w punktach S, T, U, V, W (typy
cigzarowek: X w S, Yw T, XwU, XwViYwW).

Ciezaréwki typu X sa nowsze o ekonomiczniejsze od ciezaréwek typu Y. Koszty przejazdu
jednego kilometra (w centach) dla ciezaréwek obu typéw (wlaczajac paliwo, ubezpieczenie,
konserwacje, itd.) sa nastepujace:

Pusta Zaladowana
X 20 40
Y 30 60

Odleglosci od garazy do punktow przeznaczenia przedstawia tabela:

A B C D E
30 20 40 10 20
30 10 30 20 30
40 10 10 40 10
20 20 40 20 30
30 20 10 30 40

S<aswm

Przydzieli¢ zadania kierowcom ciezaréowek tak, aby zminimalizowaé koszty. Zatozy¢, ze wszyst-
kie tadunki maja w przyblizeniu jednakowy rozmiar i wymagaja jednakowej pracy przy pa-
kowaniu, utozeniu, itd.

W systemie radarowym przeznaczonym do automatycznego $ledzenia obiektéw powietrznych
przeprowadza sie obliczenia okreslajace wzgledng wiarygodnosé tego, ze dany sygnat odbity
odpowiada ktéremus z obserwowanych obiektéow. Rezultaty przedstawia tabela:

Sygnal odbity Obiekt
1 2 3 4
1 0.79 0.20 0.50 0.315
2 0.63 0.40 0.20 0.50
3 0.40 0.20 0.16 0.50
4 0.50 0.20 0.125 0.25
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Zaktadajac, ze celem jest skojarzenie sygnatéw odbitych z obiektami w taki sposéb, aby zmak-
symalizowac iloczyn wiarygodnosci, sprowadzi¢ zadanie do pewnego problemu przydziatu, a
nastepnie rozwiazaé¢ go dla przedstawionych danych.

Linia lotnicza obstuguje trzy miasta A, B, C. Przeloty odbywaja sie w ciggu dnia przez
siedem dni tygodnia. Koszt postoju samolotu we wszystkich trzech portach lotniczych wynosi
kT?, gdzie T oznacza czas postoju. Jak nalezy przydzielié samoloty poszczegdélnym liniom
aby zminimalizowaé koszty? Nalezy uwzglednié¢, ze samolot nie moze wystartowaé wczesniej
niz jedna godzine po wyladowaniu, gdyz w tym czasie dokonuje sie kontroli technicznej i
przeprowadza przygotowania do startu.

Wylot Przybycie
Miasto | Godzina | Miasto | Godzina
A 8:00 B 12:00
A 9:00 C 12:00
A 10:00 B 14:00
A 14:00 B 18:00
A 18:00 B 22:00
A 20:00 C 23:00
B 7:00 A 11:00
B 9:00 A 13:00
B 13:00 A 17:00
B 18:00 A 22:00
C 9:00 A 12:00
C 15:00 A 18:00

Klody o dlugosci 5,6 m sa ciete w tartaku na kawatki 1,2 m, 1.6 i 1,9 m. Tartak ma wykonaé
dzienny plan produkcji, ktéry zaktada oddanie 200 ktod o dtugosci 1,2 m, 300 ktéd o dlugosci
1,6 m oraz 100 kt6d o dlugosci 1,9 m. W jaki sposéb nalezy pociaé klody, aby z jednej strony
wykonaé plan, z drugiej za$ uzyska¢ jak najmniej odpadu? Za odpad przyjmuje sie kawalki
drewna kroétsze niz 1,2 m. Zbudowaé model matematyczny tego zagadnienia.

Trzech importeréw — hurtownikéw Hy, Ho, H3 zaopatruje co 3 dni w banany cztery sklepy S,
So, S3, S4. W czasie transportu cze$¢ bananéw ulega zapsuciu. Procentowy poziom ubytku
bananéw, zalezny od czasu trwania transportu, oferte (podaz) dostawcéw A; oraz zglaszane
zapotrzebowanie sklepow B; w kg zawiera ponizsza tabela:

Dostawcy Odbiorcy A;
Si1 [ S [ S5 ] Sy
H, 20 [ 30 [ 40 | 1,0 [ 2200
H, 50 | 7,0 | 3,0 [ 2,0 | 2000
Hs 1,0 | 40 | 80 | 3,0 | 2800
| B; ] 1500 | 1400 | 2600 | 1500 | \

Jak sformutowaé zadanie doboru takiego planu dostaw, ktéry zapewni minimalizacje ilosci
zepsutych bananéw?
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Na poczatku dnia roboczego z parku autobuséw wyjezdza na linie 1 maszyn, po godzinie
dochodzi do nich nastepne x5 autobuséw, a po nastepnej godzinie — dodatkowo z3 autobusoéw.

Kazdy autobus kursuje po trasie bez przerwy przez 8 godzin. Minimalna konieczna liczba
maszyn na linii w i-tej godzinie dnia pracy (i = 1,2,...,10) wynosi b;. Przekroczenie tej
liczby prowadzi do dodatkowych kosztéw w ciagu i-tej godziny w wielkoSci ¢; zt na kazdy
dodatkowy autobus.

Sformutowa¢ matematycznie zadanie okreélenia liczby maszyn x1, xo oraz xs wyjezdzajacych
na linie w pierwszych godzinach dnia roboczego, tak aby dodatkowe koszty w ciagu calego
dnia byly minimalne.

W wydziale pewnego zaktadu znajduje sie 100 obrabiarek typu 77 oraz 200 obrabiarek typu
T5, a na kazdej z nich mozna wytwarzaé¢ detale Ay i As. Wydajnoéé obrabiarek w ciagu doby,
zysk z jednego detalu i minimalny dobowy plan produkcji przedstawia ponizsza tabela.

Rodzaj Wydajnosé szt./dobe Zysk z 1 szt. | Minimalny plan
detalu T | 15 z1 dobowy szt.
Aq 20 15 6 1510
Ao 35 30 4 4500

Sformulowaé zadanie okreslenia liczby x;; obrabiarek typu T;, i = 1,2, ktére nalezy przezna-
czy¢ do produkeji detali A;, j = 1,2 w taki sposéb, aby zysk byt maksymalny.

Zakltad wytwarza dwa produkty A; i Ay wykorzystujac surowiec, ktérego zapas wynosi b ton.
Zgodnie z planem, produkcja A; powinna stanowié¢ co najmniej 60 % calej produkeji zakladu.
Zuzycie surowca na wytworzenie 1 tony produktu A; i As wynosi odpowiednio aq i as. Cena
1 tony gotowego produktu A; i Ay wynosi odpowiednio ¢y i ¢o zl.

(a) Sformulowaé ZPL maksymalizujace zysk zakladu.

(b) Zapisa¢ je w postaci standardowej.

(¢) Zapisaé¢ otrzymang postaé standardowa stosujac zapis macierzowy.



