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Laboratorium metod i technik optymalizacji

Regresja nieliniowa

Rozwazmy sytuacje, gdy obserwacje pewnego obiektu mozna przedstawi¢ w postaci

yi:f(xi;aOaala"'vam)+€ia izl?"'an7
gdzie: y; — zaobserwowana wartos¢ zmiennej objasnianej, f(z;;ag,a1,...,a,) — funkcja zmiennej
objasniajacej x; i nieznanych stalych parametréw ag, ay, ..., an, oraz e; — blad przypadkowy. Przy-

ktadowa charakterystyka statyczng dla m = 1 moze by¢é
f(x;a0,a1) = ag(l — e” M%),
Dla uproszczenia, zalézmy dalej wtasnie m = 1 oraz przyjmijmy notacje

f(zi) = f(xi; a0, a1),

co oznacza, ze obserwacje mozna teraz zapisa¢ w postaci
yi = f(zi)+e, i=1,...,n.

Problem polega na znalezieniu ocen parametréw ag i a; minimalizujacych sume kwadratow

residuéw
n n

Sr(ao,a1) = (yi — f(wisao,a1))® =D (yi — f(2:))*.
i=1 i=1
Mozna go rozwiaza¢ w oparciu o klasyczng metode najmniejszych kwadratow dla regresji liniowe;j.
Pomyst jest nastepujacy: Zalézmy, Ze ag ; oraz a1 ; sa przyblizeniami rzeczywistych wartosci ag oraz
a1 na poczatku j-tego kroku. Korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora, dokonujemy linearyzacji
funkcji f w otoczeniu punktu (ag ;,a1 ;) i pomijamy czlony wyzszych rzedéw:

Of (x;); Of (),
N — ) A A
f(xl)j-i-l f(xl)] + dag ao + Oay a1,
gdzie:
Of(xi);  Of(wi;a0,,a1
a(aO)J _ ( 8203 ! J), Aag = agjy1 — ao,j,
Of(xi);  Of(xi5a0,,a01,5)
- ’ d Aay = ay j+1 — ayj.
Dar D0, , a1 = a1+1 — A1,5



W rezultacie otrzymujemy model liniowy ze wzgledu na nieznane parametry (sa nimi teraz Aag
oraz Aay):
Of (wi);

_ f(x)jAao—f—iAal—i—ei’ ’L:l,...,n-
Odag Oay

yi — f(xi);

W notacji macierzowej, powyzsze rownania przyjmuja postaé

{D;} ={Z;{AA} +{E;},

gdzie
[0f(x1);/0a0  Of (x1)j/0a1 [y1 — f(z1);
Of(x2);/0ag Of(x2)j/0a — f(x2);
(2} = f( 2:)/ o Of( 2:)/ 1 - Yo Jj( 2)
|0f(xn);/0a0 Of (xn);j/0a1 Lyn — f(@n);
el
(a4} = ﬁiﬂ, &) ="

Zastosowanie do powyzszego ukladu réwnan liniowych poznanej juz metody najmniejszych kwa-
dratow prowadzi do ukiadu réwnan normalnych

T T
{2y {Z;}| {AAY = {2,{D;},
ktory rozwiazuje sie ze wzgledu na wektor {AA}. Na tej podstawie otrzymuje sie nowe oceny
ao,j+1 = ao,j + Aag, a1 541 = a1+ Aay,

dla ktérych opisane obliczenia powtarza sie. Proces przerywa sie gdy kryterium stopu

eal = mm{ }

stanie si¢ mniejsze od zadanej doktadnosci. Opisana procedura nosi nazwe metody Gaussa-Newtona.
Cwiczenie polega na zastosowaniu metody Gaussa-Newtona do rozwiazania nastepujacych za-
dan:

@0,j+1 — Qo,j
ao,j+1

a1,j+1 — 01,5

)

a1,5+1

1. Do danych

;i || 0.25 1 0.75 | 1.25 | 1.75 | 2.25
y;i || 0.28 | 0.57 | 0.68 | 0.74 | 0.79

dopasowaé¢ model y = ag(l — e™™7%).



Odp.: ag = 0.7286, a; = 1.5019.

. Skoczek skacze ze spadochronem z balonu napelnionego goracym powietrzem. Tabela przed-
stawia jego predkosci [m/s] w kolejnych chwilach czasu [s]:

ti | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 1011} 12 | 13|14 |15
v; || 101 16.3 |23 | 27.5 | 31 | 35.6 | 39 | 41.5 | 429 | 45 | 46 | 45.5 | 46 | 49 | 50

Dopasowaé do tych danych modele

v(t) = gm (1 — e(*c/m)t)

C

oraz

olt) = % (3.75t+ t)

gdzie: g — stata grawitacji (9.8 m/s?), m — masa skoczka (68.1 kg), ¢ — wspdtczynnik oporu
powietrza (12.5 kg/s). Ktory z tych modeli jest dokladniejszy?

. Spektroskop zmierzyl intensywnos¢ odbieranego sygnatu dla réznych ditugosci fali. Wyniki
przedstawia tabela:

0 25059 8 | 295849
1 34459 9 | 273272
2 56923 || 10 | 225068
3| 109885 || 11 | 171780
4| 152544 || 12 | 126180
5 | 198619 || 13 70684
6 | 256505 || 14 | 43297
7| 289850 || 15 25515

Dopasowac¢ do tych danych model

y — klekg(m—kg)Q

(a) doprowadzajac sytuacje do przypadku regresji liniowej, (b) stosujac bezposrednio metody
regresji nieliniowej. Poréwnaé jakos¢ dopasowania z zastososwaniem wykresu. Jakiej dlugosci
fali odpowiada maksimum sygnatu?



Zadanie powtérzy¢ dla danych

T Yi || Ti Yi
0| 569322 8 | 150058
1| 647595 9| 81671
2 | 871287 || 10 | 57118
31904318 || 11 32746
4| 820139 || 12 | 25717
5 | 700099 || 13 17639
6 | 434252 || 14 13063
7 | 216687 || 15 11527

Wythumaczy¢ istotna réznice miedzy rezultatami otrzymanymi w punktach (a) i (b).



