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Metody probabilistyczne — ¢wiczenia

Rozktady taczne

Program ¢wiczen obejmuje nastepujace zadania:

1. Udowodni¢ zaleznosé

Elg(X,Y)] =Y gz, y)pxy(z,y)

z7y

a na jej podstawie
E[laX +0Y] =aE[X] 4+ DE[Y].

2. W drodze do pracy, Alicja przechodzi przez cztery przejscia dla pieszych, na ktérych
z jednakowymi prawdopodobienstwami moze by¢ $wiatto zielone lub czerwone, nieza-
leznie od pozostatych.

(a) Jaki jest rozktad, wartosé oczekiwana i wariancja liczby napotkanych czerwonych
Swiatel?

(b) Przypustmy, ze czerwone $wiatto op6Znia Alicje o dwie minuty. Jaka jest wariancja
czasu dojscia do pracy?

3. Twoj komputer zachowuje sie ostatnio dziwnie i podejrzewasz, ze masz wirusa. Niestety,
wszystkie z 12 programéw antywirusowych, ktére posiadasz, sa nieco przestarzate.
Wiesz, ze jezeli komputer jest faktycznie zawirusowany, kazdy z programéw (niezaleznie
od pozostatych) ma 80% szans wykrycia wirusa i 20% szans na uznanie, ze wszystko
jest w porzadku. Jezeli jednak nie ma wirusa, kazdy program ma 90% szans na uznanie,
ze komputer jest wolny od wiruséw i 10% szans na falszywy alarm o wirusie. Wiedzac,
ze Twoj komputer ma 65% szanse zarazenia wirusem, a takze, ze uwierzysz programom
antywirusowym o ile 9 lub wiecej bedzie zgodnych, znajdz prawdopodobienstwo tego,
ze programy doprowadzg do prawidtowej odpowiedzi.

4. Co rano, gtodny Zenek je kilka jajek. Ich liczba to 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 (prawdopodo-
bienstwa sa tu jednakowe), niezaleznie od tego, co wydarzylo sie wczesniej. Niech X
oznacza liczbe jajek, ktére Zenek zjada w ciagu 10 dni. Znalezé E[X] i var(X).

5. Pokazaé, ze jezeli dyskretne zmienne losowe X i Y sa niezalezne, to niezalezne sa
réwniez zmienne g(X) i h(Y), gdzie: g i h — ustalone funkcje.
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6. Pokaza¢, ze dla niezaleznych zmiennych losowych dyskretnych X i Y oraz ustalonych
funkcji g i h zachodzi

Wywnioskowaé stad zaleznosé

var(X +Y) = var(X) + var(Y).

7. Metoda Monte Carlo obliczania powierzchni danego podzbioru S kwadratu o boku jed-
nostkowym jest nastepujaca: Losowo generuje sie ciag niezaleznych punktéow kwadratu
[0,1] x [0, 1], np. z zastosowaniem jednego ze standardowych generatoréw liczb pseu-
dolosowych. Jezeli i-ty punkt nalezy do podzbioru S, zmienna losowa X; przyjmuje
wartos¢ 1, w przeciwnym razie jej wartoscig staje sie 0. Niech Xy, Xs,... — ciag tak
zdefiniowanych zmiennych losowych. Dla kazdego n okre$lamy zmienng losows

X1+ Xo+ -+ X,
" :

Sn

(a) Pokazaé, ze E[S,] jest réwne polu podzbioru S, a var(S,,) maleje wraz ze wzro-
stem n.

(b) Pokazaé, ze S, 1 1 X,, wystarczaja do wyznaczenia S,, tzn. realizacje X;, i =
1,...,n — 1 nie muszg by¢ pamietane. Poda¢ odpowiedni wzor.

(c) Napisa¢ odpowiedni program komputerowy lub zastosowaé arkusz kalkulacyjny
do wygenerowania S, dla n = 1,2,...,10000 dla przypadku, gdy S jest kotem
wpisanym w kwadrat jednostkowy.

(d) W podobny sposéb wyznaczy¢ pole figury sktadajacej sie ze wszystkich punktéw
(x,y) kwadratu jednostkowego spetniajacych nieréwnosé 0 < cos mz +sinmy < 1.

8. Chcemy oceni¢ stopien poparcia dla poczynan glowy panstwa. W tym celu pytamy n
losowo wybranych oséb, a ich odpowiedzi modelujemy jako niezalezne zmienne losowe
X1, Xo, ..., X, orozktadzie dwupunktowym z parametrem p:

v b gdy -ta osoba akceptuje dziatania prezydenta,
’ 0, w przeciwnym razie.
Sprawdzi¢ czy zmienna losowa

X1+ X4+ X,
n

S

jest dobra oceng rzeczywistego stopnia poparcia p (Wskazéwka: wyznaczyé E[S,] i
var(S,), sprawdzajac jak zachowuja sie wraz ze wzrostem liczebnosci proby n).
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