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Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

Uktad SI (Systeme International d’Unités)

Siedem jednostek podstawowych:

wielkosé jednostka  symbol
dtugos¢ metr m
masa kilogram kg
czas sekunda s

prad elekiryczny  amper A
temperatura kelwin K
natezenie Swiatta kandela  cd
ilo$¢ substanciji mol mol
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Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

Jednostki pochodne

wielkosé jednostka  symbol

sita niuton N (kg m s~?)

energia dzul J (kg m? s72)

moc wat W (J s~ lub kg m? s~3)
czestotliwo$¢é  herc Hz (s—)

ci$nienie paskal Pa (Nm 2 lub kg m~'s2)
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Mnozniki

mnoznik prefiks symbol

1072 tera T
109 giga G
106 mega M
108 kilo k
102 centy ¢
103 mili m
1076 mikro
10-° nano n

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

0 Czes¢ 1: Analiza wymiarowa

@ Analiza wymiarowa

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

Wymiary

W mechanice, wszystkie wielkosci mozna wyrazi¢ w
kategoriach podstawowych wielkosci: masy (M), dtugosci (L)
oraz czasu (T). Kazda inna wielko$¢ fizyczna bedzie ich
kombinacja, a konkretng kombinacje nazywa sie wymiarem
danej wielkosci.
[pole] = L2
[predko$6] = LT~
[gesto$é] = ML~

Zauwazy¢, ze wymiary sa niezalezne od jednostek.
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Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
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Wymiary

Kazde poprawne rownanie musi by¢ wymiarowo spéjne, tzn.
musi zachodzi¢

[lewa strona] = [prawa strona]

Przyktadowo, modelowanie sity tarcia spowodowanej oporem
powietrza prowadzi do zaleznoSci

F = kv® = [F] = [kv?]

skad
MLT 2 = [K][LT~"]? = [K]L?T 2

czyli
[k] = ML~

tzn. k musi by¢ mierzone w kg m~'.
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Analiza wymiarowa

Analiza wymiarowa

Jaki wymiar ma a w wyrazeniach exp(at) oraz sin(at)?
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Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

Analiza wymiarowa

Jaki wymiar ma a w wyrazeniach exp(at) oraz sin(at)?

Przyktad
Przypusémy, ze budujemy model ktéry bedzie przewidywat
okres wahadta t. Lista czynnikbw moze obejmowac dtugosc¢ /,
mase m, przyspieszenie ziemskie g oraz amplitude 6. Zatézmy,
ze

t = kI2mPg°e?
gdzie: a, b, ¢, d oraz k — liczby rzeczywiste.
Dla wymiaréw musi zachodzi¢

[1] = [kImbgC6?]
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Analiza wymiarowa

Analiza wymiarowa

Przyktad c.d.

Oznacza to, ze
T = L2MP(LT2)°

(k i 0 sg bezwymiarowe). Przyréwnanie poteg daje
a+c=0, b=0, —-2c=1

skad
t— k/1/2971/20d

Powyzej d moze przyja¢ dowolng warto$¢, ale mozemy to
wyrazi¢ ogélniej jako

t— f((g)ﬂ /2971/2

Funkcje f(0) trzeba bedzie znalez¢ w inny sposéb.
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Cze$¢é 1: Analiza wymiarowa Jednostki
Analiza wymiarowa

Przyktad c.d.

Uwzglednijmy dodatkowo site oporu powietrza R:

t = kI2mPg°09 R®
Prowadzi to do

MOLOT! = LaMP(LT~2)¢(MLT2)®
— Mb+eLa+c+eT72072e

i, w konsekwencji, do warunkéw

b+e=0

a+c+e=0

—2c—2e=1
d dowolne
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Przyktad c.d.

Jednym z rozwigzan jest

e=-b
1
c_—b—§
At
-2

co daje

1/2 b
t:k/1/2mbgb1/2Rb9d:k<;) / (mg) o9

R
1/2
-(5) (%)
o] R
dla pewnej funkgciji f;.
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Przyktad c.d.

Alternatywnym rozwigzaniem jest

e——c—1
N 2
Al
-2
b—c+1
N 2

co daje
t— k/1/2mc+1/2gcl:‘)fcf1/20d
mi\ 1/? mg
-(%) =(F)
dla pewnej funkcji f.
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Wstep
Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Warianty dynamiki populacji miasta

@ Populacja wzrasta o 1000 oséb rocznie:
Pni1 = Pn+ 1000
@ Populacja rosnie o 1% rocznie:
Prit = (1.01)P,

© Populacja wzrastataby o 2% gdyby nie emigracja 100 oséb
rocznie:
Pni1=(1.02)P, — 100
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Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Podstawowe rodzaje réwnan

Jednorodne: réwnanie bedzie spetnione po podstawieniu zer
pod wszystkie X, np.

Xnio —3Xpi1+ Xn=0
jest jednorodne, ale nie jest réwnanie
Xpi1 —2Xp =30+ 1
O statych wspotczynnikach: jest nim
Xnio —3Xpp1+Xn =0
ale nie jest

Xn+2 — 3an+1 —|— Xn = 0
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Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Podstawowe rodzaje réwnan

Pierwszego rzedu, drugiego rzedu, ...: Rzad jest réznica
maksymalnego i minimalnego indeksu, np.

Xn+3 - 3Xn+2 + Xn - 0

jest trzeciego rzedu. Rzad determinuje liczbe
niezbednych wartosci poczgtkowych.

Liniowe: jest nim np.

Xns1 =2Xp +3Xp_1 + 12 +7
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Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Przyktad

Przyktad

Niech P, — wielkos¢ produkciji w roku n. Zatézmy, ze ta
produkcja podwaja sie kazdego roku, tzn.

Pn+1 = 2P,
Jezeli Py — produkcja w roku 0, to
Py = 2P,
P, = 2P; = 2(2Py) = 22P,
Py =2P, =2(2°Py) =23P, itd.
Widzimy wiec, ze rozwigzaniem ogolnym jest
Pn = 2nPO
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Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Przyktad

Przyktad c.d.

Analogicznie, gdy produkcja rosnie o 25% rocznie,
otrzymujemy rownanie P, 1 = (1.25)P, i rozwigzanie
Pn=(1.25)"P,.

L
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Wstep
Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Przyktad

Przyktad c.d.

Analogicznie, gdy produkcja rosnie o 25% rocznie,
otrzymujemy rownanie P, 1 = (1.25)P, i rozwigzanie
Pn=(1.25)"P,.

W ten sam sposéb tez, gdy blokujemy na koncie kwote Py z
roczng stopg procentowg r%, po n latach otrzymamy sume
spetniajaca réwnanie

-
Pn+1:<1+100)Pn

ktérego rozwigzaniem jest

r n
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Cze$¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Przypadek ogoiny

Rozwazmy
Xnt1 = aXp

Rozwigzaniem jest (sprawdzic!)

Xn = a”Xo
Jak zachowuje sie rozwigzanie dla ponizszych przypadkéw?
Q a>1
Q@0<ax<
Q -1<a<0
Q a< -1
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e Czes$¢ 2: Rownania roznicowe

@ Liniowe réwnania rdéznicowe pierwszego rzedu

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania



Wstep
Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Rozwazmy

Xn+1 = aXn + b
Startujac od Xy otrzymujemy
Xi=aXp+b

Xo =aX;+b=a(aXo+b)+b=2aX+ (a+1)b
Xs=aXo+b=al@Xy+(a+1)b)+b=2aXg+ (& +a+1)b
Kontynuujgc w ten sam sposéb mamy

Xp=a"Xo+ (@ "+...8%+a+1)b

a—1
a—1

= a”Xo + b

oile a# 1. (Acodlaa= 1?) Przeanalizowac rowniez
przypadki |a| < 1 oraz |a| > 1.
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Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Przyktad

W jeziorze jest aktualnie 10 000 ryb. Gdyby ich nie odtawiano,
populacja wzrastataby o 15% rocznie. Proponuije sie, zeby
jednak odtawia¢ 2000 ryb na rok. Oznaczajac F, — liczba ryb
po n latach od teraz, otrzymujemy model

Fniy = (1.15)F, — 2000, Fy= 10000
Daje to w kolejnych latach
9500, 8925, 8264, 7503, ...

Po ilu latach populacja ryb zniknie?
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Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Zadanie

Jezioro zawiera 100 000 m® wody zanieczyszczonej w 5%.
Kazdego dnia do jeziora wptywa 1000 m® czystej wody, a
wyptywa 1000 m® wody zanieczyszczonej. Jak dtugo potrwa
obnizenie poziomu zanieczyszczenia do 1% objetosci?
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Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Zadanie

Jezioro zawiera 100 000 m® wody zanieczyszczonej w 5%.
Kazdego dnia do jeziora wptywa 1000 m® czystej wody, a
wyptywa 1000 m® wody zanieczyszczonej. Jak dtugo potrwa
obnizenie poziomu zanieczyszczenia do 1% objetosci?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze objeto$¢ wody z jeziorze pozostaje stata.
Przyjmujemy krok czasowy jako jeden dzien i oznaczamy P, —
objeto$¢ zanieczyszczenia w jeziorze w n-tym dniu. Mamy

Py = 0.05 x 100000 = 5000 m®
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Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Rozwigzanie c.d.

W n-tym dniu kazdy m® wody zawiera P,/100 000 m?
zanieczyszczenia, a to oznacza, ze z jeziora tego dnia wyptynie
1000 x P,/100000 m? zanieczyszczenia. Stad

Ppi1 = Py — 1000 x P,/100000
= (1-0.01)P,
= (0.99)P,
czyli P, = (0.99)" Py = (0.99)" 5000.

Zatem P, osiggnie warto$¢ 1000 gdy 1000 = (0.99)"” 5000, tzn.
n=1In(0.2)/In(0.99) ~ 161 dni.
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Czes¢ 2: Réwnania réznicowe Liniowe réwnania réznicowe pierwszego rzedu

Liniowe réwnania roznicowe pierwszego rzedu

Rozwigzanie c.d.

Zatbzmy teraz, ze zanieczyszczenie nadal wptywa do jeziora z
szybkoécig 5 m® na dzien, podczas gdy réwnocze$nie wptywa
995 m® czystej wody i wyptywa 1000 m® wody
zanieczyszczonej. Modelem jest wowczas

Pny1 = P, — 1000 x P,/100000 + 5
— (0.99)P, +5

Powyzsze réwnanie ma rozwigzanie

1—0.99”

_ n
Pn = (0.99)"5000 + 5-—c2

— 500[9(0.99)" + 1]

Warunek 1000 = 500[9(0.99)" + 1] daje
n=—1In(9)/In(0.99) ~ 219 dni.
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