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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Dazenie do stanu ustalonego

Dla pewnych modeli dyskretnych, w miare wzrostu n, wartosci
Xn daza do pewnej warto$ci granicznej L, chociaz nigdy jej
doktadnie nie osiagajg. W efekcie, X, 1 staje sie
nieodréznialne od Xy, tzn. X, 1 =~ X, = L.
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Dazenie do stanu ustalonego

Dla pewnych modeli dyskretnych, w miare wzrostu n, wartosci
Xn daza do pewnej warto$ci granicznej L, chociaz nigdy jej
doktadnie nie osiagajg. W efekcie, X, 1 staje sie
nieodréznialne od Xy, tzn. X, 1 =~ X, = L.

Sposob okreslania L: Dla réwnania

5X, —1
Xnp1 = —0——
n+1 Xn +3
otrzymujemy réwnanie spetniane przez L:
5L—1
L =
L+3
skad
L=1
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Dazenie do stanu ustalonego

Dla rownania liniowego
XrH_‘] - aXn + b

otrzymuije sie

L=alL+b
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Dazenie do stanu ustalonego

Dla rownania liniowego
XrH_‘] — aXn + b
otrzymuije sie

L=alL+b — L:L
1-a

Pytanie: Cogdy a=17? Aco gdy X, = L?

Dla przyktadu gospodarstwa rybackiego z poprzedniego
wyktadu otrzymujemy L = (1.15)L — 2000, skad L = 13333%
jest stanem ustalonym. Zauwazy¢, ze ten stan rownowagi nie
jest stabilny (rownowaga1.xls).
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Dazenie do stanu ustalonego

Przyktad

Populacja trawozercow w pewnym obszarze zmniejsza sie o
5% rocznie. Poniewaz dzigki temu pozostaje wiecej roslinnosci,
do rozwazanego obszaru przybywa 300 nowych zwierzat.
Odpowiada to modelowi

Pni1 = (0.95)P, + 300
W stanie réwnowagi zachodzi wiec
L =(0.95)L + 300

skad L = 6000. Jest to stan rownowagi stabilnej
(rownowaga?2.xls).

Pytanie: Skad biorg sie odmienne zachowania w obu
przyktadach? (Wskazéwka: Zbadaj role parametru a.)

Dariusz Ucifiski Wprowadzenie do modelowania




Cze$¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Plan

@ Czesé 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych

@ Przypadek wielu zmiennych
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Cze$¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Wiecej niz jedna zmienna

Przyktad

Rozwazmy jezioro omawiane na poprzednim wykfadzie.
Zatbzmy, ze jego woda wptywa do innego jeziora,
zawierajacego 50 000 m® wody. Dzienny odptyw z drugiego
jeziora wynosi 1200 m?, ale réwnoczes$nie 200 m3 czystej wody
wpada do niego ze strumienia. Oznaczmy przez Q, poziom
zanieczyszczenia w drugim jeziorze po n dniach. Zapisac
rownanie réznicowe spetniane przez Q.
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Cze$¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Wiecej niz jedna zmienna
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Czegs¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réownowagi
Przypadek wielu zmiennych

Wiecej niz jedna zmienna

Przyktad c.d.

Drugie jezioro otrzymuje dziennie 1000 m® wody z pierwszego
jeziora, w ktérym jest 0.01 P, zanieczyszczenia. Rozumujgc jak
dla pierwszego jeziora, ilo$¢ zanieczyszczenia wyptywajacego
z drugiego jeziora to 1200Q,/50 000 = 0.024Q),, skad

Qni1 = Q,—0.024Q, + 0.01P, = 0.976Q, + 0.01P,
W symulacjach réwnania

Ph.1=099P,+5
Qn1 = 0.976Q, + 0.01P,

nalezy rozwigzywac rébwnoczesnie, startujgc ze znanych
warunkoéw poczatkowych Py i Qq.
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Cze$¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Wiecej niz jedna zmienna

Inny przyktad

Podczas bitwy kazda jednostka armii X moze zniszczy¢ b
jednostek armii Y w ciggu jednostki czasu. Podobnie, kazda
jednostka armii Y moze zniszczy¢ a jednostek armii X. Niech
Xn— liczba jednostek armii X, ktére przetrwaty po n krokach
czasu, Y,— podobna liczba jednostek armii Y. Otrzymujemy
réwnania

Xn+1 = Xn - aYn
Yn+1 — Yn - bXn

ktérych mozna uzy¢ do wyznaczenia ciggéw {Xn} oraz {Yn} w
oparciu 0 znajomos¢ Xy i Yp.
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Cze$¢ 1: Dalsze wiadomosci o réwnaniach liniowych Stany réwnowagi
Przypadek wielu zmiennych

Wiecej niz jedna zmienna

Inny przyktad

Zauwazmy, ze alternatywnie mozna wyeliminowac jedng
zmienna:

Xn+2 = Xn+1 - aYn+1
= An+1 — a( Yn - bX”)
= Apt1 + abXy + (Xn+1 - Xn)
———

—aVYn

Oznacza to réwnanie drugiego rzedu
Xni2 —2Xp1 + (1 —ab)Xp, =0

ktérego mozna uzy¢é w symulacjach znajac Xy i Xj.
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Swiat nieliniowosci

Cze$¢ 2: Modele nieliniowe i chaos

@ Czesc 2: Modele nieliniowe i chaos
@ Swiat nieliniowo$ci
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x . . Swiat nieliniowosci
Czes¢ 2: Modele nieliniowe i chaos

Prosty model i skomplikowane zachowania

Rozwazmy réwnanie nieliniowe
Xn+1 - aXn(1 - Xn)

gdzie: a—stata, 0 < Xp < 1. Warianty:

Q0<a<1:X,—0

Q1<a<3: X,—1-1/a

© 3 < a < 3.449: po stanie przej$ciowym naprzemiennie
pojawiajg sie tylko dwie wartosci (okres 2)

©Q 3.449 < a < 3.544: po stanie przejSciowym naprzemiennie
pojawiajg sie cztery wartosci (okres 4)

© 3.544 < a < 3.564: po stanie przejsciowym naprzemiennie
pojawia sie osiem wartosci (okres 8)

© Dalsze zwiekszanie a powoduje kolejne podwojenia okresu
(sprawdzi¢ samodzielnie!)

@ a = 3.57: nieskonczona liczba r6znych wartosci i brak
okresu (chaos); zaobserwowac ,efekt motyla’.
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