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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Chcemy zbudowa¢ model w celu przewidywania przyrostu
populacji. Interesujaca nas zmienng jest wielko$¢ populacji P(t)
w dowolnej chwili t. Dla krétkiego odcinka czasu At zachodzi

{przyrost populacji w czasie At}
= {urodziny w czasie At} — {zgony w czasie At}
+ {imigracje w czasie At} — {emigracje w czasie At}

Dla prostoty pominmy jednak imigracje i migracje. Oczywiscie,
liczby urodzin i zgonéw zaleze¢ beda od

@ dtugosci przedziatu At

@ rozmiaru populacji na poczagtku przedziatu czasu
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Najprostsze zatozenia:

liczba urodzin w przedziale czasu = B P(t) At
liczba zgonbéw w przedziale czasu = D P(t) At

gdzie: B, D — state. Stagd model
P(t+ At) — P(t) = (B — D) P(t) At
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Najprostsze zatozenia:

liczba urodzin w przedziale czasu = B P(t) At
liczba zgonbéw w przedziale czasu = D P(t) At

gdzie: B, D — state. Stagd model
P(t+ At) — P(t) = (B — D) P(t) At

Opcja 1. Mozemy ustali¢ jednostke czasu, np. At =1 rok. P(t)
zmienia sie wtedy w czasie dyskretnym, a oznaczajac
Pn = P(nAt) mamy réwnanie réznicowe

Pn+1:(B—D+1)Pn

Jego rozwigzanie wymaga znajomosci F.
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Opcja 2. Rozwazmy P(t) jako wielko$¢ zmieniajaca sie w
czasie ciggtym. Mamy
1 P(t+ At) — P(t)

~B-D
P(1) At
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Opcja 2. Rozwazmy P(t) jako wielko$¢ zmieniajaca sie w
czasie ciggtym. Mamy
1 P(t+ At) — P(t)

P(t) At =B-D
Przejscie do granicy At — 0 prowadzi do
AP _ g p
P(t) dt
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Sformutowanie

Opcja 2. Rozwazmy P(t) jako wielko$¢ zmieniajaca sie w
czasie ciggtym. Mamy

1 P(t+ At) - P(1)

P(t) At =B-D
Przejscie do granicy At — 0 prowadzi do
1 dP(1) _B_D
P(t) dt

To réwnanie rozniczkowe zwyczajne, ktérego rozwigzaniem jest
(sprawdzic!)

P(t) = P(0)exp[(B — D){]
Zauwazy¢ konieczno$¢ znajomosci P(0), czyli tzw. warunku
poczatkowego.

Pytanie: Jak zachowuje sie rozwigzanie jezeli B > D oraz
B < D?
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Udokfadnienie i analiza

W praktyce, populacja nie moze wzrasta¢ wyktadniczo bez
ograniczenia, tzn. (1/P)dP/dt powinno by¢ funkcja P, a nie
statg. Funkcja ta powinna male¢ przy rosngcym P. Najprostszy
wybdr to

1 dP(t
P(t)dg‘ ) =a— (P(t)
gdzie: a, §— state dodatnie.
° P(t)—>g:>a—6P(t)—>O:>d'Z§0—>0:>P(t)

przestanie sie zmienia¢
@ a—(P(0)>0= dZSO)
wzrasta
@ a—f(P(0)<0= dl:l(tO)
maleje

> 0 = na poczatku populacja

< 0 = na poczatku populacja
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna
Model wzrostu populaciji

Udokfadnienie i analiza

e R S e e e i

t
0

Pytanie: Czy krzywa wzrostu populacji przetnie linie P = «/37?
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Czes$¢ 1: Réwnania pierwszego rzedu, jedna zmienna

Model wzrostu populaciji

Krzywe logistyczne

alf

0

Rozwigzanie:

t

Pt =M1+ (/’E‘,Z -1) exp(—at)]_1

gdzie: M = o/8, Py = P(0)
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Plan

9 Czes$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna
@ Model skoku z okna

Dariusz Ucinski



Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Sformutowanie

W sadzie toczy sie rozprawa ws. mezczyzny podejrzanego o
wtamanie i kradziez. Obrona ttumaczy, ze gdyby mezczyzna
wyskoczyt z okna na pietrze aby unikng¢ ztapania na gorgcym
uczunku, zostatby powaznie ranny.

Pytanie: Gdyby kto$ skoczyt z wysokosci 10 m, z jakg
predkoscig zetknatby sie z ziemig?

Zacznijmy od wypisania potencjalnych czynnikéw.
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Tworzenie modelu

opis symbol jednostka

przebyta wysoko$¢  x m

predko$é % ms~!

czas t s

przy$pieszenie a m s~2

masa m kg

przyspieszenie g 9.8065 m 52
ziemskie

ciezar mg N

opoér powietrza R N
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Tworzenie modelu

mg
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Tworzenie modelu

Mamy

v—dx—)'(
=3 =

dv d(dx) d2x .
=_— = = X

= q " at\at) " ae
Zauwazmy réwniez, ze

dv  dvdx dv

da=——=—=V—

dt dx dt dx

Z |l zasady dynamiki Newtona mamy

m—R—mdz—X—mvg
g—H=Me = M™ix
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Tworzenie modelu

Z mechaniki wiadomo, ze opdr powietrza wyraza sig
zaleznoscig
R = kv"

gdzie: n = 1 dla matych obiektéw (kamien) oraz n =2 dla
duzych obiektéw (ciato cztowieka).

Stad

Ky = vt
g-K"=v

gdzie: K = k/m.

W mechanice wprowadza sie pojecie tzw. predkosci granicznej,
czyli koncowej predkosci osigganej przez ciato spadajace
swobodnie w medium takim jak powietrze. Dla cztowieka
wynosi ona ok. 193 km h~".
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Tworzenie modelu

Predkos$¢ graniczna odpowiada ruchowi jednostajnemu, czyli
v = const, a wtedy

g—-K¥?=0
Podstawiajgc v = 193 km h—! = 53.61 m s~ otrzymujemy
K = g/v? = 0.00341 (jakie jednostki?).

W konsekwenciji, ostateczny model ruchu ciata spadajacego z
okna ma postacé

g —0.00341v? = v%, vix=0)=0
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Cze$¢ 2: Réwnania drugiego rzedu, jedna zmienna Model skoku z okna

Rozwigzanie

Jego rozwigzaniem jest

v(x) = \/,g< [1 - exp(—2Kx)}

X [m] 0 2 4 6 8
vim/s] |0 624 880 1074 12.36 |13.77
v[km/h] | 0 2247 31.67 38.66 44.49 |49.57

B

Dla poréwnania: lagdujgcy skoczek spadochronowy czuje to, co
zwykly cztowiek skaczgcy z muru o wysokosci 3.5 m.

Pytanie: Jak uwzgledni¢ migkkos$¢ podtoza? (Wskazowka:
zmierzy¢ gtebokos¢ sladu, np. 10 cm, i wyznaczy¢ $rednig site
dziatajgcg na skoczka)
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Kinematyka robota mobilnego
Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych
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Kinematyka robota mobilnego

Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped roznicowy — LegoMindstorms
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Kinematyka robota mobilnego

Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — Khepera




Kinematyka robota mobilnego

Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — Pioneer 3—DX




Kinematyka robota mobilnego

Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — zasada dziatania
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Kinematyka robota mobilnego

Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — oznaczenia

ICC — Instantaneous Center of Curvature (chwilowy $rodek
krzywizny)
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Kinematyka robota mobilnego
Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — ruch $rodka osi

W danej chwili oba kota obracajg sie z tg sama predkoscia
kotowg, skad

Z tych réwnan otrzymuje sie

v+ v, Vi — V)
R=—-—— w=—
2Vy— vV !/
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Kinematyka robota mobilnego
Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — rbwnania ruchu

Definiujac poze robota jako (x(t), y(t),6(t)), otrzymujemy

)
x(t) = V(t)cos(0(t)), x(0)
y(t) = V(t)sin(6(t)), y(0)
0(t) = w(1), 6(0)

}’0
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Kinematyka robota mobilnego
Czes¢ 3: Roéwnania pierwszego rzedu, kilka zmiennych

Naped réznicowy — rbwnania ruchu

Definiujac poze robota jako (x(t), y(t),6(t)), otrzymujemy

)
x(t) = V(t)cos(0(t)), x(0)
y(t) = V(t)sin(6(t)), y(0) =yo
0(t) = w(1), 6(0)

Z zalezno$ci V(t) = R(t)w(t) = 5 (vi(t) + vi(t)) wynika wigc

(1) = (1) + vi{1)) cos(0(1)).  x(0) = X
Y1) = 3 (v(t) + w() Sin(@(1).  ¥(0) = o
() = 1 (vi(t) ~ w(1). (0) = 6
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