Réwnania r6zniczkowe zwyczajne —
analityczne metody rozwigzywania

Dariusz Ucinski

Instytut Sterowania i Systeméw Informatycznych
Uniwersytet Zielonogorski

Wyktad 8

Dariusz Ucifiski Réwnania rézniczkowe — metody analityczne



Okreslenia podstawowe

@ wstep

@ Okreslenia podstawowe
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Definicja

Rownanie rézniczkowe zwyczajne — zwigzek miedzy pewng
nieznang funkcja i jej pochodnymi.
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Definicja

Rownanie rézniczkowe zwyczajne — zwigzek miedzy pewng
nieznang funkcja i jej pochodnymi.

@ YU Lty 4 3y2(t) — exp(t)
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Wstep

Okreslenia podstawowe

Rzad rownania — rzad najwyzszej pochodne;.
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Wstep

Okreslenia podstawowe

Rzad rownania — rzad najwyzszej pochodne;.

d?y . :
Qo Y= 0 jest drugiego rzedu

Q (:1—}; = y? jest pierwszego rzedu
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Rozwigzanie

Rozwigzanie szczegolne —kazda funkcja y = y(t), ktéra
spetnia dane rownanie.
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Rozwigzanie

Rozwigzanie szczegolne —kazda funkcja y = y(t), ktéra
spetnia dane rownanie.

: , : ) d?
@ y(t) = cos(t) jest rozwigzaniem szczegdlnym dTg +y=0.
@ Dla dowolnej statej ¢, y(t) = 2 + cexp(—t) jest
rozwigzaniem i—}; +y=2

© Dla dowolnej statej a, y(t) = cosh(at)/a jest rozwigzaniem

d2y dy2
&y (YY) _q1-o.
Ve ( ) 0
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Dygresja

Sinus hiperboliczny

exp(x) — exp(—x)
2

Cosinus hiperboliczny

exp(x) + exp(=x)
2

sinh(x) =

cosh(x) =

d
gx sinh(x) = cosh(x) cosh?(x) — sinh?(x) = 1
— cosh(x) = sinh(x)

dx
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Rozwigzanie c.d.

Rozwigzanie ogblne — rozwigzanie zawierajgce pewna liczbe
statych w taki sposob, ze dowolne rozwigzanie mozna otrzymac
podstawiajgc pod te state odpowiednie wartosci liczbowe.
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Wstep
Okreslenia podstawowe

Rozwigzanie c.d.

Rozwigzanie ogblne — rozwigzanie zawierajgce pewna liczbe
statych w taki sposob, ze dowolne rozwigzanie mozna otrzymac
podstawiajgc pod te state odpowiednie wartosci liczbowe.

d2
y(t) = cos(t) nie jest rozwigzaniem og6inym dtg +y=0,
bo y( ) = sin(t) jest innym rozwigzaniem.
y(t) = 2+ cexp(—t) jest rozwigzaniem og6inym
—}; +y=2.
y(t) = cosh(at)/a nie jest rozwigzaniem ogéinym
dz—y — (dy) — 1 = 0; rozwigzaniem ogélnym jest
Tz ar =0 a goinym |

y(t) = cosh(at + b)/a

Dariusz Ucifiski Réwnania rézniczkowe — metody analityczne



Wstep
Okreslenia podstawowe

Rozwigzanie w postaci uwiktanej

@ y? + t? = 1 definiuje rozwigzanie szczegdlne réwnania
y(;—}; = —t z wyjatkiem punktéw (—1,0) i (1,0) (dlaczego?)

@ exp(y) + ty = c definiuje rozwigzanie ogélne réwnania

d
(exp(y) + 1) +¥ =0
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej e o iy g S —
anie Z| Z

Plan

9 Roéwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci
normalnej
@ Rdwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej S S i o—
ania réznicz

Roéwnania o rozdzielonych zmiennych

Roéwnanie rézniczkowe w postaci normalnej— réwnanie
rozwigzane wzgledem najwyzszej pochodne;j.

dy _ dy &2y  d"ly
den R TR T REA T

Rownanie z rozdzielonymi zmiennymi
dy
5 = alob(y)
Sposoéb rozwigzania: Rozdzielamy zmienne, tzn.

—— = a(t)dt

i catkujemy obie strony aby otrzymac rozwigzanie w postaci
uwiktanej.
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej e o iy g S —
anie Z| Z

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przykiad 1

—_ = 2 —
= yexp(-1)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej e o iy g S —
anie Z| Z

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przykiad 1

Y 2 exo(—

Zaktadajac y # 0 mamy
y~2dy = exp(—t)dt
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej e o iy g S —
anie Z| Z

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przykiad 1

Y 2 avn(—
Zaktadajac y # 0 mamy
y~2dy = exp(—t)dt

Catkujac otrzymujemy

/y‘zdy: /exp(—t) dt
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej e o iy g S —
anie Z| Z

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przykiad 1

Y 2 exo(—

Zaktadajac y # 0 mamy

y~2dy = exp(—t)dt
Catkujac otrzymujemy

/y 2dy = /eXp

skad —y~' = —exp(—t) + ¢
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej S S i o—
ani

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przykiad 1

Y 2 exo(—

Zaktadajac y # 0 mamy
y~2dy = exp(—t)dt

Catkujac otrzymujemy
/y‘zdy: /exp(—t) dt

skad —y~! = —exp(—t) + cidalej
- 1
y= exp(—t) — ¢

Poniewaz y = 0 jest rozwigzaniem, ktére nie jest w ten sposdb
uwzglednione, nie jest to rozwigzanie ogdlne.
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej S S i o—
ani

Rownania o rozdzielonych zmiennych — Przyktad 2

Szukamy rozwigzania réwnania

Y _ 8
T ty° sin(t)

spetniajacego warunek poczatkowy y(0) = 1. Po rozdzieleniu

zmiennych mamy
dy .
/y3 = /tsm(t)dt

Catka ogélna ma postac

11 .
22 = tcos(t) —sin(t) + ¢
Z warunku poczatkowego wynika ¢ = 1/2, skad
1
y

- V/2tcos(t) — 2sin(t) + 1
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Plan

9 Roéwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci
normalnej

@ Rownania rozniczkowe liniowe
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe

Rozwazmy najpierw rownanie jednorodne:

dy B
E + a(t)y =0
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe

Rozwazmy najpierw rownanie jednorodne:

dy B
E + a(t)y =0

Otrzymujemy

/dyy:—/a(t)dt
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe

Rozwazmy najpierw rownanie jednorodne:

dy _
E + a(t)y =0

Otrzymujemy

/dyy:—/a(t)dt

In(ky) — —/a(t)dt (ky > 0)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe

Rozwazmy najpierw rownanie jednorodne:

dy B
E + a(t)y =0

Otrzymujemy
dy
/ == / a(t)dt
In(ky) = —/a(t)dt (ky > 0)

y = cexp <—/a(t)dt> (c= %)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Rownania liniowe niejednorodne

Przyktady réwnan jednorodnych:

%er:O:y:cexp(—t)
% +2ty =0 =y = cexp(—t?)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Rownania liniowe niejednorodne

Przyktady réwnan jednorodnych:

%er:O:y:cexp(—t)
% +2ty =0 =y = cexp(—t?)

Réwnania niejednorodne

% + a(t)y = b(t)

rozwigzujemy metodg uzmienniania statej w rozwigzaniu
rownania jednorodnego, tzn. przyjmuje sie

y =c(t)exp < / a(t)dt>
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe niejednorodne — Przyktad 1

Rozwazmy réwnanie
&y +y=2
at T
Réwnanie jednorodne ma rozwigzanie y = cexp(—t), wiec dla

réwnania niejednorodnego sprobujmy rozwigzania postaci

y(t) = c(t) exp(—1)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe niejednorodne — Przyktad 1

Rozwazmy réwnanie
&y + 2
dt Y=
Réwnanie jednorodne ma rozwigzanie y = cexp(—t), wiec dla

réwnania niejednorodnego sprobujmy rozwigzania postaci

d de(t
y(t) = a(tyexp(—1) = L = 90D ety oty exp(—1)

Podstawiajgc to do réwnania niejednorodnego mamy

de(t)

T = 2exp(t)
skad
c(t) =2exp(t) + k

czyli

y(t) =2+ kexp(—t)
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Réwnania rézniczkowe z rozdzielonymi zmiennymi

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci normalnej L W S g it o

Roéwnania liniowe niejednorodne — Przyktad 2

Rozwazmy réwnanie

dy 43

Réwnanie jednorodne ma rozwigzanie y = cexp(—t?), wiec dla
réwnania niejednorodnego sprobujmy rozwigzania postaci

y(t) = c(t) exp(~1?)
Podstawiajgc je do rownania niejednorodnego mamy

de(t) 5 2
~ar = Pexp(t°)
skad

c(t) = /t3 exp(t?)dt = %exp(tz)(tz —1)+k

czyli y(t) = %(z‘2 —1) + kexp(—1t?).
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Réwnania rézniczkowe liniowe o statych wspétczynnikach
Réwnania rézniczkowe rzedu drugiego w postaci normalnej

Plan

e Roéwnania rézniczkowe rzedu drugiego w postaci normalne;j
@ Rdwnania rozniczkowe liniowe o statych wspotczynnikach
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Réwnania rézniczkowe liniowe o statych wspétczynnikach
Réwnania rézniczkowe rzedu drugiego w postaci normalnej

Roéwnanie jednorodne

d?y
a3
rozwigzuje sie podstawiajgc y = exp()\z‘), co prowadzi do

exp(At) ()\2 + br + c) =0

dy

+b +cy 0

Poniewaz zawsze y = exp(At) # 0, musimy mie¢
M 4rbr+c=0

Q@ A>0=y=ciexp(\t)+ coexp(Aat)
Q@ A=0=y=crexp(Mt)+ cotexp(At)
QO A<O0=Nop=ptju=y=
c1 exp(pt) cos(wt) + ¢ exp(pt) sin(wt)
Przyktad: d?y/dt? + y = 0.
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