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Metoda Eulera

Rozwazmy réwnanie r6zniczkowe

d};(tt) = f(t,y(1), () =Y

ktérego rozwigzanie chcemy wyznaczy¢ w przedziale [fy, t].
Podzielmy [ty, t;] na N podprzedziatow o dtugosci

_t—1

"="N

Wielko$¢ h nazywamy dfugoscig kroku. Ustalamy

k=th+kh, k=1,....N
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Metoda Eulera

Przyblizmy pochodng w chwili t ilorazem réznicowym:

dy(te) _ y(t1) — y(t)

~
~

dt h

Mozna wigc zapisac

Y("k+1)h—}’(fk) — f(t, y(t))

Oznaczato, zedla k =1,..., N zachodzi
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Metoda Eulera

Przyblizmy pochodng w chwili t ilorazem réznicowym:

dy(te) _ y(t1) — y(t)

~
~

dt h

Mozna wiec zapisac

J’("k+1)h—y(fk) — f(t, y(t))

Oznaczato, zedla k =1,..., N zachodzi

Schemat Eulera wprzéd

Y(tei1) = y(te) + hf(te, y(t))
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Alternatywne wyprowadzenie metody Eulera

Catkujac obie strony réwnania

dy(t
MOt y0), yiw) =y
otrzymamy
t+h Lk+h
/k dy(t)dt:/k (¢, (1)) dt
e dt t
czyli

t+h
Y+ m =yt = [ fty(o) d
g(t)
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Alternatywne wyprowadzenie metody Eulera

A

z =g
D C
A B i
i o+ h

Mamy formute prostokgtow:

te+h
| gwat~ ng(t)

tk
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Schemat Eulera wstecz

Tu inaczej przyblizmy pochodna:

dy(te) _ y(t) — y(t—1)

~

dt h

Prowadzi to do schematu niejawnego:
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Schemat Eulera wstecz

Tu inaczej przyblizmy pochodna:

dy(te) _ y(t) — y(t—1)

~

dt h

Prowadzi to do schematu niejawnego:

Schemat Eulera wstecz

V(1) = y(te) + h (b1, ¥ (tkrt))

Pytanie: Jak to rozwigzywac?
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Schemat Eulera wstecz

Tu inaczej przyblizmy pochodna:

dy(te) _ y(t) — y(t—1)

~

dt h

Prowadzi to do schematu niejawnego:

Schemat Eulera wstecz

V(1) = y(te) + h (b1, ¥ (tkrt))

Pytanie: Jak to rozwigzywac?

Metoda Eulera nie jest zbyt doktadna, dlatego tez potrzeba
bardziej wyrafinowanych technik.
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Algorytm przewidywania i korekcji (metoda Heuna)

A

G
C
D
A B g
4 t+ h i

Mamy formute trapezow:

bth 9(tx) + 9(tk+1)
/ g(t)dt ~ pIU)F Ihet1)

tk
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Algorytm przewidywania i korekcji (metoda Heuna)

Z rownosci

Y(tky1) = y(t) +/ ) dt

wynika wigc

V{br) = V() + [y (80) + (s, ¥ (b))
—

nieznane!

Jest to wiec schemat niejawny, ktéry mozna uwazac za
potgczenie algortmdw Eulera wprzdd i wstecz (dlaczego?).

Pytanie: Jak uczyni¢ go uzytecznym?
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Algorytm przewidywania i korekcji (metoda Heuna)

Przewidywanie (predykcja) — por. metode Eulera

Y (1) = y(t) + hf(t, y(t))
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Algorytm przewidywania i korekcji (metoda Heuna)

Przewidywanie (predykcja) — por. metode Eulera

Y (1) = y(t) + hf(t, y(t))

Y(t+ ) = Y (8 + 2 [FCo Y(80) + F(ts, ¥ (1)

Etap korekcji mozna implementowac¢ z zastosowaniem metody
iteracji prostej.
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Algorytm Rungego

Mamy formute Simpsona:

t+h h
/ g(t)dt = 6(x0+4x1 + X2)
t

k
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Uzasadnienie

Przyblizajac g(t) parabolg at? + bt + ¢ mamy

x—ah—z—b/—?Jrc
0“4 ~ "2
X1 =2¢C
x—ah—2+bﬁ+c
2T %4 T2
skad

C = X1

_ X2 —Xo

-~ h

2
a= ﬁ(xo —2X1 + X2)
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Uzasadnienie (c.d.)

Pole pod parabolg wynosi

h/2
/ (at? + bt + c) dt
—hy/2

hj2 s 2 Xo — X
:/h/z(hz(xo—2x1+x2)t2+ 2h 0t+x1)dt

h
= (X0 +4x1 + x2)
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Algorytm Rungego

Z rbwnosci

b1
Ylter) =y + [ At y(0)

k

wynika wigc

h
Y(tier) = Y () + 5 (mo + 4my + ms)
gdzie:

f(t, ( %))

my = f(t + 7Yk+m0 )
(
(

tk+h YK+mOh)
t + h, yx + mph)

Dariusz Ucinski Réwnania r6zniczkowe — metody numeryczne



