Analiza matematyczna (Inzynieria Danych) Lista nr 7.
Indukcja matematyczna. Przestrzen metryczna.

1. Pokazac, ze
1292 +n2_n(n+1)(2n+1)
= 6 .

dla dowolnego n € N.

2. Niech a bedzie dowolnie ustalong liczba rzeczywista, a > —1. Wykazacé, ze dla dowolnego
n € N jest spelniona nierownosé

(14+a)" >1+na.

3. Udowodni¢, ze dla dowolnego n naturalnego oraz = rzeczywistego zachodzi nieréwnosé

| sinnx| < n|sinz|.

4. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 11772 + 122" dzieli sie przez 133.

5. Pokazac, ze dla dowolnego n naturalnego, n > 2, jest spetniona nieréwnosé
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6. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 jest prawdziwa nieréwnosé

3" >n-2".

7. Pokazaé, ze dla dowolnego n € N zachodzi nieréwnosé
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smg—l—sm——i—...—l—sm—:2sm—sm .

3 3 6 6

8. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 4™ + 15n — 1 jest podzielna przez 9.



9. Wykazaé, ze zbior X # () z funkcjg p : X x X — R spelniajaca nastepujgce warunki:
(i) Vogex pl,y)=0 & x=y;

(1) Veyeex plx,y) < plw, 2) + py, 2),

jest przestrzenig metryczna.

10. Czy zbidr liczb rzeczywistych R z funkcja d okreslona wzorem
d(xay)zlgx_yL 5E7QGR>

jest przestrzenig metryczna?

11. Wykazaé, ze zbiér R? z funkcjg d okreélong wzorem

d(x,y) = maX{2’$1 - yl\, 3’952 - ?12\}, T = (1751,352)7 Y= (yl,y2) € RQ,

jest przestrzenig metryczng. Znalezé postaé kul otwartych w tej przestrzeni.

12. Udowodni¢, ze kazdy ciag zbiezny w przestrzen metrycznej spetnia warunek Cauchy’ego.

13. Niech w przestrzeni metrycznej beda dane dwa ciagi {x,} i {y,} zbiezne do punktu a.
Wykazaé, ze ciag {z,} taki, ze

Z2on—1 = Tnp, Zon = Yn

jest zbiezny do punktu a.



