Analiza matematyczna (Informatyka I rok)

Zastosowania rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmiennej - praca
w grupach.

Wlasnosé Darboux.

1. Pociag ze Szklarskiej Poreby do Warszawy przyjechatl do Wroctawia 5 minut przed czasem,
a do celu dotart z 15 minutowym opo6znieniem. Pokazaé, ze w pewnym miejscu trasy pociag
byt zgodnie z rozktadem jazdy. Nie uwzglednia¢ postojow pociagu na trasie i stacjach.

2. Uzasadni¢, ze jezeli na dolnej stacji wyciagu jest bezwietrznie, a na gornej stacji wieje
wiatr z predkoscia 10 m/s, to jadac wyciagiem do géry natrafimy na miejsce, gdzie wiatr
wieje z predkoscia 8 m/s.

3. Uzasadni¢, ze jezeli we Wroctawiu i Gdansku jest temperatura 20° C, a w Bydgoszczy
temperatura 25° C, to jadac z Wroctawia do Gdanska przez Bydgoszcz co najmniej dwukrotnie
bedziemy w miejscach, w ktérych panuje temperatura 22° C.

Pochodna i rézniczka funkcji.

4. Samolot podchodzacy do ladowania porusza sie po tuku paraboli w ten sposob, ze w
miejscu ladowania trajektoria lotu jest styczna do ptyty lotniska. W jakiej odlegtosci od
wiezy kontroli lotu wyladuje samolot, jezeli w odlegtosci D = 9 km znajdowal si¢ on na
wysokosci H = 400 m, a w odlegtoéci d = 6 km byl na wysokosci h = 100m.

5. Tadmociag przenosi piasek z wydajnoscia w = 1 m?®/min. Z piasku tworzy sie¢ kopiec w
ksztalcie stozka o kacie a = 7 nachylenia tworzacej do podstawy. Obliczy¢, z jaka predkoscig
wzrasta wysokos¢ kopca w chwili, gdy osiggnie wysokos¢ H = 3 m.

6. Balon wznosi si¢ ze stala predkoscia v = 3 m/s. Na dnie kosza balonu zamontowany jest
aparat do zdje¢ kartograficznych. Kat widzenia aparatu jest réwny 2a = 60°. Obliczy¢, z jaka
predkoscig zmienia sie pole fotografowanego obszaru, gdy balon jest na wysokosci H = 300
m.

7. Do pomiaru wysokosci wiezy zamkowej zastosowano teodolit, ktérym mozna zmierzy¢
katy z doktadnoscig 0.1°. Teodolit ustawiono w odlegtosci d = 100 m od podstawy wiezy i
wycelowano na brzeg wierzchotka wiezy. Kat jaki tworzy o$ teodolitu z poziomem wynosi
a = 35.7°. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczy¢ wysokosé tej wiezy?



Rachunek rézniczkowy funkcji.

8. Jakie wymiary powinien mieé¢ odkryty basen o kwadratowym dnie i objetodci 32 m?3, aby
na oktadziny jego $cian i dna zostata uzyta najmniejsza ilo$¢ materiatu.

9. Na ogrodzenie klombu w ksztalcie wycinka kotowego przeznaczono 20 m drutu. Jaki
powinien by¢ promien kota, aby pole klombu byto najwicksze?

10. Platforma wiertnicza jest zakotwiczona na morzu 10 km od brzegu. Ropa z tej platformy
bedzie dostarczana rurociagiem do rafinerii potozonej nad brzegiem morza 16 km od punktu
brzegu najblizszego platformie. Koszt utozenia 1 km rurociggu na dnie morza wynosi 200
000 E, a na ladzie 100 000 E. Do ktérego miejsca na brzegu nalezy doprowadzié¢ rurociag,
aby koszt jego budowy byt najmniejszy?

11. Jakie powinny by¢ wymiary prostokatnego pola o powierzchni S, ktorego jednym naturalnym
bokiem jest brzeg rzeki, aby na jego ogrodzenie zuzy¢ jak najmniej siatki?

12. Pod jakim katem powinien by¢ nachylony ptaski dach przykrywajacy dom o ustalonej
szerokosci, aby krople deszczu sptywaly po nim najszybciej?

13. Miasta A i B polozone po przeciwnych stronach rzeki trzeba potaczy¢ droga z mostem
prostopadlym do brzegéw rzeki o prostoliniowych i rownolegtych brzegach. W ktorym miejscu
nalezy zbudowa¢ most, aby droga taczaca te miasta miata najmniejsza dtugosé?

Znane wielkosci : [ = 21 km, a = 2 km, b = 12 km.



Rachunek catkowy funkcji.

14. Obliczy¢ droge, jaka przebedzie kula toczaca sie po pewnym torze w ciagu pierwszych 4
sekund od startu, jesli predkos¢ z jaka sie porusza wyraza sie wzorem v(t) = 6v/t <.

15. Obliczy¢ moment bezwladnosci prostokata o bokach a, b wzgledem boku a, przyjmujac
stata gesto$¢ powierzchniowa p.

16. Obliczy¢ moment bezwzladnos’ci wzgledem osi OX bryty otrzymanej z obrotu dookota tej
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osi gornej potelipsy 7z + 4 =1, a > 0, b > 0, przyjmujac staly gestosé przestrzenng o.

17. Obliczy¢ moment statyczny wzgledem osi OX tuku paraboliy = /2px, p > 0,0 <z < 2.
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18. Obliczy¢ moment statyczny wzgledem osi OX pola ograniczonego krzywa y = a cos 5,

a>0,b>0, osiami OX, OY.

19. Samolot zwiadowczy S i rakieta R, ktora ma go zestrzeli¢, poruszaja si¢ po prostej. W
chwili £ = 0 odlegto$¢ miedzy nimi wynosita d = 9 km. Szybkos¢ samolotu w chwili ¢, gdzie
t > 0, wyraza si¢ wzorem vy(t) = 1+16¢ km/min, a szybkos¢ rakiety vg(t) = 1+4t* km/min.
Po jakim czasie rakieta trafi w samolot?

20. Zbiornik na rope ma ksztalt walca o osi pionowej. Srednica walca wynosi D = 2 m, a
wysokos¢ H = 3 m. Zbiornik jest napetniony ropa do poziomu h = 1 m. Obliczy¢ prace,
jaka trzeba wykonac, by géra wypompowaé rope ze zbiornika. Masa wtasciwa ropy wynosi
v =700 kg/m3.



Réwnania rézniczkowe

21. Predkos¢ wzrostu populacji bakterii jest proporcjonalna do masy kolonii. Wiemy, ze
masa podwaja si¢ co godzine. W chwili ¢ = 0 masa byta réwna 1 gram. Obliczy¢ mase po
100 minutach.

22. Predkos¢ spadku temperatury ciata jest proporcjonalna do réznicy miedzy temperatura
ciala i temperatura otoczenia. W chwili ¢ = 0 cialo mialo temperature 100°C', po 20 minutach
jego temperatura byta rowna 60°C. Obliczy¢, w jakiej chwili temperatura ciata bedzie réwna
30°C, jesli temperatura otoczenia wynosi 25°C'.

23. Rzucamy do goéry kamien z predkoscig v. Obliczy¢:

a. czas wznoszenia sie kamienia bez uwzglednienia oporu powietrza;

b. czas wznoszenia si¢ z uwzglednieniem oporu powietrza proporcjonalnego do predkosci;

c. czas wzoszenia sie z uwzglednieniem oporu powietrza proporcjonalnego do kwadratu
predkosci;

d. czas powrotu na Ziemie z uwzglednieniem i bez uwzglednienia oporu powietrza (opér
powietrza proporcjonalny do predkosci lub do kwadratu predkosci).

24. Plotka rozprzestrzenia si¢ w populacji liczacej 1000 oséb z predkoscia proporcjonalna do
iloczynu liczby oséb, ktére juz styszaly te plotke oraz liczby oséb, ktore jeszcze nie styszaty
tej plotki. Zat6zmy, ze 5 0s6b rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb.
Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedziato sie 850 oséb?

25. Epidemia grypy w populacji liczacej 50000 0s6b rozprzestrzenia sie wedtug prawa Gompertza

gdzie y(t) oznacza liczbe zarazonych grypa po t dniach. Zatézmy, ze na poczatku byto 100
chorych, a po 10 dniach - 500. Kiedy potowa populacji bedzie zarazona?

26. Ciato zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyt o 20:20 i natychmiast
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zmierzyl temperature ciata denata. Wynosita ona 32,6°C'. Godzine po6zniej, gdy usuwano
cialo, temperatura wynosita 31,4°C". W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita
21°C'. Najbardziej podejrzana osoba, ktéra mogta popetic¢ to morderstwo - Jan G., twierdzi
jednak, ze jest niewinny. Ma alibi. Po potudniu byt on w restauracji. O 17:00 miat rozmowe
zamiejscowq, po ktorej natychmiast opuscit restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut na
piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest niepodwazalne?

27. (Cig dalszy zadania poprzedniego). Obronca Jana G. zauwazyl, ze zamordowany byt u
lekarza o 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura wynosita 38, 3°C. Zalézmy,ze taka
temperature miat on w chwili $mierci. Czy mozna dalej podejrzewac, ze Jan G. popeknit to
morderstwo?

28. Rozwdj populacji liczacej M (t) osobnikéw w chwili ¢ mozna opisa¢ réwnaniem Verhulsta
M'(t) = aM(t) — bM?(t)

(dla populacji ludzkiej z dobrym przyblizeniem a = 0,029, b = 2,941 - 10712). Udowodnié¢,
ze limy_.o M(t) = ¢. Okredli¢, dla jakiego ¢t M’(t) osiagga maksimum.

29. W dnie naczynia o ksztalcie walca, wypelionego wodg, wywiercono otwoér. Niech T
bedzie czasem, w ktérym wyptynelo 1 wody, a Th czasem, w ktérym wyplynelo 2 wody.

2 1
Obliczy¢ % .

Wskazowka: Predkos¢ wyptywu wody v = +/2¢gh, gdzie h jest wysokoscig stupa cieczy
(uzasadnic).

30. Wykopano kawatek debu i zbadano, ze zawiera on 45 procent iloéci wegla C'** zawartego
w takim samym kawaltku obecnie rosnacego debu. Oszacowaé¢ wiek znalezionego kawatka
drewna, jedli wiemy, ze czas polowicznego rozpadu izotopu wegla C'* wynosi 5560 lat.



