II. Funkcje. Pojecia podstawowe.
1. Podstawowe definicje i fakty.

Definicja 1.1.

Funkcjg okreslong na zbiorze X C R o wartosciach w zbiorze Y C R nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego elementu
y €Y, cooznaczamy f : X — Y.

Przez f(x) oznaczamy wartos¢ funkeji f w punkcie z.

Zbor X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy Dy, a zbior Y nazywamy
jej przeciwdziedzing.
Zbior

Wy={f(x) €Y : v € Dy}

bedziemy nazywaé zbiorem wartosct funkcji f, a zbior

{(z,y) eR? 1z €X, y= f(x)}

wykresem funkcji f.

Uwaga

Rzut prostokatny wykresu funkcji na os Ox jest dziedzing tej funkcji, zas na
o$ Oy jest zbiorem wartosci tej funkcji.

Definicja 1.2
Funkcje f : Dy =Y ig : Dy, — Y sg rowne, co oznaczamy f = g, wtedy i
tylko wtedy, gdy

Dy=D, N VreD; f(z)=g(x).



Definicja 1.3.
Funkcje f : X — Y nazywamy:

(i) iniekcjg lub odwzorowaniem réznowartosciowym na zbiorze A C X, jezeli
speliony jest warunek

Vo, 9 € A (11 #xo =  f(x1) # f(x2));

warunek ten roOwnowaznie mozna zapisa¢ w postaci
Ve, e € A (f(x1) = f(12) = 1= x9);
(ii) suriekcjg lub odwzorowaniem zbioru X na zbior Y, jezeli Wy =Y, tzn.
VyeY dre X  f(x)=uy;

(iii) bijekcjag, jezeli f jest jednoczesnie iniekcja i suriekcja.

Definicja 1.4.
Funkcje f : X — R nazywamy:

(i) okresowq o okresie T', jezeli spelniony jest warunek

T >0VeeX (+£TeX AN flz+T)=f(2));

(ii) parzystq, jezeli spetniony jest warunek

Vie X (—x€X A f(—x)=f(2));

(iii) nieparzystq, jezeli spetniony jest warunek

Vee X (—xeX AN f(—z)=—f(x)).



Definicja 1.5.

Mowimy, ze funkcja f jest:
i) ograniczona z dotu na zbiorze A C Dy, jezeli speliony jest warunek
g fr) Y]

dneRVreA f(x)>m

(ii) ograniczona z gory na zbiorze A C Dy, jezeli spelniony jest warunek

IMeRVreA f(x) <M,

(iii) ograniczona na zbiorze A C Dy, jezeli f jest ograniczona z dotu i z géry,
tzn. jezeli zachodzi warunek

In,M e RVre A m< f(zr) < M.

Uwaga.

W definicji 1.5 (iii) mozna tak dobraé state m, M, aby 0 < M = —m i wtedy
warunek zapisa¢ w postaci

IM>0VeeA |f(z)] <M.

Definicja 1.6.

Moéwimy, ze funkcja f jest:

(i) rosngca na zbiorze A C Dy, jezeli spetniony jest warunek
Ve, oo € A (11 <z =  f(a1) < f(22));

(ii) malejgca na zbiorze A C Dy, jezeli spelniony jest warunek
Ve, o9 € A (r1 <z =  f(x1) > f(22));

(iii) niemalejgca na zbiorze A C Dy, jezeli spelniony jest warunek
Vo, € A (11 <wo = f(1) < f(22));

(iv) nierosngca na zbiorze A C Dy, jezeli spelniony jest warunek

Ve, oo € A (11 <z9 =  f(a1) > f(22));
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(v) stata na zbiorze A C Dy, jezeli spelniony jest warunek

Vee A f(x)=C = Const.

Kazda z funkcji (i)-(iv) nazywamy monotoniczng na zbiorze A. Funkcje (i),
(ii) nazywamy $cisle monotonicznymi.

Uwaga.

Rodzaj monotoniczno$ci funkeji f na zbiorze A C Dy ustalamy, badajac znak

ilorazu
f(x2) — f(21)

To — I

Q =

dla x1, 29 € A1 21 # 9.

Zachodza zaleznosci:
e f rosnaca, jesli Q) > 0,
e f niemalejaca, jesli Q) > 0,
e f malejaca, jesli Q) <0,

e f nierosnaca, jesli Q) < 0.



Definicja 1.7.
Niech X,Y, Z, W C RiniechY C Z. Niech f : X =Y ig: Z—>W.

Ztozeniem funkcji g i f nazywamy funkcje go f : X — W okreslong wzorem

(go f)(z) = g(f(x)), = €X.

Przyktad 2.1.
Dane sa funkcje f(x) = 2% i g(x) = /2. Okredli¢:

(a) dziedziny funkcji f i g,

(b) zbiory wartosci funkeji f i g,

(c) zlozenia fog, go f, fo f, go g oraz okredli¢ ich dziedziny,
(d) parzystos$¢ funkcji f,

(e) monotonicznos$¢ funkeji f i g,

(f) ograniczonosé funkeji f i g.



Fakt 1.8.

Jezeli funkcja jest Scisle monotoniczna na pewnym zbiorze, tzn. jest rosnaca
albo malejaca, to jest ona na tym zbiorze réznowartosciowa.

Definicja 1.9.

Niech funkcja f : X — Y bedzie suriekcja (czyli odwzorowaniem 'na’) oraz
odwzorowaniem réznowartosciowym na swojej dziedzinie.

Funkcjg odwrotng do f nazywamy funkcje f~! : Y — X okre$long warunkiem

fﬁl(y):x & y=f(r), zeX, yey.

Uwaga.
Wykres funkcji odwrotnej x = f~1(y) otrzymamy z wykresu funkcji y = f(z)
odbijajac go symetrycznie wzgledem prostej y = x.

Funkcja odwrotna do funkcji rosnacej (malejacej) jest rosnaca (malejaca).

Fakt 1.10.
Niech funkcja f : X — Y bedzie roznowartosciowa i 'na’. Wtedy

VeeX [fH(f(x) ==z WyeY f(f'(y) =y

Przyktad 2.2.
Wyznaczymy funkcje odwrotng do funkcji f(z) =1 — x — 2.



2. Przeglad wazniejszych klas funkcji.

2.1. Funkcje elementarne.

Podstawowe funkcje elementarne obejmuja funkcje: state, potegowe, wyktadnicze,
logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne.

Funkcje, ktére mozna otrzymaé z podstawowych funkcji elementarnych za
pomocy skonczonej ilosci dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia funkcji
nazywamy funkcjami elementarnymi.

2.1.1. Wielomian i funkcja wymierna.

Wielomianem stopnia n € N U {0} nazywamy funkcje W : R — R postaci
W(zx) = a,z"™ + 12"t 4 ... 4 a1 + ag,
gdzie a; € R, 0 <i<n, a, #0.

Funkcje, ktorg mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwoch wielomianow nazywamy
funkcja wymierng. Dziedzina funkcji wymiernej to zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych z wytaczeniem miejsc zerowych mianowanika.

2.1.2. Funkcja potegowa.

Funkcjg potegowa nazywamy funkcje postaci f(z) = 2", gdzie r € R. Dziedzina
funkcji potegowej zalezy od wyktadnika r, np.

ere NU{0} = D;=R,
ercZ\(NU{0}) = D;=R\{0},

e (re R\Z N r>0) = D;=R;U{0}
e re R\Z N r<0) = D;=R,.

Funkcje y = 2" iy = T sa w przedziale [0, 00) wzajemnie odwrotne.



2.1.3. Funkcja wykladnicza.

T

Funkcja wykladniczg nazywamy funkcje f : R — (0,00) postaci f(z) = a”,
gdzie a > 0.

2.1.4. Funkcja logarytmiczna.

Logarytm liczby dodatniej b > 0 przy podstawie a, gdzie a > 0 i a # 1,
jest wyktadnikiem potegi, do ktérej nalezy podniesé a, aby otrzymaé liczbe
logarytmowang b, tj.

z=1log,b & a°=b.

Z definicji logarytmu wynika

e log,1=0,
e log,a=1.
Oznaczamy

e log, b =logb - logarytm dzisietny,
e log, b =1Inb - logarytm naturalny, e ~ 2, 7182.

Wtasnosci logarytmoéow:

Niech a,b,¢ > 0,a # 1, r € R.
e log,(b-c) =log,b+ log,c,
e log, g = log, b — log, c,
e rlog,b=log,b",

e log, ¢ = log, a - log, ¢, czyli log, ¢ = 128:° pray b+ 1.

log, a

Funkcja logarytmiczna nazywamy funkcje f : (0,00) — R postaci
f(x) =log, x, gdzie a > 01ia # 1.

Funkcje y = a” i y = log, x sa wzajemnie odwrotne.
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2.1.5. Funkcje trygonometryczne.

y=sinx, y=cosx, y=tgxr, y=ctga
1 1

cos T sinx

(cosecans)

Yy =secr = (secans) , y=cscx =

2.1.6. Funkcje cyklometryczne (kotowe).

Funkcje cyklometryczne to funckcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych.

e f(r) = arcsinx (arcussinus) to funkcja odwrotna do funkcji sinus
obcietej do przedziatu [—%, 5], Dy =[-1,1], W;=[-%,7];

e f(x) =arccosx (arcuscosinus) to funkcja odwrotna do funkcji cosinus
obcietej do przedziatu [0, 7], Dj=[-1,1], W;=10,7];

e f(r) =arctgx (arcustangens) to funkcja odwrotna do funkcji tangens
obcigtej do przedziatu (-%,%), Dy=R, W;=(-5%,5%);

e f(r) = arcctgz  (arcuscotangens) to funkcja odwrotna do funkcji
cotangens obcietej do przedziatu (0,7), Dy=R, W;=(0,m).



2.2. Funkcje nieelementarne.

2.2.1. Czes¢ catkowita.

Funkcja czes¢ catkowita nazywamy funkcje £ : R — Z zadang wzorem
Ex)=k dla k<z<k+1, keZ.

Czes¢ catkowita liczby x jest najwiekszg liczba caltkowitg nie wieksza od x.

2.2.2. Funkcja signum.

Funkcja signum nazywamy funkcje sgn : R — {—1,0, 1} okreslona nastepujaco:
e sgn(x) =—1dlax <0,
e sgn(x) =0dlaz =0,
e sgn(z) =1dlax > 0.

2.2.3. Funkcja Dirichleta.

Funkcja Dirichleta nazywamy funkcje D : R — {0, 1} okreslona nastepujaco:
e D(z)=1dlaz e Q,
e D(z)=0dlaz ¢ Q.
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