IV. Szeregi liczbowe.
1. Podstawowe definicje i fakty.

Definicja 1.1.

Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie
ai + as +ag+ ...

zapisane w postaci

> an, (1)

gdzie a, € Rdlan=1,2,3,...

Definicja 1.2.
Ciag {S,} zdefiniowany nastepujaco

3

S, = ay,
k=1

nazywamy ciggiem sum czesciowych szeregu (1).

Definicja 1.3.
Jezeli ciag {S,} jest zbiezny do granicy wlasdciwej s, to szereg (1) nazywamy
zbieznym, zas liczbe s nazywamy suma tego szeregu i piszemy

o0

s = lim .5,.
n—oo

Qn,
n=1
Jedli lim,, o S, = +00, to méwimy, ze szereg (1) jest rozbiezny odpowiednio
do +00. W pozostaltych sytuacjach szereg (1) jest rozbiezny.

Twierdzenie 1.4.
Jezeli w szeregu zbieznym zmienimy, opuscimy lub dotaczymy skonczong ilos¢
wyrazow, to otrzymany szereg bedzie réwniez zbiezny.
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Fakt 1.5. (o0 szeregu geometrycznym)

Szereg geometryczny
o0
Zq”: l+qg+¢ + ...
n=0

jest zbiezny dla |q| < 1, rozbiezny do co dla ¢ > 1, a rozbiezny dla ¢ < —1.

Dla zbieznego szeregu geometrycznego mamy

> 1
n __

Fakt 1.6. (o szeregu harmonicznym)

Szereg postaci
o0

1

no’
n=1

zwany szeregiem harmonicznym rzedu « jest zbiezny dla o > 1 i rozbiezny
dooodla < a<1.

Twierdzenie 1.7. (warunek konieczny zbieznosci)

Jezeli szereg > 7 | ay, jest zbiezny, to lim, . a, = 0.

Uwaga.
Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, np. % — 0, gdy n — o0, zas szereg
> %, zwany krotko szeregiem harmonicznym, jest rozbiezny do +oo.

Twierdzenie 1.7 mozna sformutowa¢ w postaci:

Jezeli lim,, ., a,, # 0, to szereg 220:1 a, jest rozbiezny.

Przyktad 4.1.

Zbadamy zbieznos¢ szeregu Y > | 555 Obliczamy
n -+ 2
lim ——=1+#0.
00 7

Zatem nie jest spetniony warunek konieczny zbieznoSci szeregu i stad szereg

> n—1 no00 Jest rozbiezny.




2. Kryteria zbieznos$ci szeregéw o wyrazach nieujemnych.

Twierdzenie 2.1. (kryterium d’Alamberta)

Zal6ézmy, ze a, > 0 oraz istnieje granica

. Ap+1
lim

n—oo (A,
(i) Jezeli ¢ < 1, to szereg Y~ a, jest zbiezny.

(i) Jezeli ¢ > 1, to szereg Y, a, jest rozbiezny.

Przyktad 4.2.

. ’ nnl
Zbadamy zbieznoéé szeregu > oo

n=1 nn» °

Twierdzenie 2.2. (kryterium Cauchy’ego)

Zat6ézmy, ze a, > 0 oraz istnieje granica

lim a, = q.

(i) Jezeli ¢ < 1, to szereg Y 7| a, jest zbiezny.

(ii) Jezeli ¢ > 1, to szereg >~ | a, jest rozbiezny.

Przyktad 4.3.
Zbadamy zbieznos¢ szeregu > o, In" (4 + +).



Twierdzenie 2.3. (kryterium poréwnawcze)

Niech a,, b, > 0. Zal6zmy, ze nieréwnos¢
an < by

zachodzi dla wszystkich n > ng poczawszy od pewnego numeru 7.

Wowczas

(i) Jezeli szereg Y, by, jest zbiezny, to szereg Y | a, jest zbiezny.

(ii) Jezeli szereg > > | a, jest rozbiezny, to szereg > - b, jest rozbiezny.

Przyktad 4.4.

Zbadamy zbieznosé szeregu > 0 | —A—.



3. Szeregi o wyrazach naprzemiennych. Zbieznos¢ bezwzgledna szeregéw.

Definicja 3.1.

Szereg > > (—1)"ay,, gdzie a, > 0, nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Twierdzenie 3.2. (kryterium Leibniza)

Dany jest szereg Y ,(—1)"a,. Jezeli spelnione s warunki:
(i) a, >0,

(ii) lim,— o a, =0,

(iii) ciag {a,} jest nierosnacy,

to szereg naprzemienny y >°,(—1)"a, jest zbiezny.

Definicja 3.3.
Szereg > | a, nazywamy szeregiem bezwglednie zbieznym, jesli zbiezny jest
szereg > 1 |an].

Twierdzenie 3.4.

Szereg bezwglednie zbiezny jest zbiezny, tzn. jesli zbiezny jest szereg > | |ay|,

to zbiezny jest szereg > | ay.

Definicja 3.5.

Szereg, ktory jest zbiezny, ale nie jest bezwglednie zbiezny nazywamy szeregiem
warunkowo zbieznym.

Przyktad 4.5.

Zbadamy zbieznos¢ szeregu > (—1)"=.

Przyktad 4.6.

Zbadamy zbieznodé szeregu y 2 (—1)" (27”;;11)”.




