V. Granica funkcji jednej zmiennej.

1. Definicja granicy wtasciwej i niewlasciwej funkcji.

Definicja 1.1. (sasiedztwa punktu i sasiedztwa nieskonczonosci)
Niech g € R, r > 0, a,b € R. Definiujemy

o S(xzg,7) = (xo — 7, 20) U (20,20 + 7) - sasiedztwo o promieniu r punktu
L0,

o S(zy,r) := (xg — r,x0) - sasiedztwo lewostronne o promieniu r punktu
L0,

o S(zf,r) := (x0,x0+7r) - sasiedztwo prawostronne o promieniu r punktu
ip

e S(—0) := (—00,b) - sasiedztwo —oc;

o S(+00) := (a,+00) - sasiedztwo +oo.



Definicja 1.2. (granicy wtasciwej w punkcie)

(i) Niech xy € Riniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
sasiedztwie S(xg) punktu zy. Liczbe g nazywamy granicg wiasciwg funkcji
f w punkcie xg, co zapisujemy

lim f(z) =g,

T—XT0

wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu punktéw {z,} C S(z0)
takiego, ze =, — xy, gdy n — oo zachodzi warunek f(z,) — g, gdy
n — oo, tzn.
lim f(z) =9 < [V{xn} C S(xo) (lim z, =29 = lim f(z,) = g)} :
T—Tq n—00 n—00
(ii) Niech xzy € Riniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
sasiedztwie lewostronnym S(x, ) punktu xy. Liczbe g nazywamy granicg
lewostronng wilasciwg funkcji f w punkcie xg, co zapisujemy
lim f(z) =g,
T—Tq
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu punktow {z,} C S(z;)
takiego, ze x, — x9, gdy n — oo zachodzi warunek f(z,) — g, gdy
n — oo, tzn.

lim f(z)=9 < [V{xn} C S(zy) (limz, =29 = lim f(z,) = g)} :

T—xy n—00 n—00

(iii) Niech zy € Riniech f bedzie funkcjg okreslong przynajmniej na pewnym
sasiedztwie prawostronnym S(zj ) punktu zg. Liczbe g nazywamy granicq
prawostronng wlasciwg funkcji f w punkcie xy, co zapisujemy

lim f(z) =g,

r—xd
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu punktéw {z,} C S(z{)
takiego, ze =, — xy, gdy n — oo zachodzi warunek f(z,) — g, gdy
n — oo, tzn.

lim f(z)=g < [V{xn}CS(xaL) (lm z, =29 = lim f(z,) =g)|.

x_wa- n—00 n—00



Przyktad 5.1.

: L 2_
Wykazemy, ze lim,_,; 9;—_11 = 2.

Niech f(x) = % Wezmy dowolny ciag {x,} punktow lezacych w S(1) taki,
ze x, — 1, gdy n — oco. Wtedy otrzymujemy

2
x, — 1

lim f(x,) = lim = lim (0 = Dn + 1) = lim (z,+1)=1+1=2.

n—00 n—oo T, — 1 n—00 [ — | n—00
n n

Zatem wobec definicji 1.2 (i) mamy lim,_, = = 2.

Przyktad 5.2.
Wykazemy, ze lim,_, sin% nie istnieje.

Niech f(z) = sin % Wezmy dwa konkretne ciggi x,, = % oraz y, = m

Oczywiscie z,,y, C S(0) oraz x, — 01y, — 0, gdy n — oco. Otrzymujemy
natomiast

1
lim f(x,) = lim sin — = lim sinnm =0,
n—00 n—00 T n—00
. . . . . m . .
lim f(y,) = lim sin — = lim sin <— + 2n7r) = lim sin— = 1.
n—00 n—00 Un n—00 9 n—00 9

Zatem poniewaz ciagi {f(z,)}, {f(yn)} daza do dwdch réznych granic, wiec
zgodnie z definicja 1.2 (i) nie istnieje granica lim, .o f(x).



Definicja 1.3. (granicy niewtasciwej w punkcie)

(i) Niech xzy € Riniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
sasiedztwie S(x) punktu z.

lim f(z) =00 < |V{z,} CS(x) (limz,=2y = lim f(z,)= oo)} :

Tr—X0 |: n—oo n—oo

(ii) Niech zy € Riniech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej na pewnym
sasiedztwie lewostronnym S(z, ) punktu x.

lim f(zx) =00 < [V{xn} C S(zy) (lim z, =29 = lim f(z,) = oo)} :

Ty n—00 n—00

(iii) Niech xy € Riniech f bedzie funkcjg okreslong przynajmniej na pewnym
sasiedztwie prawostronnym S(z;) punktu .

lim, flx) =0 < [V{xn} CS(zg) (lim z, =2y = lim f(z,) = oo)} :

1] Nn—00 n—00

Przyktad 5.3.
Wykazemy, ze lim,_,o+ ﬁ = 400.
Niech f(x) = ﬁ Wezmy dowolny ciag {z,,} punktéw lezacych w S(27) taki,

ze T, — 2, gdy n — oo. Wtedy otrzymujemy

1
lim f(z,) = lim = +00.

n—00 n—00 I, — 2

Zatem wobec definicji 1.3 (iii) mamy lim, .o+ —5 = +o0.



Definicja 1.4. (granicy wtasciwej i nietasciwej w oo)
(i) Niech f bedzie funkcja okreslona przynajmniej w sasiedztwie S(00).

lim f(z) =9 < {V{xn} C S(o0) (limz, =00 = lim f(z,) = g)] :

T—00 n—oo n—oo
(ii) Niech f bedzie funkcja okreslong przynajmniej w sasiedztwie S(00).

lim f(z) =00 < [V{xn} C S(oc0) (lim z, =00 = lim f(z,) = oo)} :

r—00 n—oo n—oo

Przyktad 5.4.

Wykazemy, ze lim,_, %H = 0.

Niech f(x) = x%

Wezmy dowolny ciag {z,} punktow lezacych w S(oc0) taki, ze z,, — oo, gdy
n — oo.

Wtedy otrzymujemy

2
li n) = li = 0.
Zatem wobec definicji 1.4 (i) mamy lim, xi” = 0.



Twierdzenie 1.5. (warunek konieczny i dostateczny istnienia granicy w
punkcie)
Funkcja f ma w punkcie x(y granice wtasciwg badz niewtasciwag wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(z) = lim f(z).

Ty x%xé‘

Wspélna warto$é granic jednostronnych jest wowczas granicg funkcji.

Przyktad 5.5.

Sprawdzimy, czy istnieje granica funkcji f(z) = e~+ w punkcie zo = 0.



2. Twierdzenia o granicach wlasciwych funkcji.

Twierdzenie 2.1. (o arytmetyce granic)
Zatézmy, ze funkcje f i g maja granice wtasciwe w punkcie xy. Wowczas
L dimg—, (f(2) + g()) = limg—, f(#) + limg—zy 9(),
2. limg .y (f(2)
(

3. lim, ., ¢ f(z) =c-lim,_,, f(x), c€R,

— 9(x)) = limg .z, f(2) — lim, g, g(),

4. limy .y, (f(2) - g(2)) = limy .y, f(2) - limg—y, (),

. f(x) . lim, ., f(:L‘)
9. hmwﬁxo g(z) — hmw%z g9(x)’

o ile lim,_,,, g(x) # 0,

6. lim, o [f(2)]P@ = [limy_ f(2)]™=9® o ile wyrazenia po obu
stronach réwnosci maja sens.

Przyklady 5.6.

Uwaga.

Wtasnosci (1)-(6) sa prawdziwe dla granic jednostronnych funkeji w punkcie
oraz dla granic w 4o0.



Twierdzenie 2.2. (o trzech funkcjach)

Jezeli funkcje f, g i h spetniaja warunki:
(i) f(x) < g(z) < h(x) dla wszystkich x € S(x),
(ii) lim,_,, f(z) = lim,_,, h(x) = gq,

to lim, .., g(z) = q.

Przyktad 5.7.
Obliczymy lim, o z%(2 + cos 2).

Whniosek 2.3.

Jezeli lim,_,,, f(z) = 0 i funkcja g(z) jest ograniczona, to

lim [f(x) - g(x)] = 0.

r—T0



Twierdzenie 2.4. (o granicy funkcji ztozonej)
Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

(i) limy ., f(2) = yo,

(ii) f(z) # xo dla wszystkich x € S(x),

(iii) Timy ., 9(y) = ¢,

to lim, ., g(f (7)) = q.

Uwaga.

Twierdzenie o trzech funkcjach, wniosek 2.3 i twierdzenie o granicy funkcji
ztozonej zachodza dla pozostatych typéw granic funkcji.

Przyktady 5.8.



3. Twierdzenia o granicach niewtasciwych funkcji.

Twierdzenie 3.1. (o dwoch funkcjach)

Zalézmy, ze funkcje f i g spetniajg nieréwnosé f(x) < g(x) dla wszystkich
x € S(xp).

(i) Jezeli lim,_.,, f(x) = +oo, to lim,_.,, g(z) = +o0.

(ii) Jezeli lim,_,,, g(x) = —o0, to lim,_,, f(z) = —o0.

Przyktad 5.9.
2+cos%

N

Obliczymy lim,_,g+

Twierdzenie 3.2. (o granicach niewtasciwych - zapis symboliczny)
l.p+oo=00 dla —oco<p<+o0o,
2.p-oco=00 dla 0<p<4o0o,

3.2 =0 dla —-oco<p<+o0,

4. g =00 dla 0<p < oo,
5. p =0 dla 0" <p<1,

6. p* =00 dla 1<p<oo,
7.000=0 dla —-o00<¢qg<0,
8. c0l=00 dla 0<q< o0

Przyktady 5.10.

Symbole

)
0.0

nazywamy symbolami nieoznaczonymi.

0
0-00, 00—o00, — o 0%, 1%, oo
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Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych.

sin x —1

b hmxHO T )

Py hmx_@ arc sinx — 1’

e lim, . ax—_l =lIna, a>0,

. x_
® llmxﬂo esv_l = 1,
. log, (1+x 1
.hmx_@%:m, CL>O,CL§£1,
. In(1
o lim, n(te) _ g

e lim, (1 —|—£C)% = e,

o lim, . (1 + %)x = e.

Przyktad 5.11.
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4. Asymptoty funkcji.

Definicja 4.1.

Prosta x = a jest asymptotq pionowq

e lewostronng funkcji f, jezeli

lim f(z) = £o0;

Tr—a
e prawostronng funkcji f, jezeli

lim f(z) = fo0;

rz—at
e obustronng funkcji f, jezeli

lim f(x) = £o0.

r—a

Uwaga. (lokalizacja asymptot pionowych)
Funkcja elementarna moze mieé¢ asymptoty pionowe tylko w skonczonych
krancach swojej dziedziny, ktore do niej nie nalezg.

Przyktad 5.12.
Sprawdzimy, czy prosta z = 0 jest asymptota pionows funkcji f(x)

Przyktad 5.13.
Sprawdzimy, czy prosta x = 0 jest asymptota pionowa funkcji f(z) = es.
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Definicja 4.2.
Prosta y = Az + B jest asymptotq ukosng funkcji f w +o0, jezeli

lim [f(z) — (Az + B)] = 0.

r—+00

Jezeli A =0, to prostag y = B nazywamy asymptotq poziomg funkcji f.

Fakt 4.3.
Prosta y = Az + B jest asymptota ukosna funkcji f w +oo wtedy i tylko
wtedy, gdy

A= lim J@) A B= lim [f(x) — Az].

r—+oo r—+00

Fakt 4.4.
Prosta y = B jest asymptota pozioma funkcji f w +00 wtedy i tylko wtedy,

gdy
B = lim f(x).

r—+00

Przyktad 5.14.
Znajdziemy asymptoty funkcji f(z) = .

1—x
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