IX. Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej.

1. Calki nieoznaczone.

Niech f : I — R, I C R - przedzial na proste;j.

Definicja 1.1. (funkcji pierwotnej)

Funkcje F' nazywamy funkcjq pierwotng funkcji f na przedziale I, jezeli dla
kazdego x € I

Twierdzenie 1.2.
Niech F' bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale 1. Wowcezas:

(i) funkcja F'(x)+ C, gdzie C' € R jest dowolng stalg (staty catkowania) jest
takze funkcja pierwotng funkcji f na I,

(ii) kazda funkcja pierwotna funkcji f na I moze by¢ przedstawiona w postaci
F(z)+ C, gdzie C € R.

Twierdzenie 1.3. (warunek dostateczny istnienia funkcji pierwotne;j)

Jezeli funkcja f jest ciggla na przedziale I, to ma na tym przedziale funkcje
pierwotna.



Definicja 1.4. (calki nieoznaczonej)

Niech F' bedzie funkcjag pierwotng funkcji f na przedziale I.
Calkg nieoznaczong funkeji f na I nazywamy rodzine funkcji F'(z)+ C, gdzie
C € R i oznaczamy przez

[ f@as

/f Vdr = F(2)+ C < F(z) = f(z).

Zmalezienie wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f nazywa sie jej catkowaniem.
W wyrazeniu [ f(x)dx funkcje f nazywa sie funkcjg podcatkowq.

tzn.

Przyktad 9.1.
3 3 /
?dr=%4+C,bo (L +C) =22 edr =e*+C,bo (e"+C) =
3 3

7 definicji wynikajg nastepujace wlasnosci calki nieoznaczonej:

Fakt 1.5.

@) (f f(=) ) f(x),

(ii) [ f'(x)de = f(z)+C, CER,

(iti) [(f(x)+g(x))de = [ f(z)de+ [ g(x)da
(W)faﬂwdx=cffmwm



Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

(1) [0dx=C, z€R;

In+1
n+1

(2) [a"dx = +C, ne NU{0}, z€eR;

(3) [aPdx = A

p+1 +C7 JURS {_2? _3a _47"'}7 NS R\{0}7

xa+1
a+1

(4) [2dx =

Q;
(5) [Ldz=In|z|+C, =€ R\{0};
(6) faxdx:%—FC, 0<a#1l, =x€R;
(7) [e*dr=e"+C, x€R;

+C, a€ R\ Z, zakres zmiennosci x zalezy od wartosci

(8) [sinxdx =—cosz+C, x¢€R;
(9) [cosxdr =sinz+C, x€R;

(10) [—4-dr=—ctgz+C, z€ (km,m+kr), keZ;

sin® x

(11) [S—de=tga+C, we(-3+kmI+kn), keZ;

cos? x

(12) [zde =arctgr +C, zeR;

(13)]\/11_?dx:arcsin—|—0, re(—1,1).

Przyktady 9.2.



Twierdzenie 1.6. (wzér na catkowanie przez czesci)

Zaktadamy, ze funkcje f i g maja ciagte pochodne. Wowczas

/ F(@) - g(@) de = f(z) - glx) — / () - gla) d.

Przyktady 9.3.

Twierdzenie 1.7. (catkowanie przez podstawienie)

Zaktadamy, ze funkcja f : I — R jest ciagta na przedziale I, funkcja
¢ : J — I ma ciagla pochodna na przedziale J. Niech x = (). Wowczas

[ r@do= [ o) war

Przyktady 9.4.



2. Catkowanie niektorych klas funkcji.
2.1. Catkowanie funkcji wymiernych.

Definicja 2.1. (funkcji wymiernej wlasciwej)

Funkcje wymierng W (z) = 22 nazywamy wta$ciwg, jezeli n < m.
Je WYy ! Qm(z)

Fakt 2.2.

Kazda funkcje wymierng niewtasciwg mozna zapisa¢ w postaci sumy wielomianu
i funkcji wymiernej wtasciwej.

Przyktad 9.5.
xl;g—‘rl — 1 _|_ ajx_—zl
Definicja 2.3. (utamkéw prostych)
Funkcje wymierng wtasciwa postaci
A

(z +a)"
gdzie n € N, A,a € R nazywamy utamkiem prostym I-go rodzaju.
Funkcje wymierng wtasciwa postaci

Bx + ¢
(22 + px + )"’

gdzien € N, p,q, B,C € R, przy czym A = p? —4q < 0 nazywamy ulamkiem
prostym II-go rodzaju.



Fakt 2.4. (rozktad funkcji wymiernej na utamki proste)
Kazda funkcja wymierna wtasciwa jest suma utamkow prostych. Funkcja
wymierna witasciwa postaci
P(z)
an(x — x1)M (2 — xo)P2(x — ) (22 + pre + @) (22 + pox + qo)2... (22 + psx + q5 )l

jest suma kq + ko + ... + k, utamkoéw prostych I-go rodzaju oraz [ + 1o+ ... + [,
utamkoéw prostych II-go rodzaju, przy czym
- czynnikowi (z — ;)% odpowiada suma k; utamkéw prostych I-go rodzaju

postaci
An A A,
- ot —
2 (x — xy)ki

r—ux; (r—ux;)
- czynnikowi (2% + pjT + qj)lj odpowiada suma [; utamkow prostych II-go

1< <r;

rodzaju postaci

Bﬂx + le B]QJ? + ng lejx + lej

+ cen ) 1 S ' S 87
v+ pje+qp (22 piz 4 g;)? (42 + pjz + ¢;)" /
gdzie A;, Ajo, "'7Aik¢7 le, ng, ey lej, le, ng, vy lej € R.
Przyktad 9.6.
x+1 —A+B+C+ D N E n F +ax—|—b+ cr +d
wr—5)2r — (@2 +4)2 o 22 23 v-5 (x—5)?2 x—1 22+4 (22+4)2

W celu znalezienia wspotczynnikéw A, B,C'D, E, F, a, b, ¢, d nalezy pomnozy¢
powyzsza réwnoéé przez mianownik z3(x — 5)%(x — 1)(2? + 4)%. Otrzymamy
rownos¢ dwoch wielomianow. Poréwnujac wspotczynniki przy odpowiednich
potegach zmiennej x po obu stronach tej réwnosci, dostaniemy uktad warunkéw,
z ktorego wyznaczymy szukane wspotczynniki.



Algorytm caltkowania funkcji wymiernych.

(Krok 1.) Funkcje wymierna niewtasciwg zapisujemy w postaci sumy wielomianu
i funkcji wymiernej wlasciwe;j.

(Krok 2.) Mianownik funkcji wymiernej wlasciwej rozktadamy na czynniki
liniowe & — x; oraz kwadratowe 2% + px + ¢, gdzie A = p? — 4q < 0.

(Krok 3.) Rozktadamy funkcje wymierna wtasciwa na utamki proste.

(Krok 4.) Obliczamy catki z utamkéw prostych korzystajac m.in. z ponizszych
WZOrow:

(1.1) [-Ade=Aln|z+a|+C,

A A

(12)fx+a dr = — o ¢ n 22

(]. 3) f ,’E2+CL2 dSC — (n 1)0,2(.324-&2)” 1 + ( :)))ag f (x2+6(il$2)n_1 dZC, a > O, n Z 2
Bxz+C B 22+C B dx

(1.4) J fEQJrPLq dz = f w2+p;+q dz + (O B TP) IW'

Catke

20 + C
5 ndx
(22 4+ px + q)

obliczamy przez podstwienie

? 4+ pr+q="t.

/ dx
(22 + px + q)"

obliczamy przez sprowadzenie tréjmianu kwadratowego z2 +px + ¢ do postaci

kanoniczne;j
2
g
(x + 5 + (q 4> ;

a nastepnie stosujemy podstawienie

Catke

s

t -
x-|-2

i wykorzystujemy wzoér rekurencyjny (1.3).

Przyktady 9.7.



2.2. Wybrane calki z funkcji trygonometrycznych.

(2.1) [sin(azr)dr = —1cosaz + C,
(2.2) [cos(az)ds = Lsinaz + C,
(2.3) [sin’zdr =4z — 1sin2z + C,

(2.4) [cos’zdx = 5z + ysin2z + C,

(2.5) [sin"zdr = —Lsin" 'wcosz+ L [sin" *wdr, n€N,
(2.6) [cos"zdr = Lcos" twsine + 21 [cos" 2xdr, n€N,
(2.7) [tg"xwde = L tg" e — [tg" Pade, n>2,

(2.8) [ctg"wde = ——5tg" tx — [ctg" Pwdr, n> 2.
Calki postaci
/ sin ax cos bx dz, / sin az sin bz dx, / cos ax cos bx dx,

obliczamy stosujac tozsamosci trygonometryczne

sin ax cos bx = §[sin(a + b)x + sin(a — b)x],

1
sin ax sin bx = §[cos(a — b)x — cos(a + b)x],
cos ax cos br = 5[008(@ + b)x 4 cos(a — b)z].

Catke postaci
/ R(sinx, cosx, tgx) dx,

gdzie R dowolna funkcja, mozna obliczy¢ stosujac podstawienie

Wtedy

2du ) 2u 1 — u? 2u
sinx =

dr = =2 S
o 14 u?’ 1+ u?’ 1+ u?’




Calke postaci

/ R(sin’ x, cos® x, sin x cos x) dx,
gdzie R dowolna funkcja, mozna obliczy¢ stosujac podstawienie
u=tgx.
Wtedy

du . 9 u? 5 1 . u
dt = —, sinz=-—5, cos"s=—>, sinzcosz= 5
I+u I+u I+u I+u

Przyklady 9.8.




2.3. Wybrane calki z funkcji z niewymiernosciami.

(31)f —dv =In|z +Va? +k[+C, keR;

(3.2)f\/k2f7dx:arcsin%+0, k > 0;

(3.3)f§%dx:2m+0,

(34)f\/ﬂda:— arcsin ¥ + L2 =224+ C, k>0;
(35)]\%27 =& Carcsin® — Lk — 22+ C, k> 0;

(3.6) [Va2+kdr=2Val+k+ 5|z +Val+k|++C, kER;
(3.7) [ de =5V +k— S|z + Ve + k| ++C, keR.

Przyklady stosowanych podstawien przy obliczaniu calek z funkcji
Z niewymiernosciami:

3.8 du dr, podstawienie : t = ——;
(z—a)"Vazx?+bz+c T—a
(3.9) [

dr, podstawienie : \/px? + q = t;

(3.10) [ R(z,vaz?+bx +c)dzx, podstawienia Eulera:

(ax?+D) \/pazQ +q

(1) a >0 = podstawiamy Vax? + bx + ¢ =t — y/ax lub Vaz? + bx + ¢ =
t+ vax;

(2) ¢ >0 = podstawiamy vax? + bx + ¢ = tx — \/c lub Vaz? +bx +c =
tr +/c;

(3) A =b*—4ac >0 = podstawiamy vaz? + bx + ¢ = y/a(z — z1)(x — x9) :=
t(r — 1)
lub Vax? + bz + ¢ := t(z — x9),

gdzie z1, xo sa pierwiastkami trojmianu kwadratowego az? + bx + c.

10



(3.11) [2™(b+ ax")? dx, gdzie m,n,p € Q,

(1) p€e Z = podstawiamy = = t", gdzie r wsp6lny mianownik utamkéw
m1n;

(2) mTH € Z = podstawiamy b+ az" = t°, gdzie s mianownik utamka p;

(3) ®lypec Z = podstawiamy b+ax™" = t*, gdzie s mianownik utamka

n

p.

Przyktady 9.9.
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3. Catka oznaczona.

3.1. Definicja calki oznaczonej.

Niech f bedzie funkcjg okreslona i ograniczong w przedziale [a, b].

Definicja 3.1.
Podziatem przedziatu [a, b] nazywamy zbiér punktow
D= {x()) L1y eney xn}

takich, ze
a=xp<x1<..<x, =0

Oznaczamy:
o Az, =[x 1,7, i=1,2,...,n
o |Az;| = x; — x;_1 - dhugosdé przedziatu Az,
e §(p) = maxj<i<, |Ax;| - Srednica podziatu p
e ¢; € [x;_1,x;] - punkt posredni z przedziatu Az;

o S(p) =2 iu) fla) |Azi| = f(er)(w1—m0)+f(c2)(ma—21)+.. .+ fCn) (0 —

T,_1) - suma posrednia Riemanna funkcji f odpowiadajaca podzialowi
.

Wezmy teraz ciag {py} podziatéw przedziatu [a, b]. Ciagowi temu odpowiadaja
wtedy ciag Srednic oy = 0(py) oraz ciagg sum posrednich Sy = S(py)

Definicja 3.2.

Ciag {pr} podzialéw przedziatu [a, b] nazywamy normalnym, jesli

lim (Sk = 0.

k—oo

12



Definicja 3.3.

Jezeli dla kazdego normalnego ciagu {py} podzialéw przedziatu [a, b] odpowiadajacy
mu ciag sum posrednich S, = S(py) jest zbiezny zawsze do tej samej granicy
niezaleznie od doboru punktéw posrednich, to granice te nazywamy catkg
oznaczong (w sensie Riemanna) funkcji f na przedziale [a,b] i oznaczamy

symbolem
b

O funkcji f mowimy wtedy, ze jest catkowalna w sensie Riemanna.

Twierdzenie 3.4.

Funkcja ciagta na przedziale [a, b] jest na tym przedziale catkowalna w sensie
Riemanna.

Twierdzenie 3.5.

Jezeli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b] 1 ma na tym przedziale
skonczong ilo$¢ punktéw niecigglosci I-go rodzaju, to f jest na tym przedziale
catkowalna w sensie Riemanna.

13



3.2. Interpretacja geometryczna i fizyczna calki oznaczonej.

A. Interpretacja geometryczna.

Jezeli f(z) > 0 dla = € [a,b], to f;f(x) dx przedstawia pole figury D
ograniczonej osia Oz, wykresem funkcji f oraz prostymi z = a i x = b,
tj.

o= [ e d.

B. Interpretacja fizyczna.

e Droga przebyta w ruchu zmiennym.

Niech punkt materialny porusza si¢ po ptaszczyznie lub w przestrzeni
ze zmienng predkoscig v(t) = |U(t)|. Woéwcezas droga przebyta przez ten
punkt w przedziale czasowym [t1,t5] wyraza sie wzorem

ta
L= / o(t) dt.
tq

e Praca wykonana przez zmienng site.

Zakladamy, ze réwnolegle do osi Oz dziala zmienna sita F(z) = |F(z)].
Woéwezas praca wykonana przez te site od punktu = a do punktu z = b
wyraza sie wzorem

W:/abF(x)dx.

14



3.3. Wlasnosci calki oznaczonej.

Twierdzenie 3.6. (wzor Newtona-Leibniza)

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b], to

b
|ty =F(e) - Fla)
gdzie F' oznacza dowolng funkcje pierwotna funkcji f na tym przedziale.

Przyktad 9.10.

Twierdzenie 3.7. (o calkowaniu przez czesci)

Zaktadamy, ze funkcje f i g maja ciagte pochodne na przedziale [a, b]. Wowczas

[ 1)@ de = (@) 9@~ [ @) gla)da,

gdzie

Przyktad 9.11.

Twierdzenie 3.8. (o catkowaniu przez podstawienie)

Jezeli spelnione s warunki

(i) ¢ : [, 8] = [a,8] i ¢ € C'([ev, B)),
(ii) p(a) =aip(F) =01,

(iii) f € C([a,]),

to

b B
/ f(x) dr = / Fo(t)) - (1) dt.

Przyktad 9.12.

15



Twierdzenie 3.9.

Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na przedziale [a, b], to funkcje f+g, f — g,
cf, gdzie c € R, f - g sa catkowalne na [a, b]. Ponadto

(i) f;(f(a:) +g(x))dx = f; f(z)dx + fabg(x) dx
(i) [, (f(2) = g(x) de = [} f(2)de — [ g(z) da
(iii) fabcf(a:) dr =c f; f(z)dx

Przyktad 9.13.

Twierdzenie 3.10.

Jezeli funkcja f jest calkowalna na przedziale [a,b] i ¢ € (a,b), to f jest
catkowalna na [a, c| i [c, b] oraz

/f m—/f m+/f

Twierdzenie 3.11.
Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na przedziale [a, b] oraz dla kazdego = € [a, 0]

spetiaja nierownosc

to

16



Twierdzenie 3.12. (o wartosci éredniej dla catek)

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b], to istnieje taki punkt ¢ € (a,b),
ze

[ ra)ds =50 0~ a)

Definicja 3.13.
Liczbe

1 b
el R

nazywamy wartoscig srednig funkcji f na przedziale [a, b].

Fakt 3.14.

. fabf(a:) dz = — [ f(z)dx

o JCf()dz =0

e Jedli funkcja f jest nieparzysta, to ffa f(x)dx = 0.

o Jedli funkcja f jest parzysta, to [© f(z)de =2 [J f(z)dz.

17



3.4. Zastosowania catek oznaczonych.

3.4.1. Przyklady zastosowan calek oznaczonych w geometrii.

A. Obliczanie pdl figur ptlaskich.

1. Zakladamy, ze f jest funkcja ciagla i nieujemna na przedziale [a, b].

Pole obszaru

D={(z,y)eR?:a<z<b A 0<y<f(z)}

D= [

2. Zaktadamy, ze funkcje f i g sa ciagle na przedziale [a, b] i spelniaja nieréwnosé
f(z) < g(z) dla z € [a,b)].

Pole obszaru

wyraza sie wzorem

D={(z,y) e R®:a<z<b A f(z) <y<g(r)}

wyraza sie wzorem

b
D| = / 9() — f(2)] de.

3. Zaktadamy, ze funkcje z = f(y) i © = g(y) sa ciagte na przedziale [c, d] i
spelniaja nieréwnosé f(y) < ¢g(y) dla y € [c, d].

Pole obszaru
D={(z,y) eR*: fly) <z <g(y) N c<y<d}

wyraza si¢ wzorem

18



4. Niech (¢, r) oznaczaja wspotrzedne biegunowe punktu (z,y), tzn.

T =7Ccosp, Yy =rsiny.

Pole obszaru S ograniczonego krzywa zadang réwnaniem we wspotrzednych
biegunowych r = f(p) oraz prostymi ¢ = «, ¢ = 3 wyraza sie wzorem

g
sI=3 | e

Przyktad 9.14.

B. Obliczanie dlugosci tuku krzywej.

1. Zakladamy, ze funkcja f ma ciaglta pochodna na przedziale [a, b].
Dtugos¢ tuku krzywej

F={(z,y) eR?:a<a<bAy=f(z)}

wyraza sie wzorem

2. Zaktladamy, ze funkcje z = z(t) i y = y(f) maja ciagte pochodne na
przedziale [a, (].

Dtugos¢ tuku krzywej zadanej réwnaniami parametrycznymi

I'={(z,y) € RB* : x=a(t), y = y(t), t € [, 8]},

wyraza sie wzorem

| = /wx T Rt

Przyktad 9.15.
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C. Obliczanie objetosci bryly obrotowej.

1. Zakladamy, ze funkcja f jest ciagla i nieujemna na przedziale [a, b].

Objetos¢ bryty obrotowej V' powstatej przez obrét wykresu funkcji f wokot
osi Oz dla z € [a, b] wyraza sie wzorem

b
V= / (@) de

2. Zakladamy, ze funkcja f jest ciagla i nieujemna na przedziale [a,b] oraz
a> 0.

Objetos¢ bryty obrotowej V powstatej przez obrot wykresu funkcji f wokoét
osi Oy dla z € [a, b] wyraza sie wzorem

b
V| :27r/ xf(z)de.

a

D. Obliczanie pola powierzchni bryly obrotowej.

1. Zaktadamy, ze funkcja f jest nieujemna i ma ciggta pochodng na przedziale

[a, b].

Pole powierzchni Y bryty obrotowej powstatej przez obrot wykresu funkcji f
wokoé!t osi Oz dla « € [a, b] wyraza si¢ wzorem

b
S =2n [ f@)V/TF PP

2. Zaktadamy, ze funkcja f jest nieujemna i ma ciggta pochodna na przedziale
la, b] oraz a > 0.

Pole powierzchni Y bryty obrotowej powstatej przez obréot wykresu funkceji f
wokot osi Oy dla z € [a, b] wyraza sie wzorem

12| = 27T/ z\/ 1+ [f'(x)]? du.

Przyktad 9.16.
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3.4.2. Przyklady zastosowan calek oznaczonych w fizyce.
A. Obliczanie dlugosci drogi w ruchu zmiennym.

Dtugosé drogi przebytej przez punkt materialny poruszajacy sie ze zmienng
predkoscia v(t) w przedziale czasowym [t1,t5] wyraza sie wzorem:

ta
L:/ v(t) dt.
51

B. Obliczanie pracy wykonanej przez zmienng sile.

Praca wykonana przez zmienna site F'(z) réwnoleglta do osi Oz na odcinku
od punktu z = a do punktu x = b wyraza si¢ wzorem:

W= /abF(a:) da.

21



3.4.3. Przykltady zastosowan catek oznaczonych do obliczania wielkoSci
mechanicznych.

A. Wyznaczanie momentéw statycznych, momentéw bezwladnosci
i Srodka ciezkosci figury plaskiej.

Zakladamy, ze f jest funkcja ciagta i nieujemna na przedziale [a, b]. Oznaczamy
A= (a, f(a)), A = (a,0), B= (b, f(b)), B = (b,0).
Rozwazamy figure ptaskag AA'B’'B ograniczong krzywa AB bedacg wykresem

funkcji y = f(z) dla x € [a, b, odcinkiem A’B’ osi Ox oraz prostymi x = a i
x = b, tj.

AAB'B={(z,y) €R* :a<z<b A 0<y<f(z)}

Zatozmy, ze masa jest roztozona na tej figurze réwnomiernie, tak ze gestosc
powierzchniowa p (tj. masa przypadajaca na jednostke pola) jest stala.

(1) Moment statyczny M, figury AA’B'B wzgledem osi Ox wyraza sie wzorem:

M= 50 [ @) de

(2) Moment statyczny M, figury AA'B’'B wzgledem osi Oy wyraza sie wzorem:

b
M, = p/ zf(x)d.
(3) Wspbdtrzedne érodka ciezkosci (€, n) figury AA’ B’ B wyrazaja sie wzorami:

Jyaf@dz LU
S, (@) de

TR
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(4) Moment bezwtadnosci I, figury AA'B'B wzgledem osi Ox wyraza sie
WZOTem:

L= | ) ds

B. Wyznaczanie momentéw bezwladnosci i Srodka ciezkosci bryty
obrotowej.

Niech V' bedzie bryta obrotows powstalg przez obrét figury plaskiej AA’B'B
wokot osi Ox. Zaktadamy, ze gestoSC przestrzenna o (tj. masa przypadajaca
na jednostke objetosci) jest stata.

(1) Moment bezwtadnosci I, bryty V wzgledem osi Ox wyraza sie wzorem:
1 b
I, = §7m/ [f(2)]* da.

(2) Srodek ciezkosci (€,7) bryty V lezy na osi Oz i ma wspéhrzedne :

Sy alf @) de
L) 1f (@) da

: n=0.
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C. Wyznaczanie momentow statycznych, momentéw bezwladnosci
i Srodka ciezkosci tuku krzywej.

Zaktadamy, ze funkcja f ma cigglyg pochodng i jest nieujemna na przedziale
a, b].
Rozwazamy tuk AB krzywej y = f(z) dla x € [a, b], tj.

AB={(z,y) e R* :a<2<b A y= f(z)}.

Zaktadamy, ze gestosé liniowa A (tj. masa przypadajaca na jednostke dhugosci)
jest stata.

(1) Moment bezwtadnosci I, tuku krzywej AB wzgledem osi Ox wyraza sie
wzorem:

b
L= [ f@PVIT @l ds
(2) Srodek ciezkosci (€,n) tuku krzywej AB ma wspohrzedne :

e = VI ) de _ L@V PP dr

T PR VI @Pde

(3) Moment statyczny M, tuku krzywej AB wzgledem osi 0z wyraza sie
WZOTem:

M, — >\/ F@)VI T [F @) da.
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4. Calka niewlasciwa.

Definicja 4.1.

Powiemy, ze x jest osobliwoscig funkcji f, jesli g = oo albo zy jest
skonczone i lim,_,,, f(x) = £o0.

Zalézmy, ze x( jest osobliwoscig funkeji f i dla kazdego § € [a,x() istnieje
catka ff f(z)dz.

Definicja 4.2.

Jezeli istnieje granica
s
lim f(x)dx,

B—zy Ja

to granice te nazywamy calkqg niewlasciwg funkcji f w przedziale [a, zg] i

/ " fa)dr,

To 3
/ f(z)dx := lim f(x)da.

ﬁ—mo_ a

oznaczamy

czyli

Podobnie definiujemy calke niewtasciwg, jesli dolna granica catkowania jest
osobliwo$cia funkcji f, tzn.

b b
/ f(@)dz = lim [ f(z)dz.

a—I o

Przyktad 9.17.

Obliczymy: (a) flooéda:, (b) fol\%da:.
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Uwaga.

Jezeli catka niewtasciwa istnieje i jest skonczona, tzn. istnieje granica wtasciwa
wystepujaca w definicji, to mowimy, ze catka niewtasciwa funkcji f jest zbiezna,
na [a, xo] badz [z, b]. Jesli ta granica jest niewlasciwa oo albo —oo, to méwimy,
ze catka jest rozbiezna do oo albo —oo odpowiednio.

Definicja 4.3.

Niech funkcja f bedzie okreslona na prostej (—oo, 00). Definiujemy

/_Zf(x)dx = /_;f(af)dwr/aoof(x)dx,

gdzie a jest dowolna liczbg z R.

Przyktad 9.18.
Obliczymy: ffooo e 3% dx.

26



