Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

(1) [0dz=C, z€R;

(2) [a"de=2""+C, neNU{0}, z€R;

n+1

(3) [arde =20 +C, pe{-2,-3,-4,..}, z¢€R\{0}

+1

(4) fx"‘dm:“;;leC, a € R\ Z, zakres zmiennodci x zalezy od wartosci «;
(5) [Ldz=Inlz|+C, zeR\{0}

(6) [a"de=2+C, 0<a#l, z€R;

(7) [e*de=e"+C, z€R;

(8) [sinxzdr=—cosz+C, xz€R;

(9) [coszdr =sinz+C, z€R;

(10) [Hdr=—ctgx+C, z€ (kmm+km), keZ;

sin? z

(11) [ S-do=tga+C, we(-5+km i+km), keZ;
(12) [z dr=arctgz +C, z€R;

(13) fﬁdm =arcsinz +C, x¢€(—1,1).



Liniowos$¢ calki oznaczonej
Zaktadamy, Ze funkcje f i g majq funkcje pierwotne, ¢ € R. Woéwczas
[ 1@+ g@yde= [ s@)de+ [ ot ds
/cf(a:)) dr = c/f(x) dx.

Wzér na calkowanie przez czesci

Zaktadamy, ze funkcje f i g majq ciggle pochodne. Wowczas

[ 1@ g@de = )90~ [ 1) glo)

W2z6ér na catlkowanie przez podstawienie

Zaktadamy, Ze funkcja f : I — R jest ciggla na przedziale I, funkcja @ : J — I ma cigglg
pochodng na przedziale J. Wowczas

[ t@de= [ o) ar

A) | ];((f)) dr =n|f(z)| + C;

(B) f%d;ﬂ =2/f(z) +C.



1. Caltkowanie funkcji wymiernych.

Def. (funkcji wymiernej wtasciwej)

Py, ()
Qn ()

Funkcje wymierng W(x) = nazywamy wiasciwg, jezeli n < m.

Fakt.

Kazdg funkcje wymierng niewla$ciwg mozna zapisaé w postaci sumy wielomianu i funkcyi
wymiernej wlasciwe.

Def. (utamkow prostych)

Funkcje wymierng wlasciwg postaci ﬁ, gdzien € N, A,a € R nazywamy utamkiem

prostym I-go rodzaju.

Bz+c
(z2+pz+q)™’
A = p* — 4q < 0 nazywamy utamkiem prostym Il-go rodzaju.

Funkcje wymierng wiasciwg postaci gdzie n € N, p,q,B,C € R, przy czym
Fakt. (rozklad funkcji wymiernej na utamki proste)

Kazda funkcja wymierna wlasciwa jest sumq utamkow prostych. Funkcja wymierna wlasciwa
postaci

P(x)
an(x — )M (2 — z0)*2. (2 — 2p)Fr (22 + pro + q1)1 (22 + pax + q2)2... (22 + psx + ¢s)bs

jest suma ki + ko + ... + k, utamkoéw prostych I-go rodzaju oraz Iy + Iy + ... + [, utamkow
prostych II-go rodzaju, przy czym
- czynnikowi (z — z;)% odpowiada suma k; utamkéw prostych I-go rodzaju postaci

An A A, :
T o <<y
r—x  (v—x;)? (€ — x;)ki

- czynnikowi (22 + p;x + ¢;)¥ odpowiada suma [; utamkéw prostych II-go rodzaju postaci

lel’ + le + ng% —+ CjQ _ lejZC + lej | < ] <4
v 4pirtq (2 +piw+g)? (@2 +pa g’ 7T
gdzie AibAiZa ceny Aik’ia le, ng, ceny lej’ le, Cj2> ceny Cﬂj c R.
Przyktad
x+1 A B (C D E F axr +b cr+d

:;+P+E+x—5+(x—5)2+x—1+x2+4+(x2+4)2

x3(x —5)%(x — 1)(2? +4)?
W celu znalezienia wspétczynnikow A, B, C'D, E, F, a, b, ¢, d nalezy pomnozy¢ powyzsza réwnosé
przez mianownik z3(z — 5)*(z — 1)(2? + 4)%. Otrzymamy réwnos¢ dwdch wielomian6w.
Poréwnujac wspotezynniki przy odpowiednich potegach zmiennej x po obu stronach tej
rownosci, dostaniemy uktad warunkéw, z ktérego wyznaczymy szukane wspotezynniki.



Algorytm caltkowania funkcji wymiernych.

(Krok 1.) Funkcje wymierna niewlasciwa zapisujemy w postaci sumy wielomianu i funkeji
wymiernej wtasciwej.

(Krok 2.) Mianownik funkcji wymiernej wtasciwej rozkladamy na czynniki liniowe = — x;
oraz kwadratowe x2 + px + ¢, gdzie A = p? — 4q < 0.

(Krok 3.) Rozkladamy funkcje wymierna wlasciwa na utamki proste.

(Krok 4.) Obliczamy calki z utamkéw prostych korzystajac m.in. z ponizszych wzordw:

A —
(1.1) [ de=Aln|z+a|+C,
A —
(1.2) fmdx——WJrc n2z2

(13)fx2a2 2n1a2x2a2”1+ inlgazfzzaznl Z, G>O,n22.
(x?+ (n—1)a?(z*+a?) ) (22 +a?)




2. Wybrane catki z funkcji trygonometrycznych.

(2.1) [sin(az)dz = —<cos(ax) +C, a#0,
(2.2) [cos(ax)dr = Lsin(az) +C, a#0,
(2.3) [sin*zder =iz — 1sin2z+C,
(2.4) [cos?zdr =iz + isin2z+C,
(2.5) [sin"zdr =—Lsin"'zcosz+ =L [sin" Pwdr, neN,
(2.6) [cos"wdr = +cos" tasinz + 2= [cos"?xdr, neN,
(2.7) [tg"wdr = tg" e — [tg" Pwdr, n>2,
(2.8) [ctg"wdr =—tg" e — [etg" Pady, n>2.
Calki postaci
/ sin ax cos bx dzx, / sin ax sin bx dzx, / cos ax cos bx dx,

obliczamy stosujac tozsamosci trygonometryczne

1

sin ax cos bx = i[sin(a + b)x + sin(a — b)z],
1

sin ax sin bx = E[COS(CL —b)x — cos(a + b)z],
1

cos ax cos br = i[cos(a + b)x + cos(a — b)x].

Catke postaci
/ R(sinz, cosx,tgx) dz,

gdzie R dowolna funkcja, mozna obliczy¢ stosujac podstawienie

te T
u=tg—.
9
Wtedy
p 2du , 2u 1 —u? ‘ 2u
r=-——>, sinr=-— CoOST = —— x = .
1+ u?’ 1+ u?’ 1+ u?’ & 1—wu?
Calke postaci
/ R(sin? z, cos® z, sin = cos ) dx,
gdzie R dowolna funkcja, mozna obliczy¢ stosujac podstawienie
u=tgux.
Wtedy
p du 5 u? ) 1 , u
r=-—-7" sin“er = ——, cos“x=-——, sinzcosx = .
1+ u?’ 14 u? 14 u? 14 u?




3. Wybrane catki z funkcji z niewymierno$ciami.

(3.1) f\/gﬁdazzln|x+\/x27—i%|+0, k € R;

(3.2) f\/k‘;—fiﬁd:v:arcsin%%—a k> 0;

(3:3) [ 5 de = 2V/F(@) + €,

(3.4) f\/de:%Qarcsin%+§m+C, k> 0;
(35)f\/k27d —k—arc& 22k —22+C, k>0

(3.6) [Va2+kdr=2Va2+k+ Lz +Va2+k|+C, k€ R;
(3.7) [ Amde =5V +k -tz + Va2 + k| +C, keR.

Przyktlady stosowanych podstawien przy obliczaniu catek z funkcji z niewymiernosciami:

(3.8) [ E— \/M2+b$+c dz, podstawienie : ¢ = —1-;

o’

(3.9) [ (ax2+b)\/m dr, podstawienie : \/pz? + q = ta;

(3.10) [ R(z,vaz? + bz +c)dx, podstawienia Eulera:

(1) a >0 = podstawiamy vaz? + bx + ¢ = t — \/ax lub Vaa? + bxr + ¢ = t + \/ax;

(2) ¢>0 = podstawiamy vaz? + bz + ¢ = tr — \/c lub Vax? + bx + ¢ = tz + \/c;

(3) A=0*—4ac > 0= podstawiamy vVar? + bz + c = \/a(z — z,)(z — 12) := t(z — 1)

lub vax? + bz + ¢ := t(x — x3),

gdzie x1, T5 sa pierwiastkami tréjmianu kwadratowego ax? + bz + c.

(3.11) [z™(b+ ax™)Pdx, gdzie m,n,p € Q,
(1) pe Z = podstawiamy x = t", gdzie r wsp6lny mianownik utamkoéw m i n;
(2) m“ € Z = podstawiamy b+ az™ = t*, gdzie s mianownik utamka p;

(3) mT“ +1€Z = podstawiamy b+ ax™" = t*, gdzie s mianownik utamka p.



