3.4. Zastosowania calek oznaczonych.
3.4.1. Przyklady zastosowan calek oznaczonych w geometrii.

A. Obliczanie pdl figur plaskich.

1. Zaktadamy, ze f jest funkcja ciagta i nieujemna na przedziale [a, b].

Pole obszaru
D={(z,y) eR* :a<z<b A 0<y<f(r)}

wyraza sie wzorem

D| = / () do.

2. Zakladamy, ze funkcje f i g sa ciagle na przedziale [a, b] i spetniaja nier6wnosé f(x) < g(z)
dla z € [a, b].

Pole obszaru
D={(z,y) €R* :a<2<b A f(z)<y<g(x)

wyraza sie wzorem

DI = [ lg(o) - f@))de

3. Zakladamy, ze funkcje z = f(y) i * = g(y) sa ciagle na przedziale [c,d] i spelniaja
nierownos¢ f(y) < g(y) dlay € [c,d].

Pole obszaru
D={(z,y) € R* : f(y) <z <g(y) A c<y<d}

wyraza sie wzorem

b
D| = / l9(y) — £()] dy.

4. Niech (p,r) oznaczaja wspétrzedne biegunowe punktu (z,y), tzn.

T =TCcosp, Y =rsinep.

Pole obszaru S ograniczonego krzywa zadana rownaniem we wspotrzednych biegunowych
r = f(p) oraz prostymi ¢ = «, ¢ = [ wyraza si¢ wzorem

B
S1=3 | U de.



B. Obliczanie dlugosci tuku krzywej.

1. Zaktadamy, ze funkcja f ma ciagla pochodna na przedziale [a, b].
Dtugos¢ tuku krzywej

wyraza sie wzorem

2. Zakladamy, ze funkcje z = z(t) i y = y(t) maja ciagle pochodne na przedziale |«, (3].

Dtugos¢ tuku krzywej zadanej réwnaniami parametrycznymi

I'={(z,y) € B : v =a(t), y=y(t), t € [a,f]}.

wyraza si¢ wzorem
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C. Obliczanie objetosci bryly obrotowej.

1. Zaktadamy, ze funkcja f jest ciagta i nieujemna na przedziale [a, b].

Objetos¢ bryly obrotowej V' powstatej przez obrot wykresu funkeji f wokot osi Ox dla x €
la, b] wyraza si¢ wzorem

|W=w/U@WMa

2. Zakladamy, ze funkcja f jest ciagta i nieujemna na przedziale [a,b] oraz a > 0.

Objetos¢ bryty obrotowej V' powstatej przez obrot wykresu funkeji f wokot osi Oy dla x €
la, b] wyraza si¢ wzorem

V| = 27r/ba:'f(:c) dx.



D. Obliczanie pola powierzchni bryly obrotowej.

1. Zaktadamy, ze funkcja f jest nieujemna i ma ciaglta pochodna na przedziale [a, b].

Pole powierzchni ¥ bryty obrotowej powstatej przez obrét wykresu funkeji f wokoét osi Ox
dla z € [a, b] wyraza si¢ wzorem

) = 2n / f@)VIT P @)E d.

2. Zakladamy, ze funkcja f jest nieujemna i ma ciagta pochodna na przedziale [a,b] oraz
a > 0.

Pole powierzchni ¥ bryty obrotowej powstatej przez obrot wykresu funkcji f wokot osi Oy
dla z € [a, b] wyraza si¢ wzorem

1X| = 27r/ zy/1+ [f'(x)]? d.

3.4.2. Przyktady zastosowan calek oznaczonych w fizyce.
A. Obliczanie dtugosci drogi w ruchu zmiennym.

Dlugosé drogi przebytej przez punkt materialny poruszajacy sie ze zmienng predkoscia v(t)
w przedziale czasowym [t1, to] wyraza si¢ wzorem:

L= /t2 v(t) dt.

t1

B. Obliczanie pracy wykonanej przez zmienng silte.

Praca wykonana przez zmienng site F'(x) rownolegta do osi Oz na odcinku od punktu z = a
do punktu x = b wyraza sie wzorem:

W:/abF(x)dx.



3.4.3. Przyktlady zastosowan calek oznaczonych do obliczania wielko$ci mechanicznych.

A. Wyznaczanie momentow statycznych, momentéw bezwladnosci i Srodka ciezkosci
figury ptaskiej.

Zaktadamy, ze f jest funkcja ciagla i nieujemna na przedziale [a, b]. Oznaczamy

A= (a, f(a)), A" = (a, 0), B = (b, f(b)), B = (,0).

Rozwazamy figure ptaska AA’B’'B ograniczong krzywa AB bedaca wykresem funkcji y =
f(z) dla z € [a,b], odcinkiem A’B’ osi Ox oraz prostymi x = a i x = b, tj.

AAB'B={(z,y) € R :a<2<b A 0<y< f(z)}

Zat6ézmy, ze masa jest roztozona na tej figurze rownomiernie, tak ze gesto$¢ powierzchniowa
p (tj. masa przypadajaca na jednostke pola) jest stala.

(1) Moment statyczny M, figury AA’B’'B wzgledem osi 0x wyraza sie wzorem:

M, =50 [ )P ds

(2) Moment statyczny M, figury AA'B’'B wzgledem osi Oy wyraza si¢ wzorem:
b
M, = p/ zf(z)dx.

(3) Wspbhrzedne érodka ciezkosci (§,n) figury AA’B’B wyrazaja sie wzorami:

JPaf(x)de LY f ()] da

5 Ja 7 —=<cJa r 7.
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(4) Moment bezwtadnosci I, figury AA’B’'B wzgledem osi 0z wyraza sie wzorem:

L= g0 [ @) e



B. Wyznaczanie momentéw bezwladnosci i $rodka ciezkosci bryly obrotowej.
Niech V' bedzie bryla obrotowa powstala przez obroét figury plaskiej AA’B’'B wokét osi Ox.
Zaktadamy, ze gestosé przestrzenna o (tj. masa przypadajaca na jednostke objetosci) jest

stala.

(1) Moment bezwtadnosci I, bryty V wzgledem osi Ox wyraza si¢ wzorem:

b
I, = §7T0/a [f(2)]* dz.

(2) Srodek ciezkosci (€,n) bryty V lezy na osi Oz i ma wspéhrzedne

Sy xlf (@) da

P rd

) n=0.

C. Wyznaczanie momentéw statycznych, momentéw bezwladnosci i sSrodka ciezkosci
tuku krzywej.

Zaktadamy, ze funkcja f ma ciagla pochodna i jest nieujemna na przedziale [a, b].
Rozwazamy tuk AB krzywej y = f(x) dla = € [a, b], tj.

AB={(z,y) e R* :a<2<b A y=f(x)}.
Zaktadamy, ze gestosé liniowa A (tj. masa przypadajaca na jednostke dtugosci) jest stata.

(1) Moment bezwtadnosci I, tuku krzywej AB wzgledem osi Ox wyraza sie wzorem:
b
L= [ f@PVI+ Pl ds

(2) Srodek ciezkosci (€,7) tuku krzywej AB ma wspotrzedne :

_ L eI @ de _ L@V @R

SN+ @) da ! 1PAH (@) da

§

(3) Moment statyczny M, tuku krzywej AB wzgledem osi Ox wyraza sie wzorem:

M, = )\/ fl@)\/1+[f'(2))? dx.



