2. Funkcje logiczne

2.1. Dwuelementowa algebra Boole’a

Nazwa algebra Boole’a pochodzi od nazwiska dziewigtnastowiecznego angielskiego filozofa
i matematyka, ktory zaproponowatl formalny sposob opisu praw logiki Arystotelesa. Dwuelementowa
algebra Boole’a jest sformalizowanym uogdlnieniem rachunku zdan [12]. Formalnie jest definiowana
jako system algebraiczny postaci

(B,+,, ,0,1), (2.1)
gdzie B = {0, 1} to zbidr elementow algebry, +, - sa symbolami dwuargumentowych operatorow

alternatywy i koniunkcji, — jest symbolem jednoargumentowej operacji negacji, a 0 i 1 to wyroéznione
state algebry.

Zaleznie od dziedziny zastosowan operator alternatywy jest rowniez oznaczany jako U, V, operator
koniunkcji jako N, A, a operator negacji symbolami ~, —. W informatyce powszechnie stosuje sg zapis
OR, AND, NOT. Definicje operatorow w algebrze Boole’a przedstawia tab. 2.1.

Tab. 2.1. Definicje operatoréow algebry Boole’a

alternatywa koniunkcja negacja
a b 2
a+b a*b a
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

Uwaga: podobnie jak symbol mnozenia, operator koniunkcji jest zwyczajowo pomijany
w zapisywanych wyrazeniach, stad: a - b = ab.

Dla dowolnych a, b, c € B spetnione sg ponizsze pary aksjomatéw, ktore w pelni charakteryzujg
wlasnosci algebry Boole’a:

e domknigcie

a+b€EB a-b€B, (2.2)
e przemiennos¢
a+b=b+a ab=b-a, (2.3)

e rozdzielnos$é
a+b-c=(a+b)-(a+c)

e istnienie elementu neutralnego
a+0=a al1=a, (2.5)

e istnienie dopehienia

Q

(b+c)=ab+a-c, (2.4)

Ql
I
o

a+a=1 a (2.6)
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Uzywajac powyzszych aksjomatow, mozna wyprowadzi¢ dodatkowe zaleznosci nazywane prawami
algebry Boole’a:

e prawo lacznosci

a+(b+c)=((@a+b)+c a-(b-c)y=(a-b)-c (2.7)
e prawo pochtaniania

at+a-b=a a-(a+b)=a, (2.8)
o prawa sklejania

(a+b)-(a+b)=a a-b+a-b=a, (2.9)
e prawa idempotentnos$ci

ata=a ara=a, (2.10)
e prawa de Morgana

a+b=a-b a-b=a+b, (2.11)
e prawa konsensusu

(a+b)-(@+c)y-(b+c)=(@@+b)-(@a+c), (212)

ab+a-c+bc=a-b+a-c
e prawa elementow neutralnych

a+1=1 a-0=0, (2.13)

0=1 1=0, (2.14)
e prawo podwdjnej negacji

a=a. (2.15)

2.2. Definicja funkcji logicznej

Funkcjg logiczng (boolowskq, przetgczajgcg) n zmiennych  f(xq, x5+, x,) nNazywane jest
odwzorowanie postaci:

f:X-B,
gdzie:B ={0,1}, X € B" =B XB X -+ X B.

Zgodnie z powyzsza definicja, funkcja logiczna przyporzadkowuje kazdemu elementowi z dziedziny
warto$¢ ze zbioru B, tzn. 0 lub 1. Dziedzing funkcji logicznej n zmiennych tworza wartosci nalezace do
n — elementowego iloczynu kartezjanskiego zbioru B, tzn. n — elementowe ciagi bedace kombinacjami
zerojedynkowymi.

Funkcje logiczng nazywamy zupeing, jezeli X = B™ = B X B X -+ X B, tzn. dziedzing funkc;ji jest
caly iloczyn kartezjanski, czyli jej wartosci sg okreslone dla wszystkich mozliwych n-elementowych
ciagow tworzacych dziedzing. W przypadku funkcji n zmiennych liczba mozliwych ciagéw
zerojedynkowych wynosi 2". Jezeli X < B™, tzn. dziedzing funkcji jest podzbiér iloczynu
kartezjanskiego, czyli jej wartosci sa okreslone tylko dla niektorych ze wszystkich mozliwych ciagow
n-elementowych, to funkcje nazywamy niezupetng lub nie w petni okresiong.

2.3. Reprezentacja funkcji logicznej

Jak pokazano w punkcie 1.2, sygnaty binarne, ktore sg szczegodlnie istotne we wspotczesnych uktadach
automatyki przemystowej, moga by¢ opisane przy pomocy funkcji logicznej. Waznym etapem
projektowania tego typu uktadéw jest odpowiedni opis funkcji reprezentujacych wszystkie
przetwarzane sygnaty. Mozna w tym celu wykorzysta¢ kilka sposobow reprezentacji funkcji logiczne;j.
Ponizej scharakteryzowano najcze$ciej stosowane metody: opis sfowny, tabela prawdy, wyrazenie
logiczne oraz schemat logiczny. Zapis za pomoca wyrazen logicznych jest przedstawiony ogolnie, ten
sposob reprezentacji funkcji zostanie omowiony szczegoétowo w kolejnych dwoch punktach.
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Opis stowny

Metoda ta przedstawia dzialanie funkcji w formie opisu okreslajacego jakie wartosci sa
przyporzadkowywane poszczegélnym elementom z dziedziny. Jest najmniej precyzyjna forma
reprezentacji funkcji logicznej, jednak w przypadku projektowania uktadu automatyki od podstaw
sporzadzenie opisu stownego stanowi zazwyczaj pierwszy etap prac. Ta forma reprezentacji nie narzuca
zadnych formalnych regut, nalezy jednak postara¢ si¢ o zachowanie precyzji wypowiedzi i uwzglednic¢
wszystkie aspekty funkcjonowania uktadu, uwzgledniajac wszystkie sygnaly, ktore beda w nim
przetwarzane.

Tabela prawdy

W tej metodzie dziatanie funkcji logicznej n zmiennych jest przedstawiane w postaci tabeli, ktora
okresla wartos¢ funkcji dla kazdego mozliwego n-elementowego ciggu z dziedziny. Tabela sktada si¢
z (n+ 1) kolumn oraz (2™ + 1) wierszy. Pierwsze n kolumn zawiera warto$ci zmiennych, a kolumna
ostatnia warto$ci funkcji. Pierwszy wiersz jest nagtowkiem tabeli 1 opisuje zmienne, kolejne wiersze
zawierajg ciagi zerojedynkowe z dziedziny oraz wartosci funkcji, ktore sg przyporzadkowane do danych
ciggéw. W podreczniku przyjeto zasade opisu wierszy zgodnie z naturalnym kodem dwojkowym.
W odréznieniu od opisu stownego, tabela prawdy dostarcza jednoznaczng reprezentacje funkcji
logicznej. W przypadku projektowania uktadéow automatyki przygotowanie tabeli stanowi zazwyczaj
drugi etap prac, w ktorym ewentualne niejednoznacznosci zawarte w opisie stownym sg eliminowane.

Wyrazenie logiczne

Do zwartego opisu funkcji logicznej wykorzystywane sg wyrazenia zapisane za pomocg operatorow
algebry Boole’a (zob. p. 2.1). Ta forma reprezentacji funkcji jest szczegolnie istotna w przypadku
projektowania uktadow automatyki, poniewaz stanowi wstep do ich praktycznej realizacji. Dla prostych
funkcji, opisanych na niewielkiej liczbie zmiennych, wyrazenie logiczne moze by¢ zapisane po analizie
opisu tekstowego lub zawartosci tabeli prawdy. W ogdélnym przypadku taka operacja wymaga
zastosowania systematycznego podejécia, ktorego szczegdly zostang przedstawione w kolejnych
punktach.

Schematy logiczne

Przypisujac poszczegdlnym operacjom logicznym pewne symbole graficzne, mozna przedstawic
funkcje w postaci schematu, ktéry stanowi alternatywe dla wyrazenia logicznego. Symbole
wprowadzane przez normy: DIN 40700 oraz  IEEE Std 91/91a-1991 zostaly przedstawione
odpowiednio w tab. 2.2 i 2.3.

Tab. 2.2. Symbole normy DIN 40700

negacja negacja
koniunkcji alternatywy

NS S
RO e I = S

Uwaga: Zgodnie z norma DIN 40700 wejscia i wyjscia blokow realizujacych operacje logiczne moga
by¢ negowane poprzez wprowadzanie symbolu ,,»”.

koniunkcja alternatywa negacja
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Tab. 2.3. Symbole normy IEEE Std 91/91a-1991

. . . negacja negacja
koniunkcja alternatywa negacja konigunlicji alter?\atilw y
I I B, P S e Y
& >1 —
— 11— &= =1
— 1 RSN &

Uwaga: Zgodnie z norma IEEE Std 91/91a-1991 wejécia i wyjscia blokéw moga by¢ negowane poprzez

wprowadzanie symboli: ,,0” i ,,5”.
Przyktad

Funkcja logiczna trzech zmiennych f(a, b, ¢) przyjmuje wartos¢ 1, gdy zmienna a ma wartos¢ 1 i co
najmniej jedna z dwoch pozostatych zmiennych ma warto§¢ 0. W pozostatych przypadkach funkcja

przyjmuje wartos¢ 0.

Z analizy opisu stownego wynika, ze f jest funkcja zupelng (jej wartosci sg okreslone dla wszystkich
ciggow z dziedziny) i przyjmuje warto$¢ 1 dla trzech kombinacji zmiennych a, b, ¢: 100, 101 1 110. Taka

funkcje mozna zilustrowac ponizszg tabelg prawdy.

a b [ f(a,b,c)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Z przedstawionej wczesniej analizy oraz zawartosci tabeli prawdy wynika, ze funkcja przyjmuje

warto$¢ 1 dla trzech mozliwych przypadkow:
e a=1(prawda) i b,c = 0 (falsz),
e a,c=1(prawda) i b = 0 (falsz),
e a,b =1 (prawda) i c = 0 (falsz),

co prowadzi do wyrazenia logicznego w postaci alternatywy koniunkcji:

fi(a,b,c) = abc + abc + abc.

Analizujac dziatanie funkcji f, mozna dodatkowo zauwazy¢, ze przypadki, w ktorych przyjmuje ona

warto$¢ 1 moga by¢ opisane krotko w jednej z dwdch form:

e a=1ib=0luba=1ic=0,
e a = 1ijednoczesnie b =0 lubc = 0.
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Takie podejscie prowadzi do dwoch rownowaznych wyrazen logicznych opisujacych funkcje £
f>(a,b,c) = ab + ac,
fs(a,b,c) = a(b +¢).

Wszystkie przedstawione wyrazenia poprawnie opisuja dziatanie funkcji f. W tym przypadku mogtly
by¢ one zapisane po analizie opisu stownego i tabeli prawdy, poniewaz funkcja uzyta w przyktadzie jest
stosunkowo prosta. W przypadku ogélnym wyprowadzenie takich wyrazen moze by¢ znacznie
trudniejsze i zazwyczaj wymaga zastosowania odpowiedniego podejscia, ktore zostanie omowione w
kolejnych punktach.

Korzystajac z uzyskanych wyrazen, funkcj¢ f mozna przedstawi¢ w postaci schematéw logicznych
zilustrowanych na rys. 2.1.

a) b)

by

Rys. 2.1. Schematy logiczne przyktadowej funkcji:
a) f, wnotacji DIN 40700, b) f; w notacji IEEE Std 91/91a-1991

2.4. Postac kanoniczna funkcji logicznej

2.4.1. Rozwiniecie funkcji logicznej

Twierdzenie 0 rozwinieciu funkcji logicznej (nazywane réwniez twierdzeniem o rozkfadzie lub
rozwinieciem Shannona) pozwala na zapis wyrazen reprezentujacych funkcje logiczng na podstawie
przygotowanej tabeli prawdy. Istniejg dwie formy tego twierdzenia, ktore prowadza do zapisu funkcji
odpowiednio w postaci alternatywy koniunkcji lub koniunkcji alternatyw poszczegélnych zmiennych.
Praktyczne wykorzystanie twierdzenia o rozwinigciu zostanie pokazane w kolejnym punkcie.

Twierdzenie 2.1.

Kazda funkcje logiczng n zmiennych x;, ..., x,, mozna rozwina¢ wzgledem dowolnej zmiennej x; do
alternatywy dwoch sktadnikow postaci:

fx1, s Xiy ey X)) = f(x1, 0,1, o, x) % + f (x4, 0,0, o0, X)X (2.16)

gdzie wspoétczynniki rozwiniecia sg dopetnieniami algebraicznymi (kofaktorami) funkcji f,
utworzonymi przez funkcje n — 1 zmiennych powstale z funkcji f przez zastgpienie zmiennej x;
odpowiednio warto$ciami 11 0.

Dowod
1° Niech x; = 1:

flxy, el ) = fOxg, o0, o, x) 1+ f(xq, 0000, 00, %) - 1
= f(xq, 01, v, x0) - 14 f(xq, ...,0, .0, %) - 0.
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20

Z (2.5) i (2.13) wynika, ze dla dowolnego a:a*1=aia-0 = 0, wigc:

flxy, o0l x) 1= flxqg, 01, x0),
f(xg, 0, 0,x) 0= 0

Z (2.5) wynika, ze dla dowolnego a: a + 0 = a, wigc:
fCer, oy, ) 1+ F(xq, 00,0, 0, %) = 1 = F(xq, 001, 0, X)),
Niech x; = 0:

FQxg, 0,0, 00) = f(x1, 01,0, %) -0+ f (g, 0,0, 0, %) - 0 =
= f(xg,0d, e, %)~ 04+ f(xq, 0,0, 0, ) - 1.

Przez analogi¢ do 1°:

flxy, o0l v, x0) " 04+ f(x1, 00,0, e, %) = 1 = f(xq, ...,0, ., Xp).

Twierdzenie 2.2.

Kazda funkcje logiczna n zmiennych x4, ..., x,, mozna rozwina¢ wzgledem dowolnej zmiennej x; do
koniunkcji dwoch sktadnikéw postaci:

fxg, e Xiy ey ) = (f (21, 00,0, 000, X)) + X;) -
(fxq, 1, o, xn) + ),

(2.17)

gdzie wspotczynniki rozwinigcia sa podobnie jak w twierdzeniu 2.1 dopeinieniami algebraicznymi
funkgji f.

10

20

Dowod

Niech x; = 1:

flxqg, ol ) = (F(xg, )0, x) + 1) - (F(xg, 01, o x) + 1) =
= (f(xq,.,0, e, ) + 1) - (f (xq, ..., 1, oo, x) + 0).

Z (2.5) i (2.13) wynika, ze dla dowolnegoa:a+1=1ia+ 0 = a, wi¢gc:

flxg, 0,0, x) +1 = 1,
flxy, o0l v x) +0 = f(xqg, 0,1, 00, X3)

Z (2.5) wynika, ze dla dowolnego a: a - 1 = a, wigc:
(f(xg, )0, o, ) + 1) - (F(xq, s, ) + 1) = Fxq, 001, e, X)),
Niech x; = 0:

f(xg, 0,00, 00) = (F(x1, 0,0, 0, X)) + 0) - (F(xq, s, oo, ) + 0) =
= (f(xq,,0, e, x) +0) - (f (x1, oo, 1, e, x) + 1)

Przez analogi¢ do 1° mozna pokazac, ze:

(f(xy, 0, 00, %) +0) - (F(xq, o)1, o, %) +0) = f(xq, 00,0, o, Xp).
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2.4.2. Kanoniczna postac dysjunkcyjna

Korzystajac z twierdzenia 2.1, dowolng funkcje logiczng n zmiennych x;, ..., x, mozna rozwingé
wzglgdem zmiennej x; do postaci:

f (1, %0, %3, 00, %) = f(1, X5, X3, e, X ) X1 + f(0, X5, X3, o) X ) X7

Rozwijajac otrzymane dopelnienia algebraiczne wzgledem zmiennej x,, funkcje¢ f mozna
przedstawi¢ w postaci:

fxg, %0, %3, 0, %) = f(1,1, X3, e, X)X + (1,0, X3, ..., X ) X1 X5 +
+ f(0,1,x3, ..., x,) %1% + £(0,0,x3, ..., X ) X1 X5.

Powtorzenie operacji rozwijania funkcji dla wszystkich zmiennych prowadzi do alternatywy
koniunkcji nazwanej kanoniczng postaciqg dysjunkcyjng funkcji:

flxg, %0, 0, x) = f(LL, 0, D)% o + £(0,1, ..., 1)K %5 Xy +
+ £(1,0,....D)x1%; .. xp + F(1,1,...,0)x1%5 ... X, + (2.18)
+ ot £(0,0,...,0)%, %, ... X,

gdzie (1,1, ...,1) to warto$¢ funkcjidlax, =1, x, = 1,...,x, = 1, (0,1, ...,1) to wartos$¢ funkcji dla
x1 =0, x, =1,...,x, = 1 itd., koniunkcje wszystkich zmiennych postaci x;x, ... x,, XX ... x,, itd.
nazywane sa iloczynami petnymi lub minitermami.

Poszczegolne elementy funkcji zapisanej w kanonicznej postaci dysjunkcyjnej stanowig koniunkcje
wartosci funkcji o stalych argumentach oraz iloczynow petnych. Liczba takich koniunkcji odpowiada
liczbie elementow dziedziny, dla ktorych warto$¢ funkcji jest okreslona (dla funkcji zupelnej 2"
elementow). Warto zauwazy¢, ze w tej postaci funkcji zmienna o wartosci 0 w iloczynie pelnym
wystepuje z negacja (zob. (2.16)).

Znajac wartosci funkcji dla wszystkich elementoéw dziedziny (np. dysponujac funkcja opisana za
pomoca tabeli prawdy), mozna wykorzysta¢ zaleznos¢ (2.18) do zapisu funkcji w postaci wyrazenia
logicznego. Z prawa (2.13) wynika, ze a - 0 = 0, wigc wynikiem kazdej koniunkc;ji sktadowej, w ktorej
wystepuje zerowa warto$¢ funkcji jest zero (niezaleznie od wartosci zmiennych w iloczynie pelnym).
Poniewaz zero nie zmienia wyniku alternatywy (z (2.5): a + 0 = a), to zapisujac dysjunkcyjng posta¢
funkcji, mozna poming¢ wszystkie elementy, w ktorych jest ona zerem jako nieistotne dla ostatecznego
wyniku. Takie podejscie do zapisu wyrazenia logicznego zostanie zilustrowane na przyktadzie
przedstawionym w punkcie 2.4.4.

2.4.3. Kanoniczna posta¢ koniunkcyjna

Podobnie jak w punkcie poprzednim, ale korzystajac z twierdzenia 2.2, dowolng funkcje logiczna
n zmiennych x4, ..., x, Mozna rozwina¢ wzgledem zmiennej x; do postaci koniunkcji alternatyw:

fOxq,x2,x3, 0, x0) = (f(0, x5, X3, oo, Xp) + %1) * (f (1, X2, X3, v, X)) + Xq).
Rozwijajac otrzymane dopelnienia algebraiczne wzgledem zmiennej x,, funkcje¢ f mozna
przedstawi¢ w postaci:
fx1, %0, %3, 00, %) = (f(0,0,x3, ..., xp) +x1 +x3)
“(f(0,1,x3, .., Xp) + x1 +X3) -
“(f(1,0,x3, .., Xp) + X +x3) -
(f(1,1,x3, ..., xp) + X1 + X3).

Powtorzenie operacji rozwijania funkcji dla wszystkich zmiennych prowadzi do koniunkcji
alternatyw nazwanej kanoniczng postacig koniunkcyjng funkcji:
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flxg, %0, %) = (f(0,0,...,0) + x1 + x5 + -+ xp) -
“(f(1,0,..,0) + %, +x3 + 4+ xp) -
“(f(0,1,..,0) +x; + Xy + -+ xp) - (2.19)
“(f(0,0,... 1) +x1 + x5+ + Xp) -
Tt (f(l,l, 1)+ X+ X+ o+ 1),

gdzie £(0,0, ...,0) to warto$¢ funkcjidlax; =0, x, =0,...,x, = 0, (1,0, ...,0) to wartos¢ funkcji dla
x1=1, x, =0,..,x, = 0 itd., alternatywy wszystkich zmiennych postaci x; + x, + -+ x,,, *; +
Xy + -+ + X, itd. nazywane sa sumami petnymi lub maxtermami.

Poszczegolne elementy funkcji zapisanej w kanonicznej postaci koniunkcyjnej sa utworzone przez
alternatywe wartosci funkcji o stalych argumentach oraz sum peilnych. Liczba takich alternatyw jest
rowna liczbie elementéow dziedziny, dla ktorych funkcja jest okreslona. Warto zauwazy¢, ze
w przypadku tej postaci funkcji zmienna o warto$ci 1 w sumie petnej wystepuje z negacja (zob. (2.17)).

Podobnie jak w przypadku postaci dysjunkcyjnej, znajac wartosci funkcji, mozna wykorzystac
zalezno$¢ (2.19) do zapisu wyrazenia logicznego (w tym przypadku w réwnowaznej postaci
koniunkcyjnej). Z prawa (2.13) wynika, ze a + 1 = 1, a wigc gdy wartos¢ funkcji wynosi 1, wynikiem
alternatywy sktadowej jest jeden (niezaleznie od warto$ci zmiennych w sumie pelnej). Jedynka nie
zmienia wyniku koniunkcji (z (2.5): a - 1 = a), dlatego zapisujac posta¢ koniunkcyjng, mozna pomingé
wszystkie elementy, w ktorych funkcja jest jedynka jako nieistotne dla ostatecznego wyniku. Takie
podejscie do zapisu wyrazenia logicznego zostanie zilustrowane na przykladzie przedstawionym
w kolejnym punkcie.

a b c f(a,b,c)

2.4.4. Przyktad

W punkcie 2.3 przedstawiono funkcje trzech zmiennych
f(a, b, c), ktora przyjmuje warto$¢ 1, gdy zmienna a ma
warto$¢ 1 i co najmniej jedna z dwoch pozostalych
zmiennych ma warto$¢ 0. W pozostatych przypadkach
funkcja przyjmuje warto§¢ 0. Tabela prawdy
reprezentujaca  tak  opisang  funkcje  zostata
przedstawiona obok. 1 1 1

Na powyzszym przykladzie zostanie zilustrowane wykorzystanie zaleznosci (2.18) i (2.19) do zapisu
rownowaznych wyrazen logicznych opisujacych dziatanie funkcji.

Jak pokazano w punkcie 2.4.2, korzystajac z twierdzenia 2.1, kazda funkcj¢ logiczng mozna
przedstawi¢ w kanonicznej postaci dysjunkcyjnej danej zaleznoscig (2.18). Zgodnie z przeprowadzong
analizg w takim przypadku mozna poming¢ wszystkie elementy, dla ktorych wartos$¢ funkcji jest zerem.
W przypadku przykladowej funkcji, ktorej tabela prawdy zostata przedstawiona powyzej, istotne sg
jedynie trzy wiersze, w ktorych funkcja przyjmuje wartos¢ 1. Nalezy utworzy¢ iloczyny peine
(minitermy) odpowiadajace tym wierszom, pamigtajac, ze zmienna jest negowana, gdy przyjmuje
warto$¢ zero:

PRI OOIOoIO
R OO,k IOIO

O O Ok O
[l il i (el el o] e]

e a=1b=0,c=0 - abc,

e a=1b=0,c=1 - abc,

e a=1,b=1,c=0 - abc.

Alternatywa otrzymanych iloczynéw petlnych tworzy kanoniczng posta¢ dysjunkcyjng funkcji f
(warto$¢ funkcji w kazdym przypadku wynosi 1, wiec nie zmienia wyniku koniunkcji i moze by¢
pominigta):

f(a,b,c) = ab¢ + abc + abc.

Analogicznie, korzystajac z analizy przedstawionej w punkcie 2.4.3 oraz twierdzenia 2.2, kazda
funkcje logiczng mozna przedstawi¢ w kanonicznej postaci koniunkcyjnej (2.19). W tym przypadku
nalezy poming¢ wszystkie elementy, dla ktérych warto$¢ funkcji wynosi jeden. W przykltadowej funkcji
istotnych jest pig¢ wierszy, w ktorych funkcja jest zerem. Nalezy utworzy¢ sumy pelne (maxtermy)
odpowiadajace tym wierszom, pamigtajac, ze zmienna jest negowana, gdy przyjmuje wartos¢ jeden:
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a=0b=0,c=0->a+b+c,
a=0b=0c=1->a+b+c,
a=0b=1c=0 oa+b+c,
a=0b=1c=1->a+b+¢,
a=1b=1c=1-a+b+c
Koniunkcja otrzymanych w ten sposob sum pelnych tworzy kanoniczna posta¢ koniunkcyjng funkcji
f (warto$¢ funkcji w kazdym przypadku wynosi 0, wigc nie zmienia wyniku alternatywy i moze by¢
pominieta):

fla,b,c)=(a+b+c)a+b+&)(a+tb+c)a+b+e)a+b+a).
Podsumowanie

o W celu zapisania formy dysjunkcyjnej nalezy: wybra¢ wiersze tabeli, w ktorych funkcja ma wartosc¢
1, utworzy¢ iloczyny pelne negujagc zmienne o warto$ciach 0 i zapisaé alternatywe iloczyndéw
pemych.

e W celu zapisania formy koniunkcyjnej nalezy: wybra¢ wiersze tabeli, w ktorych funkcja ma warto$¢
0, utworzy¢ sumy petne negujac zmienne o wartosciach 1 i zapisa¢ koniunkcje sum petnych.

2.5. Posta¢ minimalna funkcji logiczne;j

Zapis wyrazenia logicznego w postaci kanonicznej na ogoét prowadzi do funkcji, ktorej postac jest
nieoptymalna (zawiera wigcej operacji niz jest to niezbedne). Projektujac uktady automatyki, dazy si¢
do uzyskania wyrazen mozliwie najmniejszych, poniewaz przeklada si¢ to na znacznie prostsze,
a w konsekwencji bardziej efektywne programy realizowane przez urzadzenia sterujace. Minimalizacje
wyrazen logicznych mozna wykonaé poprzez odpowiednie przeksztalcenie postaci kanonicznych
z zastosowaniem praw algebry Boole’a (zob. p.2.1). Takie podejscie zazwyczaj wymaga
przeprowadzenia wielu przeksztatcen i indywidualnego potraktowania kazdej funkcji, a w przypadku
rozbudowanych wyrazen logicznych jest czasochtonne.

Alternatywg jest wykorzystanie jednej z metod optymalizacji: Karnaugha lub Quine’a-McCluskeya
(QMC). Obydwa podejscia opieraja si¢ na podobnej idei i prowadza do identycznych rezultatow, ale
réznig si¢ zastosowaniem. Metoda Karnaugha jest metoda graficzng i moze by¢ uzywana do
minimalizacji funkcji o niewielkiej liczbie zmiennych (do szesciu). Metoda Quine’a-McCluskeya moze
by¢ zastosowana do funkcji o wigkszej liczbie zmiennych i jest prostsza do implementacji w formie
programu komputerowego. W kolejnych punktach zostang przedstawione podstawy minimalizacji
z wykorzystaniem praw algebry Boole’a oraz metoda Karnaugha.

2.5.1. Prawa algebry Boole’a

Podstawowymi prawami wykorzystywanymi podczas minimalizacji funkcji logicznych sg prawa
sklejania (2.9) oraz idempotentnosci (2.10):

e (a+hb)-(a+b)=a a-b+a-b=a,

e ata=a a*a=a.

Prawa sklejania pozwalaja zredukowaé¢ zmienng w wyrazeniach sgsiednich logicznie, czyli takich,
ktore sa zbudowane z tych samych zmiennych i roznig si¢ tylko pojedyncza negacjg. Prawo

idempotentnosci ma charakter pomocniczy ipozwala na tworzenie duplikatow elementow
minimalizowanego wyrazenia w celu uzyskania odpowiedniej liczby par wyrazen sgsiednich logicznie.

Przyktad 1
Rozwazmy kanoniczng posta¢ dysjunkcyjng funkcji z punktu 2.4.4:
f(a,b,c) = ab¢ + abc + abé.
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Mozna zauwazy¢, ze element abc jest sgsiedni logicznie zaréwno z abc (rézna postaé zmiennej c),
jak i abC (r6zna posta¢ zmiennej b). W celu minimalizacji po pierwsze korzysta si¢ z prawa
idempotentnosci:

ab¢ = ab¢ + al_)c',
co pozwala zapisa¢ funkcje w postaci:
f(a,b,c) = abc + abc + abc + abc.

W tak przeksztatconej funkcji istniejg dwie pary wyrazen sasiednich logicznie, do ktorych mozna
zastosowac prawa sklejania:

abc
ab

o

abc + al_J,
abc + ac,

o
o
Il

co prowadzi do nowej posta¢ funkcji po redukcji:
f(a,b,c) = ab + ac.

W tym przypadku mozna dodatkowo skorzysta¢ z wilasnosci rozdzielnosci (2.4) do wylaczenia
zmiennej a przed nawias, co prowadzi do minimalnej postaci:

f(a,b,c) = a(b + ).
Przyktad 2
Rozwazmy kanoniczng posta¢ koniunkcyjna funkcji z punktu 2.4.4:
f(a,b,c)=(a+b+c)a+b+é)(a+b+c)a+b+c)@a+b+0).

W tym przypadku mozna wyrdzni¢ kilka kombinacji wyrazen sgsiednich logicznie. W celu
zapewnienia najmniejszej liczby przeksztatcen najwygodniej jest skorzysta¢ z prawa idempotentnosci
do powielenia wyrazenia (a + b + C), co prowadzi do nastgpujacych redukcji na mocy prawa sklejania:

(a+b+c)la+b+¢)=(a+b),
(a+b+c)(a+b+c)=(a+h)
(a+b+c)(a+b+¢)=(b+7),
co prowadzi do nowej postaci funkcji po redukcji:
f(a,b,c) = (a+b)(a+b)b+ 7).
W powyzszej funkcji mozna wyr6ozni¢ dwa wyrazenia sgsiednie logicznie i zastosowaé do nich
prawo sklejania:
(a+ b)(a + E) =a.

Ostatecznie otrzymuje si¢ minimalne wyrazenie opisujace funkcje f w takiej samej formie jak
uzyskana w poprzednim przyktadzie:

f(a,b,c) = a(b + ).

2.5.2. Tablice Karnaugha

Do opisu funkcji boolowskiej n-zmiennych oprocz klasycznych tabel prawdy o 2™ wierszach mozna
wykorzysta¢ tablice Karnaugha. Sg one konstruowane jako kwadratowe lub prostokatne siatki
zbudowane z 2™ kratek. Dla parzystej liczby argumentow tablica ma ksztalt kwadratu o wymiarach
2051 % 2057 d{la nieparzystej prostokata o wymiarach 20°5(M~1) x 205(n*+1)  poszczegdlne wiersze
i kolumny reprezentuja jedna lub kilka zmiennych i sa opisane kodem Graya. Przyktady tablic
Karnaugha dla funkcji 2, 3 i 4 zmiennych zostaty przedstawione narys. 2.2.
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b1y b1 00 01 |11 10 b1 00 |01 |11 10
a a a
0 0 00
1 1 01
11
10

Rys. 2.2. Tablice Karnaugha funkcji 0: @) n=2, b) n=3i ¢c) n=4 zmiennych

Kod Graya nalezy do grupy kodéw refleksyjnych. Kod n-pozycyjny powstaje z kodu n-1
pozycyjnego zgodnie z nastepujacym algorytmem:

e zapisz uktad symboli kodu n-1 pozycyjnego w kolumnie,

e W kolejnych wierszach do uktadu symboli kodu n-1 pozycyjnego dopisz te same symbole, ale

w odwrotnej kolejnosci (w odbiciu lustrzanym),

e do pierwotnych symboli dodaj poprzedzajace ,,0”, do symboli dopisanych poprzedzajaca ,,1”.

Wielokrotne powtorzenie powyzszego algorytmu pozwala na utworzenie kodu Graya o dowolnej
liczbie pozycji. Kolejne etapy tworzenie kodu 3-pozycyjnego zostaty przedstawione w tab. 2.4.

Tab. 2.4. Tworzenie 3-pozycyjnego kodu Graya

Kod 1-poz. Po odbiciu Kod 2-poz. Po odbiciu Kod 3-poz.

0 0 00 00 000

1 1 01 01 001

1 11 11 011

0 10 10 010

10 110

11 111

01 101

00 100

Istotng z punktu widzenia wykorzystania tablic Karnaugha cechg kodu Graya jest posta¢ sasiednich
wartos$ci — dwa kolejne kody r6zng sig doktadnie jedng pozycja. Na przyktad dla kodu 2-pozycyjnego:
00 — zmiana drugiej pozycji — 01 — zmiana pierwszej pozycji — 11 — zmiana drugiej pozycji — 10.
Warto tez zauwazy¢, ze taka wlasnos¢ dotyczy pierwszego 1 ostatniego kodu w szeregu. Na przyktad
dla kodu 2-pozycyjnego: 10 — zmiana pierwszej pozycji — 00. Jak zostanie to pokazane ponizej, taki
sposob opisu wierszy i kolumn tablic Karnaugha decyduje o mozliwosci ich wykorzystania jako
efektywnego narzedzia do minimalizacji wyrazen logicznych. Uwaga: opisane metody dzialajg tylko
w przypadku tablic, ktorych wiersze i kolumny sg opisane kodem Graya, zmiana sposobu kodowania
prowadzi do nieprawidtowych wynikow.

Kazda kratka w tablicy Karnaugha moze by¢ jednoznacznie okreslona przez podanie jej adresu
utworzonego przez potgczenie koddéw opisujacych wiersz ikolumng. Adres wyznacza warto$ci
zmiennych, na ktorych funkcja jest opisana, a warto$¢ wprowadzona we wnetrzu kratki okres§la warto$¢
funkcji odpowiadajaca tym zmiennym. Warto zauwazy¢, ze ze wzglgdu na sposob kodowania wierszy
i kolumn kolejnos$¢ wartosci w tablicy Karnaugha ro6zni si¢ od kolejnosci w tabeli prawdy dla przyjetej
w podreczniku konwencji zapisu. Na rys. 2.3 pokazano odpowiedniki poszczegdlnych kratek z tablicy
Karnaugha w tabeli prawdy dla pewnej funkcji trzech zmiennych f(xq,x,,x3). Nalezy zauwazy¢
roznicg w utozeniu wartosci z dwoch ostatnich kolumn: trzeci element w tablicy Karnaugha (adres 011)
znajduje si¢ w czwartym wierszu tabeli prawdy, czwarty (adres 010) w wierszu trzecim. Podobne
przestawienie wystepuje w przypadku elementow 7 i 8 (adresy 111, 110), ktére znajduja si¢
odpowiednio w wierszu 6smym i siodmym. W przypadku funkcji wigkszej liczby zmiennych r6znice
dotycza calych wierszy, np. w tablicach opisujacych funkcje czterech zmiennych przestawieniu ulegaja
wszystkie elementy z wiersza trzeciego i czwartego (zob. rys. 2.11).
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f(x1,x2,x3) X1 [ X2 | x3 | f(x1,%x2,%3)
X2X3 0 0 0 @
x, 00 (011110 0 0 1 o)
0 (ONNEGENONNO 0 1 0 @
®|6 |0 0 |11 ®
1 0 0 ®
1 0 1 ®
1 1 0
1 1 1 @

Rys. 2.3. Uktad wartosci w tablicy Karnaugha i tabeli prawdy
dla funkcji trzech zmiennych

2.5.3. Tablice Karnaugha i prawa sklejania

Podobnie jak jeden wiersz w tabeli prawdy, pojedyncza kratka tablicy Karnaugha odpowiada jednej
kombinacji zmiennych, czyli jednemu iloczynowi petnemu w kanoniczej postaci dysjunkcyjnej lub
jednej sumie petlnej w kanonicznej postaci koniunkcyjnej. Reguly zapisu poszczegdlnych wyrazen
wynikaja z twierdzenia o rozwinigciu funkcji logicznej (zob. p.2.4.1) i sa zgodne z zasadami
przedstawionymi w punktach 2.4.2 i 2.4.3:

e iloczyn pelny jest budowany w postaci koniunkcji wszystkich zmiennych, negowane sa te

zmienne, ktorych wartosci wynosza 0,
e suma pelna jest budowana w postaci alternatywy wszystkich zmiennych, negowane sg te zmienne,
ktorych wartosci wynosza 1.

Iloczyny oraz sumy pelne odpowiadajace kolejnym kratkom tablicy Karnaugha przedstawionej na

rys. 2.3 zostaly zapisane w tab. 2.5.

Tab. 2.5. Sumy i iloczyny petne funkcji trzech zmiennych

nr kratki adres iloczyn pelny suma petna
) 000 XqXpX3 X1 + Xy + X3
@ 001 XqXpX3 X1 + Xy + X3
©) 011 X1X%3 X1 + Xy + X3
@ 010 XqXpX3 X1 + Xy + X3
® 100 X1Xp X3 X1 + Xy + X3
® 101 X1X5X3 X1 + x, + X3
©) 111 X1X3X3 Xy + X, + X3
110 X1XX3 X + Xy + x3

Z tablicy Karnaugha, tak jak z tabeli prawdy, mozna odczyta¢ kanoniczng posta¢ dysjunkcyjna
(alternatywa iloczynéw pelnych z kratek, dla ktorych wartos¢ funkcji wynosi 1) 1 kanoniczng postaé
koniunkcyjna (koniunkcja sum petnych z kratek, dla ktérych wartos¢ funkcji wynosi 0). Ze wzgledu na
wlasnos$ci kodu uzytego do opisu wierszy i kolumn (refleksyjny kod Graya) tablica Karnaugha pozwala
dodatkowo na zapis funkcji w postaci normalnej:

e Normalna postaé dysjunkcyjna jest alternatywa koniunkcji dowolnej liczby zmiennych
znegacjami lub bez. Takie wyrazenie powstaje z kanonicznej postaci dysjunkcyjnej po
zastosowaniu praw sklejania dla wybranych iloczynéw petnych.

e Normalna postaé koniunkcyjna jest koniunkcja alternatyw dowolnej liczby argumentéw funkcji
z negacjami lub bez. Takie wyrazenie powstaje z kanonicznej postaci koniunkcyjnej po
zastosowaniu praw sklejania dla wybranych sum pelnych.

Kratki tablicy Karnaugha potozone obok siebie w tym samym wierszu lub tej samej kolumnie (kratki

o wspolnej krawedzi) sg okreslane jako sasiednie. Analizujgc wyrazenia reprezentujace iloczyny i sumy
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pelne, tatwo zauwazy¢, ze takie kratki odpowiadaja wyrazeniom sgsiednim logicznie, wigc jak pokazano
w punkcie 2.5.1 podlegajg prawom sklejania opisanym zalezno$ciami (2.9).

Przyktad 1

Rozpatrujac alternatywe iloczynow pelnych oraz koniunkcje sum pelnych wyrazen odpowiadajacych
kratkom 2 i 3 przedstawionym w tab. 2.5, tatwo zauwazy¢, ze podlegaja one sklejeniu:

f1f2x3 + flxzxg = x_lxg,
(x1 + X2 + 3?3)(961 + fz + f3) = X1 + .723.

Analogiczne zalezno$ci mozna pokazaé dla pozostatych par kratek sgsiednich, w tym rowniez dla
kratek lezacych w pierwszej i ostatniej kolumnie. Analiza wyrazen odpowiadajacych kratce 114 oraz 5
i 8 pokazuje, ze roznig si¢ tylko jedna negacja, wiec mozna potraktowac je jako kratki sasiednie
i zastosowa¢ do nich prawa sklejania.

Poréwnujac adresy kratek sasiednich, mozna wykazaé, ze zawsze ro6znia si¢ na jednej pozycji
odpowiadajacej zmiennej, ktora ulega redukcji (jest zanegowana w jednym wyrazeniu i wystgpuje bez
negacji w drugim). Na tej podstawie mozna sformutowaé ogo6lng regute, ktora pozwala na odczytanie
zredukowanego wyrazenia (wyniku sklejania) wprost z tablicy Karnaugha:

Zredukowane wyrazenie odpowiadajgce alternatywie iloczynow petnych lub koniunkcji sum
petnych zawiera zmienne, ktorych wartosci sq takie same (odpowiadajqcy im sktadnik adresu nie
zmienia sig), redukcji podlega zmienna, ktorej wartosci sq rozne (odpowiadajgcy jej sktadnik
adresu jest rozny w obydwu kratkach).

Zasady konstruowania takich wyrazeh nie zmieniajg sie¢ w stosunku do zasad sformutowanych dla
postaci kanonicznych: przy zapisie koniunkcji (elementéw postaci dysjunkcyjnej) negowane sg zmienne
o wartos$ci 0, a przy zapisie alternatyw (elementow postaci koniunkcyjnej) zmienne o wartosci 1.

Przyktad 2

Kratki o numerach 2 i 3 rozpatrywane w przyktadzie 1 majg adresy: 001 i 011. Zmianie ulega drugi
sktadnik (x, = 0 w kratce 2 i x, = 1 w kratce 3), wigc zmienna x, jest redukowana. Pozostate sktadniki
adres6w sg identyczne i odpowiadajg zmiennym x; = 0 oraz x; = 1. Stad x; nalezy zanegowac przy
zapisie koniunkcji, a x3 przy zapisie alternatywy, wigc zredukowane formy wyrazen odpowiadajace
koniunkgji i alternatywie kratek wynoszg odpowiednio:

.f1X3 X1 + .f3 .

Sklejaniu podlegaja rowniez wicksze grupy sasiadujacych kratek, musza one jednak speiad
odpowiednie warunki. Jak pokazano wczesniej, sklei¢ mozna grupe dwoéch sasiadujacych kratek, co
prowadzi do wyrazenia, z ktorego zostanie wyeliminowana jedna zmienna. Jezeli obok tej grupy
znajduje si¢ grupa dwoch kratek, z ktorej po sklejeniu eliminowana jest ta sama zmienna, to sklejone
grupy bedzie mozna sklei¢ ponownie. Wynika stad, ze nalezy wybierac¢ grupy, ktore pozwola na taczenie
w pary kolejnych wyrazen i wielokrotne powtarzanie operacji sklejania. Prowadzi to do ogolnej zasady:

Sklejaniu podlegajq prostokgtne grupy kratek sktadajgce sie z 2% elementéw, gdzie k = 0,1,2,3, ...

Oznacza to, ze prawidtowe grupy mogg sktada¢ si¢ z jednej (przypadek szczegolny, daje iloczyn lub
sum¢ pelng), dwodch, czterech, o$miu itd. kratek. Wyznaczenie grupy o niedozwolonej liczbie
elementdéw nie pozwoli na prawidtowe zastosowanie praw sklejania i prowadzi do btgdnych wynikow.
Przyktady prawidtowych grup dla funkcji trzech i czterech zmiennych zostaty pokazane na koncu tego
punktu, odpowiednio narys. 2.4 i 2.5.

Przyktad 3

Czteroelementowej grupie zawierajacej kratki 2, 3, 6, 7 z rys. 2.3 odpowiadaja wyrazenia w postaci
dysjunkcyjnej (alternatywa koniunkcji) oraz koniunkcyjnej (koniunkcji alternatyw) postaci:

X1X3X3 + X1XX3 + X1 XpX3 + X1X3X3,
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Sklejajac kratki 2 1 3 oraz 6 i 7, otrzymuje si¢:
X123 + X123, (%1 + %3) (% + %3).

Jak tatwo zauwazy¢, otrzymane wyrazenia sg sgsiednie logicznie, wigc podlegaja prawom sklejania,
co prowadzi do ostatecznej formy:
X3, f3 .

Identyczne rezultaty mozna uzyskaé, analizujac adresy kratek: 001, 011, 101, 111. Tylko sktadnik
odpowiadajacy zmiennej x5 jest taki sam we wszystkich adresach, wiec zgodnie z regutg sformutowang
na stronie 19 zmienna x; pozostaje, natomiast zmienne x,; oraz x, podlegaja redukcji. Poniewaz x3 = 1
dla wszystkich kratek, wystapi bez negacji w postaci dysjunkcyjnej i zostanie zanegowane w postaci
koniunkcyjnej. Prowadzi to do wyrazen postaci:

X3, 3?3 y
zgodnych z wynikiem uzyskanym powyze;.
Przyktad 4

Jak pokazano wczesniej sgsiednimi sa rowniez kratki znajdujace si¢ w skrajnych kolumnach, wigc kratki
1, 4, 5, 8 z tablicy przedstawionej na rys. 2.3 tworzg prawidlowa grup¢ czteroelementowa. Ich adresy
wynoszg odpowiednio: 000, 010, 100, 110. Jak mozna zauwazy¢, we wszystkich adresach taka sama
warto$¢ ma jedynie sktadnik, ktéry odpowiada zmiennej x3. Oznacza to, ze zmienne x; Oraz x,
podlegaja redukcji, a zmienna x3 bedzie zanegowana W postaci dysjunkcyjnej i zapisana bez negacji
w postaci koniunkcyjnej (x3 = 0), co prowadzi do wyrazen postaci:

23, X3.
Przyktad 5

W tablicy przedstawionej na rys. 2.3 mozna utworzy¢ grup¢ ztozong ze wszystkich elementéw jednego
wiersza. Przykladowo kratki 5, 6, 7, 8 tworza prawidtowa grupe czteroelementowq. Ich adresy to:
100, 101, 111, 110. Tylko sktadnik odpowiadajgcy zmiennej x; ma taka samg wartos¢ we wszystkich
adresach (x; = 1), wigc zastosowanie praw sklejania prowadzi do wyrazen:

X1, X1,

Narys. 2.4 i 2.5 pokazano przyktady grup w tablicy Karnaugha dla trzech i czterech zmiennych.

£2%31 00 | 01 | 11 | 10 X2%31 00 | 01 | 11 | 10
X1 X4
olol|lo|e 0 ololole
|| 1 || o
XoX3
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! N 0o |lolofloele
CRICHEG ©je|@
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Rys. 2.4. Przyktadowe grupy kratek dla funkcji trzech zmiennych



2.5. Posta¢ minimalna funkcji logicznej 21

X3%4 00 | 01 | 11| 10 £3%4 00 | 01 | 11 | 10
XX XX
00 QI ® 00 ®
(VN NO NOR©) n | ®Oel|e®
11 ) 11
10 ® 10
xlx’?x‘* 00| 01|11 |10 xlx’?x‘* 0001|1110
0 |00 ® 0 |® e ®
01 ® A EOIIGIIOIIO)
11 (D) 11 ||® @
10 ®@ 10 || ® ® | ®@
X3%4l 00 | 01 | 11| 10 L3%4 00 | 01 | 11 | 10
X1X2 ' X1X,
0 \® ® ® 0 1O DA
01 |®® 1 |O|e
11 11 |®
0 [ee|®]® 0 1O e 6]
xlx’?"‘* 00| 011110 xlx’?x‘* 0001|1110
0 \0o|e|) o |@]o|o\e
0 | OO0 ® TiREclicliolial
11 | @ @ 11 | ® @
0 [0 6o 0 @)@ | of®

Rys. 2.5. Przyktadowe grupy kratek dla funkcji czterech zmiennych

W przyktadach przedstawionych na rys. 2.5 warto zwrdci¢ uwage na grupy zawierajace kratki
pierwszego i ostatniego wiersza (adresy wierszy 00 i 10 r6zng si¢ na jednej pozycji) oraz szczegdlny
przypadek grupy zlozonej z czterech naroznikow. Tego typu grupa jest dozwolona, poniewaz kratka 1
sasiaduje z4 1 13,4 z 1 1 12 itd. Prawidlowa nie bedzie para ztozona tylko z 1 112 lub 4 i 13.

2.5.4. Minimalizacja funkcji logicznych z wykorzystaniem tablic Karnaugha

Tworzac grupy zawierajace odpowiednio wszystkie jedynki lub wszystkie zera i stosujac techniki
sklejania kratek przedstawione w poprzednim punkcie, mozna wykorzysta¢ tablice Karnaugha do
zapisania normalnej postaci dysjunkcyjnej lub normalnej postaci koniunkcyjnej funkcji logicznej
(zob. s. 18). Dodatkowo jezeli wybor grup jedynek lub zer bedzie optymalny, mozliwe jest uzyskanie
odpowiednio minimalnej normalnej postaci dysjunkcyjnej oraz minimalnej normalnej postaci
koniunkcyjnej. Wyrazenia takie zawieraja mozliwie najmniejszg liczbe sktadowych (tzn. minimalng
liczbe koniunkcji lub alternatyw), a wyrazenia skladowe zawieraja najmniejszg mozliwg liczbe
argumentow. Ostatecznie mozna w ten sposob uzyskaC najprostsze wyrazenie opisujace funkcje
logiczng w postaci normalnej, czyli jej zapis w hormalnej postaci minimalnej.



22

2. Funkcje logiczne

W celu wyznaczenia minimalnej normalnej postaci koniunkcyjnej za pomocs tablicy Karnaugha,

nalezy zapisa¢ funkcj¢ w tablicy i zastosowa¢ nastgpujacy algorytm:

e wyszukaj i zaznacz wsrod niezaznaczonych jeszcze kratek tablicy mozliwie najwicksze,

samodzielne grupy zer obejmujace 2% kratek (k= ..., 3,2, 1, 0),

e jezeli po wyodrebnieniu wszystkich samodzielnych grup w tablicy pozostajg niezaznaczone zera,
utworz z nich grupy, taczac je (jezeli to mozliwe) z kratkami zaznaczonymi tak, aby uzyskaé
najwieksza grupe obejmujaca 2¥ kratek (grupy moga mieé¢ czesé wspolna),

e dla kazdej wyznaczonej grupy zer znajdz argumenty funkcji, ktorych wartosci sg takie same dla
wszystkich elementow w grupie, pozostate odrzu¢ (wykorzystaj zasady taczenia kratek opisane

w p. 2.5.3),

¢ dla tak powstatych grup argumentdéw zapisz alternatywe, negujac sktadniki, dla ktérych funkcja

ma warto$¢ jeden,

e koniunkcja alternatyw zapisanych dla wszystkich grup stanowi minimalng normalng posta¢
koniunkcyjna funkcji.

W celu wyznaczenia minimalnej normalnej postaci dysjunkcyjnej, nalezy postapi¢ analogicznie,
jednak w tym przypadku poszukiwane s najwieksze mozliwe grupy jedynek ztozone z 2% kratek. Dla
kazdej grupy wyznacza si¢ argumenty o takich samych wartoSciach i zapisuje ich koniunkcje, negujac
sktadniki, dla ktoérych funkcja ma warto$§¢ jeden. Alternatywa wszystkich koniunkcji stanowi
poszukiwang posta¢ dysjunkcyjna.

Uwaga: warunkiem uzyskania normalnej postaci minimalnej jest wyznaczenie najwigkszych
mozliwych grup zer (postac¢ koniunkcyjna) lub jedynek (postac¢ dysjunkcyjna). Pozostawienie
sgsiadujgcych grup, ktore mogly byé polgczone oznacza pominigcie mozliwych do wykonana
operacji sklejania, ktore doprowadzg do mniejszej postaci wyrazenia.

Przyktad 1

Nalezy wyznaczy¢ minimalng normalng koniunkcyjng i dysjunkcyjng posta¢ funkcji trzech zmiennych
f(a, b, c) opisanej w punkcie 2.4.4.

abc 00| 011110
0lololo]o
1 1]1]0]1

a b c f(a,b,c)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Rys. 2.6. Tabela prawdy i odpowiadajgca jej tablica Karnaugha funkcji z punktu 2.4.4

Minimalna normalna posta¢ koniunkcyjna

W celu uzyskania postaci koniunkcyjnej, nalezy wyznaczy¢ najwigksze grupy zer. W przypadku
funkcji opisanej tablicg z rys. 2.6, najwigksza mozliwg jest grupa zlozona z 22 kratek obejmujaca
pierwszy wiersz (rys. 2.7a). Po jej zaznaczeniu pozostaje jedno zero, ktore mozna potaczy¢ z wartoscia

znajdujacg sie w kratce powyzej, tworzac grupe ztozong z 2 kratek (rys. 2.7b).

abc 00 | 01|11 10
0 (010101 0)
1 111101

a) najwieksza grupa zer

abc 00 | 01|11/ 10
0 (0 [0 o]l 0)
1 1111 lo[l1

b) dolgczenie niezaznaczonego zera

Rys. 2.7. Grupy zer w tablicy Karnaugha



2.5. Posta¢ minimalna funkcji logicznej 23

Ostatecznie w tablicy wyznaczone zostaly dwie grupy zlozone z czterech i dwoch kratek. Adresy
elementow (wartosci a, b,c odpowiadajace kratkom tablicy) wchodzacych w sklad tych grup to
odpowiednio:

e grupa czteroelementowa: 000, 001, 011, 010,

e grupadwuelementowa: 011, 111.

Zgodnie z algorytmem przedstawionym powyzej dla kazdej z grup, nalezy wyznaczy¢ argumenty
funkcji (wartosci a, b, ¢), ktore sa takie same dla wszystkich elementow w grupie — te sktadniki utworza
wyrazenie bedace czescig postaci koniunkcyjnej. Argumenty, ktdrych wartosci sg rozne ulegng redukcji
zgodnie z prawem sklejania (zob. p. 2.5.3). W tym celu mozna zapisa¢ adresy kratek tworzacych grupe
w tabeli i wykresli¢ kolumny, ktdre zawierajg rézne wartosci jak pokazano na rys. 2.8.

a b ¢ a b c
o 0 0 0 1 1
o 0 1 1 1 1
0 1 1
0O 1 0

Rys. 2.8. Redukcja argumentow funkcji

Po redukcji w pierwszej grupie pozostaje argument a = 0, natomiast w drugiej grupie argumenty
b =1 oraz ¢ = 1. Odpowiadajag im ponizsze alternatywy (w postaci koniunkcyjnej negowane sa
argumenty o wartosci 1):
a oraz b+c.

Koniunkcja wyznaczonych w ten sposob alternatyw tworzy poszukiwang minimalng normalng postaé
koniunkcyjna funkc;ji:

f(a,b,c) =a(b + ).

Minimalna normalna postac dysjunkcyjna

W celu wyznaczenia postaci dysjunkcyjnej, nalezy wyznaczy¢ najwigksze grupy jedynek.
Uwzgledniajac, ze kratki potozone w kolumnach skrajnych traktuje si¢ jako sasiadujace, tatwo
zauwazy¢, ze w przypadku omawianej funkcji mozliwe jest wskazanie dwoch grup ztozonych z dwoch
kratek (pierwsze dwa elementy lub pierwszy i ostatni element drugiego wiersza). Dla wyniku
koncowego nie jest istotne, ktdra z nich zostanie wybrana jako pierwsza — w tym przykladzie wybrano
grupe pokazang na rys. 2.9a. Po jej zaznaczeniu pozostaje jedna niezaznaczona jedynka, ktorg mozna
polaczy¢ z warto$cig z pierwszej kratki drugiego wiersza (rys. 2.9b).

Uwaga: nie mozna stworzy¢ grupy ziozonej z trzech sgsiadujqcych jedynek, poniewaz liczba
elementow nie jest potegg dwojki.

100 |01 |11 10 100 | 011110
0O 00]0]0]O 000|001
1 L T2)[o]1 1!1!1]0[1
a) najwigksza grupa jedynek b) dolgczenie niezaznaczonej jedynki

Rys. 2.9. Grupy jedynek w tablicy Karnaugha

Ostatecznie w tablicy wyznaczone zostaly dwie grupy ztozone z dwoch kratek. Adresy elementow
(wartosci a, b, c odpowiadajace kratkom tablicy) wchodzacych w sktad tych grup to odpowiednio:

e pierwsza grupa: 100, 101,

e drugagrupa: 100, 110.
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Zgodnie z algorytmem przedstawionym powyzej, dla kazdej z grup nalezy wyznaczy¢ argumenty
funkcji (wartosci a, b, ¢), ktore sg takie same dla wszystkich elementéw w grupie — te sktadniki utworza
wyrazenie bedace czesdcig postaci dysjunkcyjnej. Argumenty, ktorych warto$ci sg rozne ulegna redukcji
zgodnie z prawem sklejania (zob. p. 2.5.3). Tak jak w przypadku postaci koniunkcyjnej, adresy kratek
mozna zapisa¢ w tabeli i wykresli¢ kolumny, ktore zawierajg rozne wartosci (rys. 2.10).

a b ¢ a b c
1 0 0 1 0 O
1 0 1 1 1 O

Rys. 2.10. Redukcja argumentow funkcji

Po redukcji w pierwszej grupie pozostajg argumenty a = 1 i b = 0, natomiast w drugiej argumenty
a = 1ic = 0. Odpowiadajg im ponizsze koniunkcje (w postaci dysjunkcyjnej negowane sg argumenty
o wartosci 0):

ab oraz ac.

Alternatywa (dysjunkcja) wyznaczonych w ten sposdb koniunkcji tworzy poszukiwang minimalng
normalng posta¢ dysjunkcyjng funkc;ji:

f(a,b,c) = ab + ac.
Przyktad 2

Nalezy wyznaczy¢ minimalng normalng koniunkcyjng i dysjunkcyjng posta¢ funkcji czterech
zmiennych f(a,b,c,d) opisanej tabelg prawdy oraz odpowiadajacg jej tablica Karnaugha
przedstawiona na rys. 2.11.

Minimalna normalna posta¢ koniunkcyjna

W celu uzyskania postaci koniunkcyjnej, nalezy wyznaczy¢ mozliwie najwicksze grupy zer. Funkcja
czterech zmiennych, opisana tablica 4 X 4, daje wigksze mozliwo$ci wyznaczenia grup: nalezy
pamieta¢ o sasiedztwie kratek polozonych w skrajnych wierszach i kolumnach oraz szczegdlnym
przypadku sasiedztwa kratek z czterech naroznikow (zob. rys. 2.5). W przypadku analizowanej funkcji
najwicksza mozliwa grupa sktada sie z 23 kratek (rys. 2.12a). Po jej zaznaczeniu pozostaje jedno zero,
ktore mozna potgczyé z kratkg ponizej, tworzac drugg grupe ztozong z 21 elementéw (rys. 2.12b).

a b c d | f(a,b,cd) cd 00101111110
0 0 0 0 1 ab

0 0 0 1 1 00 11 (1]0
0 0 1 0 0 01 0O|0|]0]|0O
0 0 1 1 1 11 0O|0]0|0O
0 1 0 0 0 10 171111
0 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

Rys. 2.11. Tabela prawdy i odpowiadajgca jej tablica Karnaugha funkcji czterech zmiennych
Z przyktadu 2
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€100 | 011110 ¢ 100011110
ab ab

o0 11 | 1 |1 | 0 0 11 | 1 |1 Ol
01jJjoj0]0]|O 01|00 ] 0 |LO
1110 0] 00 11jJojoj0]o0

10 11111 10 111171

a) najwieksza grupa zer b) dolgczenie niezaznaczonego zera

Rys. 2.12. Grupy zer w tablicy Karnaugha

Ostatecznie w tablicy wyznaczone zostaly dwie grupy zlozone z o$Smiu i dwoch kratek. Adresy
elementow (wartosci a, b, c,d odpowiadajace kratkom tablicy) wchodzacych w sklad tych grup to
odpowiednio:

e osmioelementowa: 0100, 0101, 0111, 0110, 1100, 1101, 1111, 1110,

e dwuelementowa: 0010, 0110.

Zgodnie z algorytmem dla kazdej z grup nalezy wyznaczy¢ argumenty funkcji (wartosci a, b, ¢, d),
ktore sg takie same dla wszystkich elementow w grupie — utworza one wyrazenie bedace czgscia postaci
koniunkcyjnej. Argumenty, ktorych wartosci sa rézne ulegna redukcji zgodnie z prawem sklejania
(zob. p. 2.5.3). W tym celu mozna wykorzysta¢ technike pokazang w przyktadzie 1, zapisa¢ adresy
kratek tworzacych grupe w tabeli i wykresli¢ kolumny, ktore zawieraja rozne wartosci (rys. 2.13).

a b d d a b c d
0 1 0 0 0O 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1
0 1 1 0
1 1 00
1 1 01
1 1 11
1 1 10
Rys. 2.13. Redukcja argumentow funkcji

Po redukcji w pierwszej grupie pozostaje argument b = 1, natomiast w drugiej argumenty a = 0,
¢ =1, d = 0. Odpowiadajg im ponizsze alternatywy (w postaci koniunkcyjnej negowane sa argumenty
o wartosci 1):

b oraz a+c+d.

Koniunkcja wyznaczonych w ten sposob alternatyw tworzy poszukiwang minimalng normalng

posta¢ koniunkcyjng funkcji:
f(a,b,c,d) = b(a+ ¢+ d).

Minimalna normalna postac dysjunkcyjna

W celu wyznaczenia postaci dysjunkcyjnej, nalezy wyznaczy¢ najwigksze grupy jedynek.
Uwzgledniajac fakt, ze kratki potozone w skrajnych wierszach sgsiaduja ze sobg, latwo zauwazyc¢, ze
w przypadku omawianej funkcji mozliwe jest wskazanie trzech réznych grup ztozonych z 22 kratek
(caty ostatni wiersz, pierwsze dwa elementy pierwszego i ostatniego wiersza oraz drugi i trzeci element
pierwszego 1 ostatniego wiersza). Dla wyniku koncowego nie jest istotne, ktora z nich zostanie wybrana
jak pierwsza — w tym przyktadzie wybrano grupe obejmujaca ostatni wiersz (rys. 2.14a). Po jej
zaznaczeniu pozostajg trzy jedynki, ktére mozna potaczy¢ z elementami w ostatnim wierszu, tworzac
dwie grupy czteroelementowe, tak jak zostato to pokazane kolejno na rys. 2.14b i 2.14c.

Uwaga: czesto popetnianym w  takim przypadku bledem jest proba utworzenia grupy
szescioelementowej, zlozonej z jedynek z pierwszego i ostatniego wiersza. Taka grupa nie jest
prawidtowa, poniewaz liczba elementow nie jest potegg dwojki, wigc prowadzi do bigdnej postaci
minimalnej.
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€100 | 011110 ¢ 100011110
ab ab
0 [1[1]1]0 oo\l1]1)J1]o0
01 Jo|[0]O0]|O 01 TOTO|]0]|O0
11 |0 ] 0] 0|0 11 1.0 . 0 0 0
10 111 1]17[1) 10 11 1)1 1] 1)
a) najwieksza grupa jedynek b) dolgczenie dwoch jedynek
100 | 011110
ab

oo\]1\1/1/0
01 TOTOJ]O0]O
11 0lo0
10 (T 10T N1

C) dofgczenie pozostatej jedynki
Rys. 2.14. Grupy jedynek w tablicy Karnaugha

Ostatecznie w tablicy wyznaczone zostaly trzy grupy czteroelementowe. Adresy elementow
(wartosci argumentow a, b, ¢, d odpowiadajace kratkom tablicy) wchodzacych w sktad tych grup to
odpowiednio:

e pierwsza grupa: 1000, 1001, 1011, 1010,
e drugagrupa: 0000, 0001, 1000, 1001,
e trzeciagrupa: 0001, 0011, 1001, 1011.

Zgodnie z algorytmem dla kazdej z grup nalezy wyznaczy¢ argumenty funkcji (wartosci a, b, ¢, d),
ktore sg takie same dla wszystkich elementow w grupie — utworza one wyrazenia bedace czgscia postaci
dysjunkcyjnej. Argumenty, ktorych wartosci sg rézne ulegng redukcji zgodnie z prawem sklejania
(zob. p. 2.5.3). W tym celu mozna ponownie wykorzysta¢ technike pokazana w przyktadzie 1, zapisac¢
adresy kratek tworzacych grupe w tabeli i wykresli¢ kolumny, ktore zawierajg rozne wartosci (rys. 2.15).

a b d d a b c¢ d n b ¢ d
1 0 0 O D 0 0 0 D 0 0 1
1 0 0 1 ) 0 0 1 ) 0 1 1
1 0 1 1 1] 0 0 0 1] 0 0 1
1 0 1 0 ] 0 0 1 1] 0 1 1

Rys. 2.15. Redukcja argumentow funkcji

Po redukcji w pierwszej grupie pozostaja argumenty a = 1, b = 0 w drugiej b = 0,c = 0, natomiast
w trzeciej b = 0,d = 1. Odpowiadaja im ponizsze koniunkcje (w postaci dysjunkcyjnej negowane sa
argumenty o wartosci 0):

ab, be, bd.
Alternatywa (dysjunkcja) wyznaczonych w ten sposéb koniunkcji tworzy poszukiwang minimalng
normalng posta¢ dysjunkcyjna funkcji:

f(a,b,c,d) =ab + bc + bd.

2.5.5. Wykorzystanie tablic Karnaugha do analizy wyrazen logicznych

Przedstawione powyzej metody zapisu wyrazen logicznych z wykorzystaniem tablic Karnaugha moga
by¢ wykorzystane do przeprowadzenia ich analizy. Uwzgledniajac, ze posta¢ dysjunkcyjna powstaje
z grup jedynek, a posta¢ koniunkcyjna z grup zer i majac na uwadze zasady negowania argumentow
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(0 w postaci dysjunkcyjnej lub 1 w postaci koniunkcyjnej), mozna ustali¢ uktad grup argumentow, co
pozwala na szybkie zapisanie tablicy Karnaugha dowolnego wyrazenia logicznego.

Przyktad 1
Nalezy utworzy¢ tablice Karnaugha funkcji logicznej zapisanej wyrazeniem:
f(a,b,c) = ab + ac.

Po pierwsze nalezy zauwazyc¢, ze jest to wyrazenie zapisane w postaci dysjunkcyjnej i zawiera dwa
sktadniki, dlatego zostalo zapisane z dwodch grup jedynek. Analizujac rozktad negacji, mozna
wnioskowac, ze:

e grupa ab powstata z kratek tablicy, w ktorych a = 1 i b = 0 (w postaci dysjunkcyjnej negowane

s 0), a ¢ jest dowolne, wiec sklada si¢ z elementow o adresach: 100 oraz 101,
e grupa ac powstata z kratek, w ktorych a =1 i ¢ =0, a b jest dowolne, wiec sktada sie
z elementow o adresach 100 oraz 110.
Pozwala to na ustalenie kratek, w ktorych znajduja si¢ 1 (pozostate kratki zawieraja 0), co prowadzi do
tablicy Karnaugha w postaci pokazanej na rys. 2.16.

abc 00| 01|11 10
olololo
IR o i [

Rys. 2.16. Grupy jedynek w tablicy Karnaugha

Przyktad 2
Nalezy utworzy¢ tablicg Karnaugha funkcji logicznej zapisanej wyrazeniem:
f(a,b,c) =a(b+0).

Po pierwsze nalezy zauwazyc¢, ze jest to wyrazenie zapisane w postaci koniunkcyjnej i zawiera dwa
czynniki, wiec zostalo zapisane z dwoch grup zer. Analizujac rozktad negacji mozna wnioskowac, ze:
e grupa a powstata z kratek tablicy, w ktorych a = 0 (w postaci koniunkcyjnej negowane sg 1),
a b i ¢ sa dowolne, a wiec sktada si¢ z elementow o adresach: 000, 001, 010, 011,
e grupa (b + ¢) powstata z kratek, w ktorych b = 1 i ¢ = 1, a a jest dowolne, a wigc sktada sie
z elementow o adresach 011 oraz 111.
Pozwala to na ustalenie kratek, w ktorych znajduja si¢ 0 (pozostate kratki zawieraja 1), co prowadzi do
tablicy Karnaugha w postaci pokazanej na rys. 2.17.

abc 00| 01|11 10

0O Lo [ 0[]0}l O
1 |1 ]1]|oj1

Rys. 2.17. Grupy zer w tablicy Karnaugha

Podejscie przedstawione na powyzszych przyktadach moze byé wykorzystane do analizowania
funkcji logicznych pod katem ich optymalnosci. Analiza rozktadu grup w tabeli Karnaugha pozwala
eliminowa¢ sktadniki zbedne (takie, ktéore mozna usung¢ bez wpltywu na uzyskiwane wartosci)
I sprawdzi¢ czy wykonane zostaly wszystkie mozliwe operacje sklejania. W dalszych rozwazaniach
znajdzie to rowniez zastosowanie przy eliminacji hazardu (zob. p. 3.5).
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Przyktad 3

Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja logiczna

f(a,b,c) =ab+ b+ ab

jest zapisana w postaci minimalnej.
Jest to wyrazenie w postaci dysjunkcyjnej, ktore sktada si¢ z trzech grup:
e grupa ab z kratek, w ktorych a = b = 1 (adresy 111, 110),
e grupa b z kratek, w ktorych b = 0 (adresy 000, 001, 100, 101),
e grupaab z kratek, w ktorych a = b = 0 (adresy 000, 001),
co prowadzi do tabeli Karnaugcha pokazanej na rys. 2.18a.

abc 00 | 01|11 | 10 abc 00 | 01|11 | 10
0 ILalaJjo |0 Of1]1]Jo]o0
111 | i || )
a) przed optymalizacjg b) po optymalizacji

Rys. 2.18. Grupy jedynek w tablicy Karnaugha

Analizujac uktad grup, tatwo zauwazy¢, ze dwuelementowa grupa ztozona z kratek 000 i 001
(odpowiednik sktadnika @b) w catosci zawiera sie w czteroelementowej grupie ztozonej z kratek 000,
001, 100 i 101 (odpowiednik sktadnika b). Oznacza to, ze sktadnik @b jest zbedny i moze by¢
wyeliminowany bez wplywu na warto$¢ wyrazenia. Dodatkowo dwuelementowa grupa ztozona z kratek
1111 110 (odpowiednik sktadnika ab) moze by¢ powigkszona do czteroelementowej, co prowadzi do
zredukowania wyrazenia. Z analizy wynika, ze funkcja nie jest zapisana w postaci minimalnej, jednak
optymalizujac uktad grup (rys. 2.18b), mozna ja zapisa¢ w minimalnej postaci dysjunkcyjne;j

f(a,b,c) =a+h.

2.6. Zadania

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

Dana jest funkcja logiczna czterech zmiennych f(x,y, z, q). Funkcja przyjmuje wartos¢ 1, gdy
y=q=1Iluby=q=0, wpozostalych przypadkach przyjmuje wartos¢ 0. Przygotu;j tablicg
prawdy i zapisz funkcje f w dysjunkcyjnej i koniunkcyjnej postaci kanonicznej.

Dana jest funkcja logiczna czterech zmiennych g(x,y, z, q). Funkcja przyjmuje warto$¢ 0, gdy
x=y=0Iluby =0iz =1, wpozostatych przypadkach przyjmuje warto$¢ 1. Przygotuj tablicg
prawdy i zapisz funkcje g w dysjunkcyjnej i koniunkcyjnej postaci kanonicznej.

Korzystajac z metody Karnaugha, zapisz minimalng dysjunkcyjng i koniunkcyjng posta¢ funkcji
f z zadania 2.1 oraz funkcji g z zadania 2.2.

Korzystajac z minimalnych form zapisanych w zadaniu 2.3, narysuj schematy logiczne funkcji f
i g zgodnie z norma DIN 40700 oraz IEEE Std 91/91a-1991.

Przeprowadz analiz¢ ponizszych funkcji i zapisz je w postaci minimalnej:

a) f(x,y,z,q) =xZ+ xzq + yzq + xZ,

b) glx,v,zg) =(x+y+2)x+y)x+y+z+q(x+y+2).



