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9. Minimum funkcji

9.1. Minimum funkcji jednej zmiennej - funkcje fminbnd i fmin

Funkcja fminbnd jest stosunkowo nowg funkcjg i nie wyst¢puje we wczesniejszych wersjach MATLAB-
a (np. w wersji 5.0). We wszystkich natomiast wersjach mozna korzysta¢ z funkcji fmin. Funkcja fmin
zostanie prawdopodobnie w nastepnych wersjach MATLAB-a usunigta. W wersji obecnej wywotanie

funkcji fmin generuje ostrzezenie informujace o zastapieniu funkcji fmin funkcja fminbnd.
Przedstawiony ponizej sposob korzystania z funkcji fminbnd dotyczy rowniez funkcji fmin.

Funkcja fminbnd moze by¢ wywotana na kilka réznych sposobow. Najmniejsza liczba parametrow
wejsciowych podczas wywotania funkcji wynosi 3, najmniejsza liczba parametréw wyjsciowych
wynosi 1.

fminbnd(funkcja, x1, x2)

Funkcja fminbnd wywotana z 3 parametrami, oblicza minimum funkcji ktorej nazwa podana jest w
pierwszym parametrze, parametry drugi i trzeci wyznaczaja przedzial w ktérym poszukiwane jest
minimum: [X1, X2]. Parametrem wyjSciowym (warto$cig zwracang przez funkcj¢) jest znaleziony X, dla

ktérego w podanym przedziale funkcja osigga warto$§¢ minimalna.

Przyklad 1.

Nalezy obliczy¢ minimum funkcji y = x? + 3 w przedziale xe [-5, 5].

Rozwiazanie:

1. Nalezy utworzy¢ funkcje obliczajaca dla X warto$é y zgodnie ze wzorem y = x? + 3, zapisaé w M-pliku

np. pod nazwg Funkcjal.m

2. Wywota¢ w oknie Command Window polecenie minimalizujace funkcje.

1. Definicja funkcji
(funkcja zapisana w pliku ,,Funkcjal.m”)

function [y] = Funkcjal(x)

% Funkcja oblicza warto$é y(x) = x> + 3

y=x"2+3;
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fminbnd(funkcja, x1, x2, opcje)

Dodatkowy (czwarty) parametr wejsciowy jest wektorem, ktorego kolejne wspotrzedne sa kolejnymi

opcjami wptywajacymi na przebieg obliczen. Temat ten zostanie krotko omoéwiony na koncu rozdziatu.

fminbnd(funkcja, x1, x2, opcje, p1, p2, ...)

Powyzsze wywotanie zostalo wprowadzone aby umozliwi¢ uzytkownikowi wywotywanie
minimalizowanej funkcji z dodatkowymi parametrami (pl, p2, ...). Liczba tych parametréw zalezy od

potrzeb uzytkownika.
Uwagal!

Parametry pl, p2, ... mozna podawaé¢ dopiero po wektorze opcje. Ze wzgledu na to, ze sposob
definiowania wektora opcje nie zostal omoéwiony nalezy podczas wywolywania funkcji fminbnd

podawaé¢ w jego miejsce wektor pusty [].

Przyklad 2.

Nalezy obliczy¢ minimum funkcji y = a x2 + b x + ¢ w przedziale xe [-5, 5], dla trzech zbioréw
parametrow a, b, c:

= a=1b=2c¢c=1;
= a=1b=3,c=1;
= a=1b=4,c=1;
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Rozwiazanie:

1. Nalezy utworzy¢ funkcj¢ obliczajaca dla X  wartos¢ y  zgodnie ze  wzorem
y = a x? + b x + ¢. Parametry rdwnania kwadratowego a, b, ¢ sa dodatkowymi (oprécz X) parametrami

wejsciowymi funkcji. Funkcje zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwg Funkcja2.m.

2. Wywota¢ w oknie Command Window polecenie minimalizujgce funkcj¢ dla wymienionych zbiorow
parametréw a, b, c.

1. Definicja funkcji
(funkcja zapisana w pliku ,,Funkcja2.m”)

function [y] = Funkcjal(x, a, b, c)
% Funkcja oblicza warto$¢ y(x) = ax® + bx +c

y=a*x"2+b*x+c;

2.1. Wywolanie minimalizacji dla pierwszego zbioru parametréw a, b, c:
fminbnd(‘Funkcja2’, -5, 5, ], 1, 2, 1)
ans =
-1
2.2. Wywolanie minimalizacji dla drugiego zbioru parametréw a, b, c:
fminbnd(‘Funkcja2’, -5, 5, [], 1, 3, 1)
ans =
-1.5000
2.2. Wywolanie minimalizacji dla drugiego zbioru parametréw a, b, c:
fminbnd(‘Funkcja2’, -5, 5, [], 1, 4, 1)
ans =

-2
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9.2. Minimum funkcji wielu zmiennych — funkcje fminsearch i fmins

Podobnie jak w przypadku poszukiwania minimum funkcji jednej zmiennej istnieja dwie funkcje

minimalizacji funkcji wielu zmiennych:

o funkcja fminsearch (nowa funkcja wystepujaca w MATLAB-ie 6, nie wystepuje w poprzednich
wersjach MATLAB-a),

o funkcja fmins (przestarzata funkcja mozna jej uzywaé we wszystkich wersjach MATLAB-a, zostanie
w nastgpnych wersjach usunieta o czym informuje ostrzezenie pojawiajace si¢ w trakcie wywolania tej
funkcji w MATLAB-ie 6.5).

Przedstawiony ponizej sposob korzystania z funkcji fminsearch dotyczy roéwniez funkcji fmins.

Funkcja fminsearch moze by¢ wywotana na kilka r6znych sposobéw. Najmniejsza liczba parametrow
wejsciowych podczas wywotania funkcji wynosi 2, najmniejsza liczba parametrow wyjsciowych
wynosi 1.

fminsearch(funkcja, x0)

Funkcja fminsearch wywotana z 2 parametrami, oblicza minimum funkcji ktorej nazwa podana jest w
pierwszym parametrze, parametr drugi wyznacza punkt startowy, od ktorego poszukiwania minimum
zostang rozpoczgte. Parametrem wyjsciowym (wartos$cig zwracang przez funkcje) jest znaleziony punkt z

dziedziny, dla ktorego w podanym przedziale funkcja osigga warto$¢ minimalna.

Przyklad 1.

Nalezy obliczy¢ minimum funkcji y = (X1 —1)? + (x2 —2)? poszukujac minimum poczawszy od punktu
x0=[10, 10].

Rozwiazanie:

1. Nalezy utworzy¢ funkcje obliczajacg dla x1 i x2 wartos¢ Yy zgodnie ze wzorem
y = (X1 -1)2 + (x2 —2)?, zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwa Funkcja3.m

2. Wywota¢ w oknie Command Window polecenie minimalizujace funkcje.

Uwaga:

Funkcja minimalizujagca fminsearch wymaga aby minimalizowana przez nig funkcja byla funkcja o
naglowku: function [y] = fun (Xx) (uzytkownik moze oczywiscie zmieni¢ nazwg¢ parametrow:

wejsciowego — X, wyjsciowego — Y, czy nazwe funkcji — fun).

&
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Parametr wyjSciowy musi by¢ warto$cig liczbowa (nie wektorem).

Parametr wejsciowy moze by¢ wartoscig liczbowa — jezeli minimalizowana funkcja jest funkcja jedne;j
zmiennej. Jezeli minimalizowana funkcja jest funkcja wielu zmiennych to poszczegolne elementy

wektora wejsciowego nalezy traktowac jako kolejne zmienne od ktorych funkcja jest zalezna.

Np.: Jezeli funkcja jest funkcjg dwoch zmiennych X1 i X2 to pierwszy element parametru wejSciowego
funkcji (np. X) jest pierwsza zmienng (X(1) to zmienna x1), drugi element jest druga zmienng (X(2) to
zmienna x2).

Podsumowujac: Jezeli minimalizowana funkcja jest funkcja np.: y = X1 + x22 to funkcja ta powinna by¢
zapisana jako:

function [y] = fun (x)
y = X()"2 + x(2)"2;
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Wykres funkcji y = (x1 —1)% + (x2 —2)?. Na wykresie poziomicowym wida¢, ze funkcja osigga minimum
w punkcie (1, 2).

1. Definicja funkcji 2. Wywolanie minimalizacji

(funkcja zapisana w pliku ,,Funkcja3.m”)

function [y] = Funkcja3(x) fminsearch(‘Funkcja3’, [10 10])
% Funkcja oblicza wartos$¢ ans =
% y(X1, X2) = (X1 - 1)"2 + (X2 - 2)72 1.0000 2.0000

y = (x(1)-1)" 2 + (x(2)-2)™ 2;
&
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Funkcja fminsearch moze by¢ rowniez wykorzystana do poszukiwania minimum funkcji jednej
zmiennej.

Przyklad 2.

Nalezy obliczy¢ minimum funkcji y = X2 + 3 poszukujac minimum poczawszy od punktu X0=-5.

Rozwiazanie:

Wywota¢ w oknie Command Window polecenie minimalizujgce funkcje. Skrypt definiujacy funkcje
zostal juz napisany we wcze$niejszym przyktadzie: ,,Funkcjal.m”

fminsearch(‘Funkcjal’, -5)

ans =
0

fminsearch(funkcja, x0, opcje)

Dodatkowy (trzeci) parametr wejSciowy jest wektorem, ktorego kolejne wspolrzedne sa kolejnymi

opcjami wptywajacymi na przebieg obliczen. Temat ten zostanie krotko omoéwiony na koncu rozdziatu.

fminsearch(funkcja, x0, opcje, p1, p2, ...), fmins(funkcja, x0, opcje, [], p1, p2, ...),

Powyzsze wywotanie zostalo wprowadzone aby umozliwi¢ uzytkownikowi wywolywanie
minimalizowanej funkcji z dodatkowymi parametrami (p1, p2, ...). Liczba tych parametrow zalezy od

potrzeb uzytkownika.

Przyklad 3

Nalezy obliczyé minimum funkcji y = (X1 + a)? + (X2 + b)?, poszukujac minimum poczawszy od punktu
x0=[10, 10] dla dwoch zbiorow parametrow a, b:

» a=-1,b=-2
= a=1b=2
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Rozwiazanie:

1. Nalezy utworzy¢ funkcje obliczajacg warto$¢ Y na podstawie wartosci X1 1 X2 zgodnie ze wzorem
y = (x1 + &) + (X2 + b)?. Funkcje zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwa Funkcja4.m.

2. Wywota¢ w oknie Command Window polecenie minimalizujace funkcj¢ dla wymienionych zbioréw
parametréw a, b.

1. Definicja funkcji

(funkcja zapisana w pliku ,,Funkcja4.m”)

function [y] = Funkcja4(x, a, b)

% Funkcja oblicza wartoe$¢ y(x1, x2) = (x1 + @)% + (x2 + b)?

y=(X(1) +a)”™ 2+ (X(2) + b)"2;

2.1. Wywolanie minimalizacji dla pierwszego zbioru parametrow a, b:
fminsearch(‘Funkcja4’, [10, 10], [], -1, -2)

ans =
1.0000 2.0000

2.2. Wywolanie minimalizacji dla drugiego zbioru parametrow a, b:
fminsearch(‘Funkcja4’, [10,10], [], 1, 2)

ans =
-1.0000 -2.0000

9.3. Znaczenie wektora opcje w funkcjach minimalizujgcych

9.3.1. funkcje fminbnd, fminsearch

Ustawienia wektora opcji wpltywaja zar6wno na przebieg obliczen jak i na sposob wyswietlania
wynikow. Do generowania wektora opcji nalezy wykorzysta¢ funkcje MATLAB-a: optimset. Funkcje

minimalizujace wykorzystujg opcje:
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Opcja

Znaczenie

Display

Opcja wpltywa na sposéb wyswietlania wynikow. Moze przyjmowaé jedna z
warto$ci: Off, iter, notify, final.
Ustawienie opcji Display warto$ci iter powoduje wysSwietlanie wynikow

posrednich. Domyslnie wyniki posrednie nie sg wyswietlane.

TolX

Opcja wptywa na wymagang dokladnos¢ poszukiwanego rozwigzania. Mozna
ustawi¢ np. na 0.1 (rozwigzanie zostanie znalezione z doktadnoscia do 0.1) czy na
1.0 e-4 (rozwigzanie zostanie znalezione z doktadnoscig do 0.0001). Zwigkszanie
doktadnosci wptywa na wydluzenie czasu obliczen. Domys$lnie opcja ta ma

ustawiong warto$¢ 1.0 e-4.

TolFun

Opcja wptywa na wymagang doktadno$¢ wyznaczenia wartosci funkcji w punkcie
optymalnym.

MaxFunEvals

Opcja definiuje maksymalna liczb¢ wywotan minimalizowanej funkcji.

Maxlter

Opcja definiuje maksymalng liczbg iteracji procesu minimalizacji.

Ustawienia opcji TolX, TolFun, MaxFunEvals, Maxlter wyznaczaja warunek zakonczenia procesu

poszukiwania minimum. Proces ten jest wigc zatrzymywany:

jezeli kolejne przyblizenia punktu w ktérym znajduje si¢ minimum beda mniejsze od TolX lub
jezeli kolejne przyblizenia wartosci funkcji beda mniejsze od TolFun lub

jezeli algorytm minimalizacji wykona wigksza liczbe przebiegow niz MaxIter lub

— jezeli podczas procesu poszukiwania minimum minimalizowana funkcja zostala wywotania wigcej

razy niz MaxFunEvals

Aby wygenerowa¢ wektor opcji, w Ktorym:

— opcja Display otrzyma warto$¢ iter,

—opcja TolX otrzyma warto$¢ 0.01

nalezy wykona¢ polecenie:

>> optimset(‘Display’, ‘iter’, ‘TolX’, 0.01)

Z tak zdefiniowanymi opcjami mozna teraz np. wywota¢ minimalizacj¢ funkcji z przyktadu 1:

>> fminsearch(‘Funkcja3’, [10 10], optimset(‘Display’, ‘iter’, ‘TolX’, 0.01))

Iteration Func-count minf(x) Procedure

&
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1 3 145 initial 18 32 0.356261 contractinside
2 5 140.563 expand 19 34 0.0968294 contractinside
3 7 122.266 expand 20 36 0.0968294 contractinside
4 9 114.285 expand 21 38 0.0613201 contractoutside
5 11 84.6963 expand 22 40 0.00740013 contractinside
6 12 84.6963 reflect 23 42 0.00740013 contractoutside
7 13 84.6963 reflect 24 44 0.00740013 contractinside
8 15 51.2288 expand 25 46 0.00314787 reflect

9 16 51.2288 reflect 26 48 0.00235711 contractoutside
10 18 22.0156 expand 27 50 0.00152579 contractinside
11 20 14.1338 reflect 28 52 0.000100887 contractinside
12 22 2.52954 reflect 29 54 0.000100887 contractinside
13 23 2.52954 reflect 30 55 0.000100887 reflect

14 25 2.52954 contractoutside 31 57 0.000100887 contractinside
15 27 1.48232 contractinside 32 59 0.000100887 contractoutside
16 28 1.48232 reflect 33 61 3.32384e-005 contractinside
17 30 0.528996 contractinside 34 63 8.42377e-006 contractinside

ans =

1.0025 2.0025

9.3.2. funkcje fmin, fmins

Funkcje fmin i fmins wymagaja aby opcje byly wprowadzane do wektora. Ponizej przedstawiono tabelg
zawierajaca zestaw opcji dla funkcji fminbnd i fminsearch wraz z ich odpowiednikami dla funkcji fmin
i fmins.

Opcja (funkcje: Opcja (funkcje: fmin, fmins)

fminbnd, fminsearch)

Display Nalezy ustawi¢ pierwszy element wektora opcji.
Ustawienie wartosci dodatniej odpowiada ustawieniu opcji Display na iter,
ustawienie warto$ci 0 odpowiada ustawieniu opcji Display na off.

TolX Doktadno$¢ poszukiwanego rozwigzania nalezy wprowadzi¢ do drugiego
elementu wektora opcji.

TolFun Doktadno$¢ wyznaczenia wartosci funkcji w punkcie optymalnym nalezy

&
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wprowadzi¢ do trzeciego elementu wektora opcji.

MaxFunEvals Maksymalng liczbe wywotan minimalizowanej funkcji nalezy wprowadzié

do czternastego elementu wektora.

Aby wykona¢ minimalizacje¢ funkcji z przyktadu 1 (z wyswietlaniem wynikéw posrednich i tolerancja x =

0.01) za pomocg funkcji fmins nalezy wykonac polecenie:

>> fmins(‘Funkcja3’, [10 10], [1 0.01])

Cwiczenia

1.

Znajdz minimum funkcji y = x? + 5x +3. Jako punkt startowy przyjmij warto$¢ 5. Wygeneruj wykres
funkcji i sprawdz czy wykres potwierdza otrzymany przez Ciebie rezultat.

. Znajdz minimum funkcji y = 100 (X2 — x1?) 2 + (1 — x1) 2. Jako punkt startowy przyjmij punkt:

[-10, -10]. Poszukiwane minimum znajduje si¢ w punkcie [1, 1]. Warto$¢ funkcji w tym punkcie
wynosi 0. Wywotaj funkcj¢ minimalizujaca tak aby byty widoczne rezultaty posrednich krokow
obliczen. Sprawdz czy wartos¢ funkcji w punkcie [1, 1] wynosi 0.

Znajdz minimum funkcji y = a (X2 — X12) 2 + (b — x1) 2 dla dwdch zbioréw parametréw a, b:
= a= 100, b =-1 (minimum w punkcie [-1, 1])
= a= 100, b= 1 (minimum w punkcie [1, 1])

Wartosci a i b powinny by¢ parametrami wejsciowymi funkcji. Jako punkt startowy przyjmij punkt:
[-10, -10].
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