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10. Rozwigzywanie rownan rézniczkowych zwyczajnych

10.1. Réwnania rézniczkowe i ich rozwigzania analityczne
Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym nazywamy réwnanie zawierajace niewiadoma funkcje jedne;j
zmiennej oraz jej pochodne réznych rzedow.
Ogolna posta¢ rownania rézniczkowego n-tego rzedu: F(X, v, Y. y(”))z 0
k

d'y
dx*

gdzie: F to funkcja okreslona w pewnym obszarze n+2 wymiarowym,; y(k) =

Rzedem réwnania rézniczkowego nazywamy najwyzszy rzad wystepujacej w nim pochodnej funkcji
niewiadome;j.

Rozwiazaniem lub calkg rownania rézniczkowego zwyczajnego n-tego rzedu nazywamy kazda funkcje

y = y(x) posiadajaca w pewnym przedziale pochodne do n-tego rzedu wiacznie, ktora spelnia warunek
F(x, y(x), y'(x),..., y(”)(x))z 0 dla kazdego x z tego przedziatu.
Rozwigzaniem ogélnym rownania rézniczkowego n-tego rzedu nazywamy rodzine funkcji:

y= y(x, C.C,,.. .Cn) zawierajacg N niezaleznych parametrow.

Istnieje wiele roznych metod rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych, zwykle uzaleznione sa
one od typu rownania. W r6znego rodzaju poradnikach matematycznych mozna znalez¢ typowe réwnania

rézniczkowe wraz z ich rozwigzaniami.

Zadanie

Dane jest réwnanie rozniczkowe liniowe jednorodne I rzedu o stalych wspolczynnikach:
y'(x)+ay(x)=0.
Jego rozwiazanie ogolne przyjmuje postac:
y(x)=Ce 2% gdzie x, jest ustalonym punktem.
Rozwiazanie szczegolne, spetniajace warunek poczatkowy y(xo ) = Yo, mozna zapisa¢ wzorem:

—a(x—Xp)

y(x)=Yyope
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Przyklad 1.

Przedstawi¢ na wykresie rozwigzanie rownania y'+3y =0, z warunkiem poczatkowym y(0)= 2 dla

x €[0,4].

Rozwiazanie

Wykorzystujac wzory z powyzszego zadania, rozwigzanie rOwnania rdézniczkowego mozna zapisac jako:

y(x)=2e7*,

Zadanie Ogolna postaé Whnioski
zadania

y'+3y=0 y'(x)+ay(x)=0 a=3

y(0)=2 ¥(%0) = Yo Xo =0, Y, =2
Ostatecznie, nalezy wykona¢ nastgpujagce polecenia aby |[FINTTHFETIEE o[
przedstawi¢ uzyskane rozwigzanie na wykresie: File Edt Wiew Inzet Tools

Window Help
2

>>x=0:0.1:4;
>>y = 2*exp(-3*x);
>> plot(x,y);

10.2. Réwnania rézniczkowe — rozwiazania przyblizone

Metody przyblizone rozwigzuja roéwnania rézniczkowe dajac rozwigzanie nie w postaci jawnej
(y(x): f(x)) ale w postaci zbioru punktow dziedziny i odpowiadajacych im wartosci funkcji bedace;j
rozwigzaniem roéwnania rozniczkowego. Najczesciej stosowane metody na podstawie warunku
poczatkowego okreslajagcego warto$¢ rozwigzania w poczatkowym punkcie przedziatu dziedziny
y(xo): Yo przyblizaja warto$¢ rozwigzania w punkcie nastepnym y(XO + AX), itd. Sposdb wyznaczania

przyblizonej warto$ci rozwigzania w punkcie nastepnym zalezy od zastosowanej metody.

Pakiet MATLAB dostarcza dwoch funkcji: ode23 i ode45 rozwigzujacych rdéwnania rozniczkowe
zwyczajne metodami Rungego-Kutty (funkcja ode23 wykorzystuje metody 2 i 3 rzedu, funkcja ode45 —
metody 4 i1 5 rzedu). Funkcje te rozwigzujg réwnanie rozniczkowe jedynie rzedu I. O ile zaistnieje

konieczno$¢ rozwigzania roOwnania o rzgdzie wyzszym, nalezy najpierw takie rownanie sprowadzi¢ do

)
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uktadu réwnan I rzedu (metoda przeksztalcania rownania wyzszego rzedu do uktadu réwnan I rzedu

zostanie omowiona w dalszej cze$ci opracowania).

Podstawowy sposob wywotania funkcji ode23 i ode45 wymaga podania 3 parametréow wejSciowych i

dwodch parametréw wyjsciowych:

[X, Y] = ode23(Funkcja, [x0 xk], y0) lub [X, Y] = oded45(Funkcja, [x0 xk], y0)

Parametr |Znaczenie

Funkcja Nazwa pliku skryptu, w ktorym zostala zapisana funkcja zawierajacej réwnanie
rézniczkowe (sposob definiowania funkcji zawierajacej rownanie rozniczkowe zostat

omowiony doktadnie pod tabelka).

[x0 xK] Przedziat, w ktorym poszukiwane jest rozwigzanie

y0 Okresla warunek poczatkowy (wartos¢ rozwigzania rownania w chwili poczatkowej X0).
Jezeli rozwigzywane jest jedno rownanie — parametr yO0 jest skalarem, jezeli rozwigzywany
jest uktad rownan — y0 jest wektorem, ktorego kolejne elementy zawierajg wartosci

rozwigzan kolejnych rownan uktadu w chwili poczatkowej XO.

X, Y Y — parametr zawierajacy wartosci funkcji, bedacej rozwigzaniem réwnania, w punktach
okreslonych przez wektor X. Wektor X zawiera wartoSci z przedziatu
[X0 XxK]. Jezeli rozwigzywane jest jedno réwnanie — Y jest wektorem o rozmiarze réwnym
rozmiarowi wektora X. Jezeli rozwigzywany jest uktad rownan — Y jest macierza o liczbie
kolumn rowne;j ilo$ci rownan uktadu i liczbie wierszy rownej ilosci elementow wektora X,
kazda kolumna macierzy Y zawiera wartosci kolejnej funkcji bedacej rozwigzaniem
uktadu.

DEFINICJA FUNKCJI ZAWIERAJACEJ ROWNANIE ROZNICZKOWE

Aby zapisa¢ roOwnanie rozniczkowe w postaci skryptu nalezy:

— sprowadzi¢ rownanie do postaci: y' = F(x, y),

— zapisac¢ rownanie w postaci funkcji o nagtowku: function [dy]=fun (x, y).

Uzytkownik moze oczywiscie zmieni¢ nazwe parametrow: wejsciowych — x, y, wyjsciowego — dy,

czy nazwe funkcji — fun.

Parametr x musi by¢ warto$cig liczbowa (nie wektorem). Parametry y i dy mogg by¢ wektorami o ile
funkcja ode (23 lub 45) rozwigzuje uktad rownan rézniczkowych. Parametrowi dy nalezy przypisac
wyrazenie opisujace sposob generowania pierwszej pochodnej funkcji y na podstawie parametrow
wejsciowych x iy. (y'=F(x,y)).

)
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Jezeli rozwiazywanym réwnaniem roézniczkowym jest rownanie: 2y’ + 4y +x° =0 to:
— nalezy je najpierw przeksztatci¢ do postaci: y' = F(x, y) tzn.: y'=-2y-0.5x%,
— 1zapisa¢ w postaci funkcji:

function [dy]=fun (X, y)

dy = -2*y - 0.5 * x"2;

Jezeli rozwigzywany jest uktad rownan rézniczkowych to poszczegoélne elementy wektora dy opisujg

kolejne rdéwnania rézniczkowe do rozwigzania.
Jezeli nalezy rozwigza¢ uktad rownan rézniczkowych postaci:

0.5p’ =0
{ p'+ p+X o

q'-q=0’

— nalezy uklad ten najpierw przeksztatcic tak, aby pierwsze pochodne nieznanych funkcji

p i g wystepowaty po lewej stronie znakow rownosci:
{ p'=-2p—2x
q'=q

— a nastepnie nalezy przyja¢ np., ze poszukiwana funkcja p jest pierwszym elementem wektora y, a
funkcja q drugim elementem wektora. Ostatecznie, nalezy zapisa¢ funkcje:

Wersja 1 Wersja 2

function [dy]=fun (X, y) function [dy]=fun (X, y)
dy(1) =-2*y(1) -2*x; dy = [-2*y(1) -2 * x; y(2)];
dy(2) =y(2);

Y=Y’

Uwaga:

Parametr dy musi by¢ wektorem kolumnowym. Zwro¢ uwage na dwie rozne metody
konstruowania takiego wektora. W wersji 1. wektor zostal utworzony przy pomocy przypisan dy(1)
= .. 1 dy(2) = .... Taka konstrukcja tworzy jednak wektor wierszowy, ktory nalezy nastepnie

transponowac (y =y’). W wersji 2. zastosowano ,,;”” do oddzielenia elementow wektora.
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Przyklad 2.

Nalezy rozwigza¢ zadanie z przyktadu 1 wykorzystujac funkcje ode23 lub ode45.

Rozwiazanie:

1. Nalezy sprowadzié¢ réwnanie y’+3y =0 do postaci: y’ = F(x,y), czyli: y'=-3y.

2. Nalezy utworzy¢ funkcje definiujaca powyzsze rownanie i zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwa ,,R1.m”:
function [dy] = R1(X, y)
dy = -3%y;

3. Réwnanie mozna rozwigza¢ wykonujac w oknie Command Window polecenie:

>> [X, Y]=0de23(‘R1°,[0 4],2); lub

>> [X, Y]=0de45(‘R17,[0 4], 2);

4. Na koniec mozna przedstawi¢ rozwigzanie na wykresie: 4 Figure No. 1 M=
FEile Edit “iew [nzert Tools
>> pIOt(X’ Y) Window  Help
5. Jezeli rownanie miatoby by¢ wielokrotnie rozwigzywane (np. w 2
celach demonstracyjnych) mozna jego rozwigzanie, wraz z 15
generowaniem wykresu umiesci¢ w skrypcie: '
1
[X, Y]=0de23(‘R1°,[0 4], 2);
plot(X, Y) 05
0
0 1 2 3 4
Uwaga:

Porownaj uzyskany wynik z rozwigzaniem analitycznym tego samego rownania rézniczkowego
(przyklad 1).
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Przeksztatcanie rownania wyzszego rzedu do uktadu réwnan | rzedu

Uktadem m rownan rozniczkowych zwyczajnych nazywamy uktad réwnan, w ktérym wystepuje m

niewiadomych funkcji jednej zmiennej oraz ich pochodne réznych rzedow.

Ogolna postac uktadu rownan rézniczkowych n-tego rze¢du:

F6 e Ve Y™ o Yo Vi Y™ ) = 0
Fa 06 Yo Vi Y Vi Vi Y™ )= 0

Kazdy uklad zawierajacy pochodne wyzszych rzedow mozna sprowadzi¢ do ukladu réownan

rozniczkowych I rzedu przez wprowadzenie dodatkowych funkcji jednej zmiennej.

Zadanie

Nalezy sprowadzi¢ rownanie rozniczkowe y™ = F(X, Y, Yoo y(“*l)),

z warunkami poczatkowymi: y(0)=w,, y'(0)=w,, ..., y"(0)=w,

do uktadu n rownan rézniczkowych I rzedu.

Stosujac podstawienia: z, =Yy, z, =Y, ..., Z, = y"Y mozna zapisa¢ uktad rownan

Uklad Opis

=1, Zmienne z,, ..., Z, zastgpuja niewiadomga funkcj¢ y i jej kolejne pochodne
Z; =1 (oprécz ostatniej). RoOwnania: z/ =z, opisuja zaleznosci pomiedzy

dodatkowo wprowadzonymi zmiennymi (np.: z; =z, oznacza, ze y' =Y,
itd.). Ostatnie réwnanie z/ :F(X, Zl,ZZ,...,Zn) opisuje wilasciwe roéwnanie
rozniczkowe: y" = F(X, Y, y',...,y(”’l)). Roéwnania: z/ =2z, sa niezbedne,
aby w zapisie z/, = F(X,2,,2,,...,2,) bylo wiadomo, ze z,, ..., Z, zastepuja

niewiadomg funkcje y i jej kolejne pochodne.

Warunki poczatkowe po podstawieniu nowych zmiennych przyjmujg postac: Zl(O) =W, Z, (O) =W,, ...

z,(0)=w,

n-

)
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Przyklad 3.

Przedstawi¢ na wykresie rozwigzanie rownania y”+y'+10y =0 z warunkami poczatkowymi y(O) =5,

y'(0)=0 dla x €[0,10].

Rozwiazanie:
1. Nalezy sprowadzi¢ rownanie y”+ y’'+10y =0 do postaci: y" = F(x,y,y'),
czyli: y"=-y'-10y.
2. Nastepnie rownanie y" = —y'—10y nalezy zapisa¢ w postaci uktadu dwoch rownan I rzedu.

W tym celu wprowadza si¢ podstawienie: z, =y, z, =Y'. Stad rownanie II rzgdu moze by¢ zapisane

w postaci uktadu dwoch rownan I rzgdu:

2, =1
,1 ? . Warunki poczatkowe mozna zapisac¢ jako: z, (0) =5, ZZ(O) =0.
z,=-2,-10z,

3. Nalezy utworzy¢ funkcj¢ definiujaca powyzsze rOwnanie i zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwg ,,R2.m”:
function [dz] = R2(x, z)
dz=[z(2) ; -z(2)-10*z(1)];

4. Roéwnanie mozna rozwigza¢ wykonujac w oknie Command Window polecenie:
>> [X, Z]=0de23(‘R2’,[0 10], [5 0]); lub  >>[X, Z]=0de45(‘R2°,[0 10], [5 0]);

5. Funkcja ode (23 lub 45) zwraca w parametrze wyjsciowym Z rozwigzanie. Rozwigzaniem tym jest
przebieg funkcji z,(x) i z,(x) dla x €[0,10]. Funkcje z,(x) i z,(x) odpowiadaja poszukiwanym y(x)
[ y'(x) (poniewaz z, =y, z, =Y'). Pierwsza kolumna macierzy Z zawiera wartosci funkcji Zl(x),
druga kolumna — funkcji z, (x) w kolejnych punktach dziedziny (wartosci tych punktow zwracane sa

w wektorze X). Rozwigzanie rownania mozna przedstawi¢ na wykresie na dwa sposoby:
a) mozna na jednym wykresie przedstawi¢ przebieg funkcji y(x) i jej pochodnej y’(x)

b) mozna umiesci¢ funkcje y(x) i y'(x) na dwéch wykresach.

Wersja a Wersja b

>> subplot(1, 2, 1)
>> plot(X, Z) >> plot(X, Z(:,1))
W takim przypadku rysowane s3a wykresy >> subplot(1, 2, 2)

kolumn macierzy Z wzgledem wektora X. >> plot(X, Z(:,2))




MATLAB 8

Wersja a Wersja b
% Figure No. 1 M=l E3 i Figure No. 1 M=l E3
FEile Edit “iew Inset Toolz ‘window Help Eile Edit “iew Ingert Toolz ‘window Help
10 5
¥ ()
¥l
ot
5 -
] 5 10

=15
0

-20
0

Uwaga:
W wersji b wystapily odwolania; Z(: ,1) i Z(:, 2). Odwolanie Z(:, 1) zwraca pierwsza kolumne¢
macierzy Z, odwolanie Z(:, 2) zwraca druga kolumne macierzy Z.
6. Jezeli réwnanie miatoby by¢ wielokrotnie rozwigzywane mozna jego rozwigzanie, wraz z
generowaniem wykresu umiesci¢ w skrypcie:
[X, Z]=0de23(‘R2’,[0 10], [S 0]);
plot(X, Z)

[X, Y] = ode23(Funkcja, [x0 xk], y0, opcje) lub
[X, Y] = oded45(Funkcja, [x0 xk], y0, opcje)

Dodatkowy (czwarty) parametr wejsciowy jest wektorem, ktorego kolejne wspdirzedne sg kolejnymi

opcjami wptywajacymi na przebieg obliczen. Temat ten nie zostanie omdwiony w tym opracowaniu.
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[X, Y] = ode23(Funkcja, [x0 xk], y0, opcje p1, p2, ...) lub
[X, Y] = ode45(Funkcja, [x0 xk], y0, opcje, p1, p2, ...)

Powyzsze wywotanie zostalo wprowadzone aby umozliwi¢ uzytkownikowi wywotywanie funkcji
zawierajgcej rownanie rozniczkowe z dodatkowymi parametrami (pl, p2, ...). Liczba tych parametrow

zalezy od potrzeb uzytkownika.
Uwaga!

1. Parametry pl, p2, ... mozna podawac¢ dopiero po wektorze opcje. Ze wzgledu na to, Ze sposéb
definiowania wektora opcje nie zostal omowiony, nalezy podczas wywolywania funkcji ode (23

lub 45) podawacé w jego miejsce wektor pusty [].

2. Funkcja zawierajaca opis rownania rézniczkowego musi rowniez zawiera¢ parametr opcje, tzn.
naglowek przykladowej funkcji opisujacej rownanie rozniczkowe, musi w takim przypadku
przyjmowac posta¢: function [dy]=fun (X, y, opcje, pl, p2, ...).

Przyklad 4.
Przedstawi¢ na wykresie rozwigzanie rownania ay”+by’+cy+dx=0 z warunkami poczatkowymi
y(0)=5, y'(0)=0 dla x €[0,10], dla dwoch zbioréw parametréw a, b, c, d:

* a=1,b=1,c¢c=5d=0;

* a=1,b=51¢=1d=0;

Rozwiazanie:
1. Nalezy sprowadzi¢ rownanie ay” +by’'+cy +dx =0 do postaci: y" = F(X, Y, y’),
czyli: y"=-1/alby +cy+dx).

2. Nastepnie réwnanie to nalezy zapisa¢ w postaci uktadu dwoch rownan I rzedu.

W tym celu wprowadza si¢ podstawienie: z, =y, z, =Y’. Stad rownanie II rzgdu moze by¢ zapisane

w postaci uktadu dwoch réwnan I rzgdu:

Z{ =1z, . . .,
. Warunki poczatkowe mozna zapisac jako: z,(0)=5, z,(0)=0.
{z; =-1/a(bz,+cz, +dx) pocs pisac) 0) :(0)

3. Nalezy utworzy¢ funkcje definiujaca powyzsze rdéwnanie i zapisa¢ w M-pliku np. pod nazwa ,,R3.m”:
function [dz] = R3(X, z, opcje, a, b, ¢, d)
dz=1z(2) ; -1/a*(b*z(2) + c*z(1) + d*x)];

4. Rownanie mozna rozwigzaé¢, wykonujac w oknie Command Window polecenie:

)
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dla pierwszego zbioru parametréw a, b, c, d:

>> [X, Z]=0de23(‘R3’,[0 10],[5 0],[],1,1,5,0); lub
>> [X, Z]=0de45(‘R3%,[0 10], [5 0], [], 1, 1, 5, 0);

dla drugiego zbioru parametréw a, b, c, d:

>> [X, Z]=0de23(‘R3’,[0 10],[5 0],[],1,5,1,0); lub
>> [X, Z]=0de45(‘R3%,[0 10], [5 0], [], 1, 5, 1, 0);

5. Rozwigzanie rownania; y(x) mozna przedstawic¢ na wykresie: >> plot(X, Z(:, 1))

3 Figure No. 1 Al E3
File Edit ‘“iew Inset Toolz ‘wWindow Help Eile Edit “iew |ngert Toolz ‘window Help

5] T T T T ]

i 1,b=1,¢=5d=0 | d

a=1, b=1, ¢c=5, d=
a=1, b=5, c=1, d=0

21 ar

Or 2r

2t 11

-4 a

] 2 4 G a 10 1] 2 4 B a 10

Cwiczenia

1. Przedstaw na wykresie rozwiazanie rownania 4y’ + 3y’ +2x =5 z warunkiem poczatkowym y(O) =3
dla x €[0,5].

2. Przedstaw na wykresie rozwiazanie (y(x), y’(x)) réwnania 3y” +sin(y’)+cos(y)+x =3 z warunkami
poczatkowymi y(0)=2, y'(0)=0 dla x €[0,5].

3. Przedstaw na wykresie rozwiazanie (x(t),x'(t),x"(t)) rownania x"+3x+2x"+t=0 z warunkami
poczatkowymi X(l) =2, X'(l) =0, X”(l) =0dlate [1, 10].

4. Przedstaw na wykresie rozwigzanie rownania ay'+by+cy+d x+e=0 z warunkiem poczatkowym

y(0)=10 dla x €[0,5] i dla dwéch zbioréw parametréw:
— a=1, b=1, ¢=10, d=0, e=0 oraz
— a=1,b=0,c=1, d=1,e=1.
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