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6. PROJEKTOWANIE UKLADOW REGULACJI METODA LINII PIERWIASTKOWYCH

Trajektorie wykreSlane przez bieguny uktadu przedstawionego na ponizszym rysunku przy zmianie
wspoétczynnika wzmocnienia K nazywane sg liniami pierwiastkowymi, krzywymi (wykresem) Evansa lub
miejscami geometrycznymi pierwiastkow.

Yo
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gdzie: Go(s) — transmitancja wypadkowa wynikajaca z polaczenia czlonu korekcyjnego z obiektem

sterowania, Go(S) nalezy zapisa¢ w taki sposob by modyfikacja wspotczynnika k odpowiadata zmianom
warto$ci wybranego parametru czlonu korekcyjnego, transmitancja Go(S) opisuje wiec dynamiczne
wlasciwosci obiektu sterowania i czionu korekcyjnego z dokladnoscia do wyodrebnionego

wspoétczynnika wzmocnienia K.

Transmitancja wypadkowa uktadu jest réwna:

6(s)=—Col8)_

1+ kG,(s)
Bieguny uktadu sg wiec pierwiastkami rownania:
1+kG,(s)=0.

Dobierajac warto§¢ wzmocnienia K mozna wyptywa¢ na potozenie biegunow uktadu, a tym samym

rowniez wplywac¢ na wtasnos$ci ukladu.

Analiz¢ wptywu wspotczynnika wzmocnienia K na rozktad biegunow utatwia dostepna w bibliotece CST
funkcja rlocus. Funkcja ta moze by¢ wykorzystywana wytacznie dla uktadéow SISO (jedno wejscie, jedno
wyjscie).

Wywolujac funkcje nalezy poda¢ zmienng reprezentujaca elementy uktadu odpowiadajace transmitancji
Go(s). Dodatkowo, opcjonalnie mozna réwniez podaé wektor zawierajagcy wartosci wzmocnien k dla
ktorych beda wyznaczane potozenia biegunoéw uktadu. Jezeli wektor ten nie zostanie zdefiniowany
funkcja rlocus dobierze wzmocnienia automatycznie.

Funkcje mozna wigc wywota¢ piszac:

>> rlocus(Go) lub

>> rlocus(Go, K)

gdzie: Go — zmienna reprezentujaca elementy uktadu o transmitancji Go(S); K — wektor definiujacy
wzmocnienia dla ktorych beda wyznaczane potozenia biegunéow uktadu.
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Przyklad 6.1.

Dla uktadu z ponizszego rysunku nalezy dobra¢ warto$¢ wzmocnienia k aby przeregulowanie odpowiedzi

skokowej wynosito k= 15%.

Yo 1 y

+ s?+3s+2

v

A

Aby zbada¢ przebieg linii pierwiastkowych uktadu nalezy wykona¢ polecenia:

s - i
5> Go = tf(L, [1 3 2]): _——definicja obiektu o transmitancji Go(s)=1/(s"+3s+2)

>>rlocus(Go)  —__ generowanie wykresu dla automatycznie dobieranych
wzmocnien

| <) Figure 1 @@@
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Rys. 1. Linie pierwiastkowe uktadu.

1
Na rysunku widoczne sa bieguny uktadu o transmitancji G_(S)= = , tzn. punkt
y 4 blegdny ji G,(s) s?+3s+2 (s+1)(s+2) punxty

p,=-1 1 p,=-2 (oznaczone symbolem x) oraz trajektorie wykre§lane przez bieguny uktadu
wypadkowego dla zmieniajgcego si¢ wspoOtczynnika wzmocnienia k. Linie pierwiastkowe zaczynajg si¢ w
punktach odpowiadajgcych biegunom uktadu otwartego Go(S) (dla k = 0) a konczg w zerach uktadu
otwartego Go(s) lub w nieskonczonos$ci (dla k = o). W tym przypadku transmitancja Go(S) nie ma zer,

&
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wiec linie pierwiastkowe biegng do nieskonczonosci. Na rysunku widoczne sg wiec dwie linie
pierwiastkowe — poniewaz uktad otwarty ma dwa bieguny (jedna linia w kolorze niebieskim, druga w
kolorze zielonym).

Wykres generowany przez funkcje rlocus mozna dodatkowo uzupehi¢ wprowadzajac
pomocniczg siatke. utatwiajacag odczyt danych z wykresu. Siatke mozna doda¢ do ’ Grid |

v Full Yiew

wykresu wybierajac z menu podrecznego (dostepnego pod prawym przyciskiem [ Proserez |

myszy) opcje Grid.

Siatke tworzg potproste rozpoczynajace si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych i1 koncentryczne potokregi
o srodku réwniez w poczatku uktadu. Kazda potprosta pokazuje potencjalne potozenie biegunéw obiektu
oscylacyjnego o ustalonej wartosci wzglednego wspotczynnika ttumienia & Kazdy z podlokregdw
przedstawia mozliwe polozenia biegunéw obiektu oscylacyjnego o ustalonej wartosci pulsacji drgan

wiasnych nie thumionych wn.
Przypomnienie

Model obiektu oscylacyjnego moze by¢ zapisany w postaci transmitancji operatorowe;j:

kew?
G(s)= " ,
) s+ 2w, s+’

gdzie: @, — pulsacja drgan wtasnych nie thumionych, & — wzgledny wspotczynnik ttumienia; 0 < & <1,
k — wspotczynnik wzmocnienia.

Latwo mozna pokazaé, ze bieguny transmitancji G(S) opisane sg zaleznoSciami:

H 2
p1,2 :_fwnila)n 1_5 .
Cze$¢ rzeczywista Re 1 cze$¢ urojona Im biegundéw wynosi wiec:

Re=—¢w, Im=ta,1-&2.

n?

Ponizej zostanie pokazane, ze bieguny uktadow o tej samej wartosci ¢ (wzglednego wspotczynnika
ttumienia) ale o réznych wn (pulsacjach drgan wiasnych nie thumionych) leza na tej samej prostej na

plaszczyznie zespolonej.

Wyznaczona z zaleznoS$ci opisujacej cze$¢ rzeczywistg biegunOw warto$¢ wn WYNOSi:
0, =18
¢
Podstawiajac otrzymang warto$¢ wn do zalezno$ci opisujacej cze$¢ urojong otrzymuje sie:

1-&£2

Im=+

Re. (1)




MATLAB — Control System Toolbox 4

Bieguny ukladow o roéznych wn ale o tej samej wartosci ¢ lezag wigc na tych samych prostych
przechodzacych przez poczatek uktadu wspotrzednych (zaleznos$¢ czesci urojonej od czesci rzeczywistej
(1) jest zaleznoscig liniowa).

|

Podobnie mozna pokaza¢, ze bieguny ukladow o tej samej wartosci wn ale o roznych ¢ leza na tym
samym okregu.

Wyznaczona z zaleznoS$ci opisujgcej cze$¢ rzeczywistg biegunéw wartos¢ & Wynosi:

Po podniesieniu do kwadratu, mozna powyzszg zaleznos$¢ zapisa¢ w postaci:

o’ —Re®, lub: Re’+Im’=aw’. (2)

Bieguny uktadow o réznych £ ale o tej samej wartosci wn lezg na tym samym okregu o srodku w poczatku
uktadu wspoétrzednych i promieniu rownym wn (zalezno$¢ czgsci urojonej od czeSci rzeczywistej (2) jest
opisuje rownanie okregu o srodku w punkcie (0,0) i promieniu wn).

|

Na ponizszym rysunku przedstawiony zostal przebieg linii pierwiastkowych uktadu z przyktadu 1.

<) Figure 1
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Rys. 2. Linie pierwiastkowe uktadu z naniesiong siatkq
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Z wykresu wida¢, ze dla matych wzmocnien bieguny uktadu potozone sg na osi rzeczywistej tzn. uktad
jest uktadem inercyjnym II rzgdu. Od pewnej wartosci wzmocnienia uktad staje si¢ uktadem

oscylacyjnym poniewaz jego bieguny sg liczbami zespolonymi.

Punktem granicznym (pomig¢dzy zachowaniem inercyjnym II rzedu a zachowaniem oscylacyjnym) jest
wzmocnienie dla ktorego obydwa bieguny ukladu osiggajg wartos¢ (-1.5). Dla wigkszych wartosci
wzmocnienia, wzgledny wspotczynnik ttumienia ¢ maleje od wartosci 1 do widocznej na rysunku
wartosci okoto 0.974 - warto$ci wzmocnien zostaty dobrane przez funkcjg¢ rlocus automatycznie dlatego
tez nie jest widoczny dalszy przebieg linii pierwiastkowych (na rysunku widoczne sa polproste dla
uktadow o wspotczynniku & rownym 1, 0.997, 0.99, 0.974 itd.). Pulsacja wn uktadu oscylacyjnego ro$nie
od wartosci 1.5 — z rysunku wida¢ ze najmniejszym mozliwym okregiem na ktorym mogg leze¢ bieguny
uktadu jest okrag o promieniu 1.5, dla rosngcych wartosci wzmocnien promien okregu na ktérym sa
potozone bieguny rosnie.

Odczytywanie parametréw uktadu, ktorego linie pierwiastkowe widoczne sg na rysunku utatwia przycisk
* po jego kliknieciu i wskazaniu wybranego punktu linii pierwiastkowej w oknie wykresu pojawiaja

si¢ dodatkowe informacje.

- <) Figure 1 Q@@
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Rys. 3. Linie pierwiastkowe ukfadu z dodatkowym opisem.

Wyswietlane sa:

System: Go
nazwa ukladu ktorego linie pierwiastkowe widoczne sg na wykresie (w tym przypadku zmienng
reprezentujgcg uktad jest zmienna o nazwie Go),

Gain: 0.343

warto$¢ wzmocnienia, ktoremu odpowiada wskazany punkt linii (tutaj k = 0.343),

&
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Pole: -1.5+0.305 i
wspotrzedne wskazanego bieguna,

Damping: 0.98
warto$¢ wspotczynnika & odpowiadajgca wybranej pozycji bieguna (tutaj & = 0.98),
Overshoot (%): 0

warto$¢ przeregulowania uktadu (tutaj x = 0%)

Frequency (rad/sec): 1.53
warto$¢ wspotczynnika wn odpowiadajaca wybranej pozycji bieguna (tutaj wn = 1.53)

W rozwazanym przyktadzie wspotczynnik wzmocnienia K nalezato dobra¢ w taki sposdb aby
przeregulowanie odpowiedzi skokowej wynosito x = 15%. Na wygenerowanych wczes$niej wykresach
bieguny odpowiadajace takiemu przeregulowaniu nie byty widoczne ze wzgledu na zbyt maty zakres
automatycznie dobranych wzmocnien. Przebiegi linii pierwiastkowych uktadu nalezy wigc wykresli¢
ponownie definiujagc wprost wzmocnienia dla ktérych beda wyznaczane polozenia biegundéw np.

k = 0:0.001:8. Wykonujac polecenie:
>> rlocus(Go, [0:0.001:8])

otrzymuje si¢ przebieg linii pierwiastkowych uktadu dla wzmocnien z przedziatu [0, 8].
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Rys. 4. Linie pierwiastkowe uktadu dla wzmocnien z przedziatu [0, §]

Wykorzystujac narzedzie * mozna teraz latwo odnalez¢ polozenie biegunow odpowiadajace

L}

przeregulowaniu x =~ 15%. Z wykresu mozna odczytaé, ze dla k = 6.44 przeregulowanie uktadu bedzie

réwne zadanej wartosci 15%.

&
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Sprawdzenie

Poprawno$¢ uzyskanego rozwigzania mozna sprawdzi¢ kreslac charakterystyke skokowa badanego

uktadu. W tym celu nalezy zbudowa¢ uktad i wykresli¢ jego reakcje na staly sygnal wejSciowy np.

yo(t) = 1.

>> Go = tf(L, [1 3 2]): } definicja elementow sktadowych ukiadu, Gk — transmitancja korektora,
e\ — R AN

>> Gk = tf(6.44, 1);

>> G = feedback(Go, GK); /— ujemne Sprzezenie zwrotne

—— czas symulacji
>>1=0:0.1:10;

>>y0 = ones(length(t), 1); — sygnal wejsciowy

>> Isim(G, y0, t); ~— symulacja

N
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Rys. 5. Charakterystyka skokowa ukiadu

Po odczytaniu z otrzymanego wykresu wartosci Y, =0.1368 oraz y _=0.119 mozna okresli¢ warto§¢

przeregulowania:

o= =Y 10005 =
Y.

0.1368-0.119

100% ~15% .

Powyzszy wynik potwierdza poprawno$¢ uzyskanego rozwigzania.

&
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Przyklad 6.2.

Dla uktadu z ponizszego rysunku nalezy dobra¢ warto$¢ wzmocnienia k aby czas ustalania odpowiedzi
skokowej byt jak najkrotszy.

y
v

Yo

+ s> +55+6

Funkcja rlocus dostepna w Matlabie umozliwia wykreslanie linii pierwiastkowych uktadoéw, ktorych

schemat jest zgodny z ponizszym:

v

y—ﬁ»i Go(s)
k

Uktad z przyktadu 6.2. mozna przeksztatci¢ do postaci narzucanej przez funkcj¢ rlocus. W tym celu

A

urzadzenie sterujace o transmitancji G(S)=— nalezy rozdzieli¢ na dwa szeregowo potagczone bloki o
S

N . 1 . :
transmitancjach: Gl(s)zk i G,(s)==. Po takim przeksztalceniu schemat badanego uktadu mozna
S
przerysowac w postaci:
1 1
Y, ) ) N R T S A
+ S $°+5s5+6

Blok o transmitancji GZ(S) == mozna teraz dotgczy¢ do transmitancji obiektu regulacji:
S

Yo K 1 y
+ s(s? +55+6)

v

Na koniec wezel sumacyjny mozna przenie$¢ za czton o transmitancji: K (patrz wyktad ,,Przeksztalcanie

schematow blokowych” — folia 18.). Po takim przeksztalceniu uktad mozna narysowac¢ w postaci:

&
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Uktad otoczony czerwonym owalem ma juz odpowiednig strukture, ktora pozwala na wykreslenie
przebiegu jego linii pierwiastkowych. Potaczenie szeregowe tego uktadu z czlonem proporcjonalnym o
transmitancji k, proporcjonalnie (k razy) zwigksza jedynie sygnat wyj$ciowy uktadu — nie wptywa wiec
na czas ustalania sygnatlu wyj$ciowego ani na jego warto$¢ przeregulowania. Bieguny zaznaczonego
fragmentu uktadu pokrywaja si¢ z biegunami uktadu wypadkowego. Tak wiec zadanie postawione w

przykladzie mozna rozwigzac¢ badajac przebieg linii pierwiastkowych uktadu:

Yo 1 y
EEAES >
+ s(s? +55+6)
K |e

Uwaga! Wyznaczajac transmitancj¢ uktadu pierwotnego i uktadu z powyzszego rysunku mozna pokazac,

ze obydwa uktady majg takie same bieguny.

Przypomnienie

Czas ustalania tr (czas regulacji) — odpowiada czasowi po jakim roznica migdzy wartoscig odpowiedzi
h(t) a jej wartoscia ustalong h.. nie przekracza A (A=1, 2, 5 lub 10%) wartosci ustalone;.

Dla obiektow oscylacyjnych czas ustalania wyznacza si¢ z wzoru:

{=—— i~
Sw, A

Dla zadanej wartosci A, wzrost wartosci iloczynu & wn przyczynia si¢ do skracania czasu tr.

W przypomnieniu do przykladu 1. pokazano, ze cze$¢ rzeczywista biegundw obiektu oscylacyjnego
WYNOsi:
Re=-¢o

n-*
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Z powyzszych stwierdzen wynika wigc, ze im wigksza co do wartosci bezwzglednej cze$¢ rzeczywista
biegunéw uktadu (im bardziej w lewo od osi urojonej bieguny sa potozone) tym krotszy jest czas
ustalania odpowiedzi skokowej.

Przyktadowe zadanie mozna wigc rozwigza¢ kreslac linie pierwiastkowe uktadu 1 wybierajac
wzmocnienie k, dla ktérego bieguny uktadu sg potozone jak najdalej od osi urojonej.

Przebieg linii pierwiastkowych uktadu mozna wykresli¢ uktadu wykonuiac polecenia:
__—— definicja obiektu o transmitancji Go(s)=1/s(s?*+5s+6)=1/ s®+5s2+6s

>> Go =tf(1,[1560]);

>> rlocus(Go) —~— generowanie wykresu dla automatycznie dobieranych

WZMocnien

<) Figure 1 Q@@
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Rys. 6. Linie pierwiastkowe uktadu 0 transmitancji Go(S)= 1/ s3+5s2+65s

W przypadku uktadow, ktorych bieguny maja rézne czeSci rzeczywiste o czasie ustalania odpowiedzi
uktadu decyduje biegun znajdujacy si¢ najblizej osi urojonej (takiemu biegunowi odpowiadajg sktadowe
sygnalu wyjsciowego zanikajace najwolniej). Odlegto$¢ najblizszego bieguna decyduje wigc o czasie
ustalania, czym ta odleglo$¢ jest wigksza tym czas ustalania jest krotszy.

Analizujac wykres linii pierwiastkowych nalezy obserwowaé wiec potozenie bieguna ktéry znajduje si¢
najblizej osi urojonej (w przyktadzie dla matych wzmocnien takim biegunem jest biegun ktoérego droga
zostata zaznaczona na niebiesko, od punktu oznaczonego m dwa bieguny: zielony i niebieski majg juz

takie same czg$ci rzeczywiste i przyblizaja si¢ od osi urojonej).

Najdalszym potozeniem w ktorej znajduje sie najblizszy biegun jest potozenie dla wzmocnienia k = 2.11.

Wzmocnienie to daje wiec najkrétszy czas ustalania odpowiedzi skokowe;.




MATLAB — Control System Toolbox 11

Sprawdzenie

Poprawno$¢ uzyskanego rozwigzania mozna sprawdzi¢ kreslac charakterystyke skokowg badanego
uktadu. W tym celu nalezy zbudowa¢ uktad i wykresli¢ jego reakcje na staly sygnat wejSciowy np.

yo(t) = 1.

>>k =2.11;

>> Gk = tf(k, [1 0]);

>> Go = tf(1, [1 5 6]);

>> Gl =tf(1, 1);

>> Gko = series(Go, GK);
>> G = feedback(Gko, G1);
>>1=0:0.1:10;

>>y0 = ones(length(t), 1);
>> Isim(G, y0, t);

Charakterystyke skokowa mozna wykresli¢c konstruujac uktad
pierwotny lub uktad przeksztalcony. Przykladowe polecenia
wykreslajg charakterystyke uktadu pierwotnego.
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Rys. 7. Charakterystyki skokowe uktadu dla k=1, 2, 2.11, 3, 4.

Charakterystyki skokowe uzyskane dla réznych wartosci wzmocnienia K potwierdzaja prawidtowos¢

uzyskanego rozwigzania.
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