DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA 1

7. DOPASOWYWANIE ROZKtLADU DO DANYCH

Dopasowywanie rozktadu jest procedura poszukiwania rozkladu teoretycznego, ktory najlepiej
odpowiada danym empirycznym. Dobrze zidentyfikowany rozktad teoretyczny pozwala na prawidlowe
szacowanie prawdopodobienstw wystgpienia okreslonych zdarzen, pozwala wigc na podejmowanie
wilasciwych decyzji. Identyfikacja rozktadu teoretycznego Ktory najlepiej odpowiada zaobserwowanym
danym to nie tylko wybor typu rozktadu ale rowniez ustalenie wartosci parametréw tego rozktadu.
Parametry te na ogot sg szacowane przy pomocy metody najwickszej wiarygodnosci czy metody
momentow. Zgodnos¢ rozktadu empirycznego z wybranym rozktadem teoretycznym moze by¢ oceniana
poprzez analize wykresow: histogramOw z natozong funkcja gestosci rozktadu teoretycznego, wykresow
Q-Q czy wykresdéw P—P lub poprzez testowanie hipotez o zgodnosci rozktadow.

7.1.Dopasowywanie rozkfadu teoretycznego w MATLAB-ie

Znalezienie odpowiedniego rozkladu teoretycznego dla zbioru danych empirycznych ulatwia w
MATLAB-ie narzedzie df ittool. Jest to wlasciwie odrebna aplikacja, ktéra moze korzysta¢ z danych
znajdujacych si¢ w obszarze roboczym (Workspace) MATLAB-a po ich zaimportowaniu. Podobnie
wyniki w postaci zbioru punktéow odpowiadajacych funkcji gestosci czy dystrybuancie rozktadu
teoretycznego moga by¢ eksportowane do obszaru roboczego MATLAB-a.

Praca z aplikacja sprowadza si¢ do wyboru przez uzytkownika okreslonego typu rozktadu teoretycznego.
W odpowiedzi, w oparciu 0 metode najwigkszej wiarygodnos$ci, wyznaczane sg parametry rozkladu
teoretycznego dajace najlepsze dopasowanie obydwu rozktadéw. Dodatkowo, jakos¢ dopasowania mozna
oceni¢ na wybranym przez uzytkownika wykresie. Sposob wykorzystania narzedzia dfittool zostanie

omoéwiony na nast¢pujacym przykladzie.

Zalozmy, Ze zebrane zostaty dane pochodzace z rozktadu y? o 3 stopniach swobodly:
x=chi2rnd(3,100,1) ;

Okno gléwne aplikacji wyswietlane jest po wywotaniu polecenia:
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Wyniki pomiaréw nalezy zaimportowacé do programu klikajac przycisk ,,Data” i wskazujac wlasciwy

wektor w wyswietlonym po klikni¢ciu oknie:
M= 3

). Distribution Riting Tool
File Yiew Toolz Window Help
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Close | Help |

Dane obszaru roboczego sa widoczne w liScie: Data. Po wskazaniu wilasciwego zbioru nalezy je

zaimportowac klikajac ma przycisku ,,Create Data Set”.

<) Data
Data previesy

Import workspace
Select Columb or Rosse .

}Select Colurnr oF Rowe

Zelect Columy or Rowe ..

Data zet name: Ix data

Create Data =et
-
Manage data sets:
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Close | Helgp |
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Po zaimportowaniu danych i zamknigciu okna ,,Data” w oknie gtéwnym programu wyswietlany jest

automatycznie histogram przedstawiajacy rozktad zaimportowanych danych. Najlepiej pasujacy do tego

rozktadu rozktad teoretyczny mozna ustali¢ z pomocg okna ,,New Fit”, ktore wyswietlane jest po

nacis$ni¢ciu przycisku: ,,New Fit”.

<) Distribution Fitting Tool M =1 E3
File Yiew Tools Window Help
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W oknie ,,New Fit” po wskazaniu typu rozktadu i nalezy kliknaé przycisk ,,Apply”. Automatycznie

zostang wyznaczone najlepsze (maksymalizujace funkcje¢ wiarygodnosci) wartosci parametrow rozkladu.

Fit narne: If'rt 1
Drata: I ¥ data LI
Distribution: Mormal - |
Excclusion rule: | -0gnormal -
Makagarmi
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Presz "apply"™ to fit this distribution
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Manage Fits | Cloze | Help |
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Wyznaczone wartosci parametréw wyswietlane sg3 w dolnej czesci okna, w oknie gldownym na wykres

rozktadu empirycznego naktadany jest wyznaczony rozktad teoretyczny.

<) Edit Fit =1 &3
Fit narme: If'rt 1
Data: | ciets I parametry ~ wybranego  rozkladu
Distriaution: | Normal 4 | __teoretycznego, w tym przypadku:
Exclusion rule: I(nu:unej mu i sigma tzn. p o
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Distrediengparameters: . ‘s i:
obliczona wartos$¢ funkcji
sigma (scale) iarygodnosci dla  znalezionych
parametrow rozktadu (a wlasciwie
Results: jej logarytm naturalny)
Distribution: Mormal / = . ,
Log likelihood: iu—-ms. D:'? Sszacowane wartoscl parametrow w
Domain: -Int < ¥ < Inf L tym przypadku:
Mean: 2.53528 :
= I =2.88528 i ¢ = 2.59383
Fariance: G, 72797
Parameter LALE d. Err. |
i Z.85528 \0.Z59353
=igma 2.59383 / 0.184803
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Results:
Z wykresu wynika, Zze rozklad normalny nie | istribution: Lognormel
oddaje dobrze charakteru analizowanych ||Leg likelihood: -208&.523
. . . Domain: 0 < v <« Inf
danych. Znacznie lepsze dopasowanie daje w
X Parameter Estimate 35td. Err.
tym przypadku rozktad logarytmiczno || . 0.578576  0.0973089
normalny (rozklad lognormal). Rozktad |[sioma 0.9730853 0.0633297
zostat zaakceptowany — okno ,New Fit”

zostalo zamknigte.
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W oknie gléwnym aplikacji na wykres rozkladu empirycznego nalozony zostal wyznaczony powyzej
rozktad logarytmiczno normalny. Rozktad ten opisany jest w legendzie jako ,,£it 1” — jest to domyslna
nazwa nadawana przez program, ktorg uzytkownik moze zmieni¢ podajagc wlasng na etapie

dopasowywania rozktadéw (tzn. w poprzednim oknie) w polu ,,Fit name”.
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Okno gtéwne pozwala na wykonanie porownania obydwu rozktadéw takze na innych wykresach — patrz
lista rozwijalna ,,Display type”. Dodatkowo, mozliwe jest rowniez jednoczesne poréwnanie
rozktadu danych z kilkoma rozkladami teoretycznymi. Dodanie kolejnego rozkladu teoretycznego
odbywa si¢ w taki sam sposob jak dodanie pierwszego rozkladu, tzn. poprzez wykorzystanie okna ,,New

Fit”. Na ponizszym rysunku analizowane dane zostaty porownane rowniez z rozktadem Gamma.

) Distribution Fitting Tool [_ (O] x|
File Yiew Tool: Window Help
Dizplay type: IDensity [FDF j INDrmaI jl
| Manage Fits... | Evaluate. .. | Exclude. .. |
T T T T T T T T 1 1
03 x data
= — fit1
= 02 —fit 2
o o, .
] 0.1 \“:\.\“--.._ et
% Distribution: [ramma -
0 Log likelihood: -2Z02.09
0 2 4 6 8 10 Domairn: 0 < v < Int
Data
Parameter Estimate 5Std. Err.
a 1.45630 0.187085
I} l.9311z2 0.30z2844
hd
Manage Fits | Close | Help |




DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA 6

Oceng jakos$ci dopasowania mozna oprze¢ na obliczanych dla kazdego rozktadu teoretycznego
warto$ciach logarytmu funkcji wiarygodnosci (Log likelihood). Najczesciej uzywanymi
wskaznikami uzywanymi do oceny dopasowania sg tzw. kryteria informacyjne:

Akaike’go: AIC =-2In(L)+ 2k,

Schwarza (bayesowskie):  BIC =—2In(L)+kIn(n),

gdzie: L — warto$¢ funkcji wiarygodnosci, K — liczba parametrow rozktadu teoretycznego, n — rozmiar
proby.

Przyjmuje si¢, ze im mniejsza warto$¢ kryterium tym lepsze dopasowanie. Kryteria informacyjne bazujac
na warto$ciach funkcji wiarygodnosci (im wigksza warto$¢ funkcji tym dopasowanie jest lepsze)
wprowadzaja dodatkowe kary za ztozono$¢ rozktadu — kara jest tym wieksza im wigksza jest liczba
parametrow rozkladu. Taka konstrukcja premiuje wigc rozktady prostsze — 0 mniejszej liczbie
parametrow.

Warto$ci logarytmu funkcji wiarygodnosci otrzymane w wyniku pordwnania analizowanych danych z

wybranymi rozktadami teoretycznymi przedstawia ponizsza tabela.

Rozktad Parametry Wartosé funkeji In(L)

normalny 1 =2.885280, o =2.593832 -236.707
logarytmiczno normalny | «=0.678576 , o =0.973089 -206.523
gamma a =1.456390, £ =1.981120 -202.090

Ze wzgledu na to, ze wszystkie rozwazane rozktady teoretyczne maja dwa parametry wigc oceng jakosci
dopasowania mozna przeprowadzi¢ w oparciu o warto$¢ logarytmu funkcji wiarygodnosci. W tym
przypadku funkcja wiarygodnos$ci osigga najwickszg warto$¢ dla rozktadu gamma — wigc mozna uznac,
ze jest on najlepiej dopasowany do analizowanego rozktadu danych. W rzeczywisto$ci dane pochodzity z

rozktadu 2 0 3 stopniach swobody, rozklad y? jest wiasciwie rozkladem gamma o parametrach o =n/2 i

S =2 (n—ilo$é¢ stopni swobody rozktadu y?) — wiec otrzymany wynik jest zgodny z oczekiwaniami.

Wyniki przeprowadzonej analizy mozna sprawdzi¢ testujac hipoteze o zgodnosci rozktadu empirycznego
z wybranym rozktadem teoretycznym. W tym celu nalezy przyja¢ okreslone wartosci badanego rozktadu
teoretycznego. Mozna je albo przepisa¢ z okna w ktorym dopasowywano parametry rozktadu albo tez
wyznaczy¢ poshugujac si¢ jedng z dostepnych funkcji (niektore rozktady dostepne w oknie dfittool
nie majg swoich odpowiednikéw w postaci funkcji pdf, cdf czy inv). Najbardziej uniwersalng funkcja
jest funkcja mle (Maximum-Likelihood Estimation — estymacja metoda najwigkszej wiarygodnosci):

[par, przedz] = mle(x, 'distribution', dist)
gdzie:
x — wektor zawierajacy wartosci dla ktorych przeprowadzane bedg obliczenia;
par, przedz — oszacowane parametry rozktadu wraz z przedziatami ufnosci,

dist —rozklad teoretyczny, dostepne wartosci:

&
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Lp. | Wartosé¢ 'dist’ Rozklad
1| 'Beta' beta
2| 'Bernoulli’ Bernoulliego
3| 'binomial! dwumianowy
4| 'Discrete uniform!' jednostajny dyskretny
5| 'Exponential’ wykladniczy
6 | 'Extreme value' warto$ci ekstremalnych
7| 'Gamma' gamma
8| 'Geometric' geometryczny
9| 'lognormal' logarytmiczno normalny
10 | 'negative binomial' | Pascala— ujemny rozktad dwumianowy
11 | 'Normal' normalny
12 | 'Poisson' Poissona
13| 'Rayleigh’ Rayleigha
14 | 'Uniform' jednostajny
15 | 'Weibull' Weibulla

Estymacje metoda najwickszej wiarygodnosci wykorzystuja takze wyspecjalizowane funkcje (numery po
prawej odpowiadajg numerom rozktadéw z powyzszej tabeli):

[par, przedz] = betafit(x, alfa) (1)
[par, przedz] = binofit(x, n, alfa) (3)
[par, przedz] = expfit(x, alfa) (5)
[par, przedz] = evfit(x, alfa) (6)
[par, przedz] = gamfit(x, alfa) (7)
[par, przedz] = lognfit(x, alfa) (9)
[par, przedz] = nbinfit(x, alfa) (10)
[xs, sigma, p Xs, p s] = normfit(x, alfa) (11)
[par, przedz] = poissfit(x, alfa) (12)
[par, przedz] = raylfit(x, alfa) (13)
[par, przedz] = unifit(x, alfa) (14)
[par, przedz] = wblfit(x, alfa) (15)

gdzie:
x — wektor zawierajacy wartosci dla ktorych przeprowadzane beda obliczenia;
par, przedz — oszacowane parametry rozktadu wraz z przedziatami ufnosci;
xs, s, p_xs, p_S — $rednia, odchylenie standardowe, przedziaty ufnosci dla $redniej i odchylenia
standardowego rozktadu normalnego

alfa —poziom istotnosci wykorzystywany przy wyznaczaniu przedzialow ufnosci, domyslnie 0.05;

W  powyzszym przyktadzie analizowano dopasowanie rozkladow: normalnego, logarytmiczno
normalnego i rozkladu gamma. Zgodnos¢ tych rozktadéw z badanym rozktadem empirycznym mozna

réwniez oceni¢ w oparciu o, dostgpny w MATLAB-ie, test zgodnosci Kotmogorowa — Smirnowa. Test

&
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ten wyznacza maksymalng odleglo§¢ pomigdzy dystrybuantami obydwu rozktadow co dodatkowo
pozwala na interpretacj¢ geometryczng wyniku. Ponizej przeprowadzone zostaty testy zgodnosci dla

badanych rozktadow teoretycznych.
alfa = 0.05;

%$zgodnos¢ z rozkitadem normalnym
parl = mle(x, 'distribution', 'normal')

parl = 2.8853 2.5808
cdf = [x normcdf (x, parl(l), parl(2))];

[h p d]=kstest(x, cdf, alfa)

h=1, p=0.0381, d = 0.1389

%$zgodnos¢ z rozktadem logarytmiczno normalnym
par2 = mle(x, 'distribution', 'lognormal')

par2 = 0.6786 0.9682
cdf = [x logncdf(x, par2(l), par2(2))];

[h p d]l=kstest(x, cdf, alfa)

h =0, p=0.3230, d = 0.0941
%$zgodnosé¢ z rozktadem gamma

par3 = mle(x, 'distribution', 'gamma')

par3 = 1.4564 1.9811
cdf = [x gamcdf (x, par3(l), par3(2))];

[h p d]l=kstest(x, cdf, alfa)

h=0, p=0.9973, d = 0.0394
Przyjety poziom istotnosci o =0.05 pozwala na odrzucenie hipotezy o zgodnos$ci rozktadu z rozkladem
normalnym, natomiast nie mozna odrzuci¢ hipotez o zgodnosci z rozktadem logarytmiczno normalnym i
z rozkladem gamma. Na lepsze dopasowanie rozkladu gamma wskazuje mniejsza warto$¢ odleglosci
pomigdzy dystrybuantami. Dopasowanie to mozna oceni¢ analizujagc wykres przedstawiajacy
dystrybuanty (mozna skorzysta¢ z mozliwosci narzedzia dfittool Ilub przygotowaé wykres
samodzielnie). Empirical CDF
1 —

e
} /’—-—d_‘ dane

0.8
-z r. logarytmiczno normalny
/ —r. gamma
0.6

xx = 0:0.1:20;
yy2=logncdf (xx,par2 (1) ,par2(2));

F(x)
NN
R

0.4

yy3=gamcdf (xx,par3(1l) ,par3(2));

0.2/
0 cdfplot (x) ;

hold on;
plot(xx,yy2,'qg',xx,yy3, 'r');
hold off
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