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8. ANALIZA KORELACJI | REGRESJI

8.1.1. Miary zaleinosci

Macierz kowariancji

X, rodzaj)
X, Y)

Q QO O O

X, y, rodzaj)

Macierz korelacji

R = corrcoef (X)
R = corrcoef (x, V)
gdzie:
X — macierz ktorej kolumny odpowiadaja kolejnym zmiennym a wiersze kolejnym obserwacjom;
%, Y — wektory zawierajace warto$ci cech dwoch zmiennych;
rodzaj — jesli rowny 0 wykorzystywane sa wzory z dzieleniem przez (n-1), jesli rowny 1

wykorzystywane wzory z dzieleniem przez n, domyslnie rowny 0.

Przyklad 1.

Podczas badania zalezno$ci dwdéch wymiaréw pewnego detalu otrzymano z proby n=20 nastepujace
wyniki:

Xi|33(24|3.2(105/51|26(15/94|6.2|07| 4 |{76|94(61[43|09|82|65| 5 |87
yi [15.1| 38 | 26 |31.6|45.6|34.4|8.5]26.8|28.9| 30 {53.4|40.6|69.4|32.3|17.1|14.6|45.2{51.9|26.6|52.3

Narysowa¢ wykres rozrzutu, wyznaczy¢ kowariancje 1 wspotczynnik korelacji.

70 | .
60
*
x=[3.3;2.4;3.2;10.5;5.1;2.6;1.5;9.4;6.2; 50 | ¢ ¢
. .
0.7;4;7.6;9.4;6.1;4.3;0.9,;8.2;6.5;5;8.7]; 40| . IS
*
y=[15.1;38;26;31.6;45.6,;34.4;8.5;26.8; 30 | & ’. . M
o« o
28.9,;30;53.4;40.6;69.4;32.3;17.1;14.6; 20 |
45.2;51.9;26.6;52.3] ; o o
10

plot(x,y, 'kd'")
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wersja 1. wersja 2.
c = cov(x,y) wariancja x n = length (x)
c = n = 20
8.9838 24 .3619 Xs = mean (xs)
24.3619 236.4098 \ _ xs = 0.5669 o
r = corrcoe ys = mean (y) ariancay
r = 0.5286 kowariancja ys = 34.4150
sx = std(x), sx2 =
X = [x,vy]; sx = 2.9973,
c = cov(X) &sx2 = 8.9838
c = sy = std(y), sy2
8.9838 24.3619 sy = 15.3756,
24.3619 236.4098 orelacja sy2 = 236.4098
r = corrcoef (X) c = 1/(n-1)*sum((x-xs) .*(y-ys))
r = ic = 24.3619
1.0000 .5286 r = c/ (sx*sy)
0.5286 1.0000 Nr = 0.5286

8.1.2. Istotnos¢ wspolczynnika korelacji

Przykiad 2.

Na poziomie istotnosci o =0.05 zbada¢ istotno$¢ wspotczynnika korelacji z przyktadu 1.

wersja 1. wersja 2.

funkcja corrcoef wywolana z dwoma
alfa = 0.05; . o . .
parametrami  wyjsciowymi zwraca w  drugim
n = length(x) parametrze wyliczone dla kazdego wspotczynnika
n = 20 korelacji wartos¢ p-value, wigc:

r = corrcoef (x,y)
r = 0.5286 [r p]=corrcoef (x,y)
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% wartos¢ statystyki testowej
1.0000 0.0166

tn = r/sqrt(l1-r*2) *sqrt(n-2) 0.0166 1.0000
tn = 2.6421

1.0000 0.5286
0.5286 1.0000

% obszar krytyczny

o wartos¢ statystyki w obszarze
ta = tinv(alfa/2,n-2) krytycznym: — hipoteze Ho

ta = -2.1009 <«— | trzeba odrzucié tzn. korelacja
jest istotna

% p-value

= * - -

= 2*tedf(-tn, n-2) a > p-value — hipoteze Ho

= 0.01l66 < trzeba odrzucié tzn.
korelacja jest istotna

‘o o

8.2. Analiza regresji
Funkcja regresji
b = regress(y, X)
gdzie:
X — macierz wejs$¢; y — wektor wyjs¢; b — wektor wspotczynnikow funkcji regresji; funkcja regress
moze by¢ wywotana rowniez z wigkszg liczbg parametréw wyjsciowych w ktoérych zwracane sg

przedziaty ufnosci dla wspdiczynnikow regresji, wartosci wektora btedow (reszt) 1 przedziaty ufnosci

dla elementow tego wektora oraz warto$ci wspotczynnika determinacji, statystyki F itp.

Macierz wejsé¢

x2fx(y, X)

x2fx(y, x, model)
gdzie:
X — macierz wejs¢; v — wektor wyj$¢; x — macierz , ktorej kolejne kolumny zawierajag wartosci

kolejnych zmiennych niezaleznych poszukiwanej funkcji; model — okresla posta¢ macierzy wejs¢,

domyslnie wybierany jest model = 'linear', dozwolone wartosci:
'linear' — uzupelia model o statg (macierz jest uzupetniana kolumng jedynek),
'"interaction' — uzupelia model o statg i iloczyny zmiennych (tzw. interakcje),
'quadratic' — uzupelnia model o stala, interakcje 1 kwadraty zmiennych,
'purequadratic' — uzupelnia model o stalg 1 kwadraty zmiennych,
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Statystyki testowe analizy regresji

stat = regstats(y, X, model, stats)
gdzie:
X, vy, b, model — jw.; model moze by¢ takze podany w postaci macierzy, np. przekazanie macierzy
jednostkowej o wymiarach réwnych liczbie kolumn macierzy X powoduje, ze macierz X nie jest
modyfikowana,

stats — tablica komoérkowa zawierajgca nazwy obliczanych statystyk, wybrane wartosci:

'rsquare' — wspotczynnik determinaciji R?,
'adjrsquare' — skorygowany wspotczynnik determinacji R’ :
"tstat' — parametry statystyki t- Studenta wykorzystanej do badania istotnosci
wspolczynnikdéw regresji,
'fstat' — parametry statystyki F wykorzystanej do badania istotnosci funkcji regres;ji.
Przyklad 3.

Podczas badania zalezno$ci kosztow produkcji od ilosci produkowanych sztuk otrzymano z proby n=4
nastepujace wyniki:

xil1l]12]3] 4
yvi| 3 1416 | 8

Zaktadajac liniowa posta¢ funkcji regresji wyznaczy¢ jej parametry, obliczy¢ otrzymang warto$¢ bledu,

narysowac¢ wykres rozrzutu, wykresli¢ znaleziong funkcje.
W zadaniu przyjeto zatozenie:
y=Db,+b, x.
Z porOwnania zatozonej postaci funkcji z jej 0ogdlng postacia:
§ = by @ (x)+ b, ¢,(x),

wynika, ze funkcje bazowe ¢, (X) 7 (X) wynoszg w tym przypadku:

(pO(X) =11 (01()() =X
Dla otrzymanych danych pomiarowych macierz wej$¢ X oraz wektor wyj$¢ y wynoszg wiec:
Do (Xl ) 2 (Xl )
X = 2 (Xz)
Do (Xa )
(%)

20

A W DN
o oo b~ W

4

x = [1;2;3;4]; yv = [3;4;6;8];

&
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wersja 1 wersja 2
X = [ones(4,1) x] X = x2fx (x)
X = X =
1 1 1 1
1 2 1 2
1 3 1 3
1 4 1 4
b = inv(X'*X) *X'*y b = regress(y, X)
b =1.0000 1.7000 b =1.0000 1.7000
ya = X*b stat=regstats(y,x,’linear’, 'fstat')
ya = 2.7000 4.4000 6.1000 7.8000 stat.fstat
sse = (y-ya) '*(y-ya) ans =
sse = 0.3000 sse: 0.3000
sse = norm(y-ya)“*2 dfe: 2
sse = 0.3000 dfr: 1
ssr: 14.4500
£f: 96.3333
pval: 0.0102
xf = 0:0.1:5; 10r
yf = b(1)+b(2) *x£;
plot(x,y,'bd', xf,yf,'g-') 8 y
6 *
4t *
*
2l
0

Komentarz.

StosujgC metode najmniejszych kwadratow otrzymano wspotczynniki funkcji regresji: b= (1, 1.7)T, aw
konsekwencji funkcje regresji postaci: ¥ =1+1.7x. Wektor przyblizonych wartosci zmiennej zaleznej
wyniosf ~w  tym  przypadku  §=(2.7,4.4,6.1,78) a suma kwadratbw  bledéw
sse=(3-2.6) +...+(8-7.8)°=0.3

Znaleziong funkcje regresji narysowano wyznaczajqc jej wartosci dla punktow X [O, 5].
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Priykiad 4.

Podczas badania zaleznos$ci zmian pewnego parametru procesu od czasu otrzymano nastepujgce wyniki:

t| 1 ]2[3]4]5
zi| 2 10.8|0.7/ 06| 0.5

2—
1.5¢
Wykres rozrzutu wskazuje, ze zalezno$¢ parametrow nie jest 1+
zalezno$cig liniowa. Przyjeto, ze zalezno$¢ ta ma postac: * R
0.5 - e
7 =ae™", 0 2 4 6

Wyznaczy¢ parametry funkcji, narysowaé wykres rozrzutu, wykresli¢ znaleziong funkcje.

Przyjeta posta¢ funkcji nie moze by¢ zapisana bezposrednio w postaci liniowej kombinacji funkcji
bazowych:

Z2=h, ¢O(t)+bl ¢’1(t)+--~+bk Dy (t)

Funkcje ta mozna jednak przeksztalci¢ do takiej postaci:

1=ae® o In(2)=hle*) = h@)=h(a)+he*) = n@E)=h(a)+2.

Wprowadzajac oznaczenia:

mozna funkcje zapisa¢ w postaci: ¥ =Db, +b, %

Funkcja ta jest kombinacja liniowa funkcji bazowych ¢,(t)=1 i ¢,(t)=>. Zastosowanie metody

—~ I

najmniejszych kwadratow wymaga podania macierzy wejs¢ oraz wektora zaobserwowanych wyjs¢:

(Po(tl) (01(t1) 1 1 0.69
2(t,) o) |1 05 ~0.22
X =|p(ty) oft;)|=|1 033 y=In[z]=|-0.36 .
2(t,) ot,)] |1 025 ~0.51
oo(ts) o.(ts)) \1 0.2 ~0.69

Po wyznaczeniu parametrow b, funkcje y(t) przeksztalca si¢ do postaci i(t) wykorzystujac zaleznosci:

5 _ @ _ @b _
7=¢’, a;=e", a =Db.

&
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t = [1;2;3;4;5]; z = [2; 0.8; 0.7; 0.6; 0.5];

[r,p] = corrcoef(t,z)

1.0000 -0.8240
-0.8240 1.0000

P = p-value > a wigc nie mozna odrzucic¢
1.0000 0.0862 hipotezy Ho o braku istotnosci korelacji

0.0862 1.0000

A

wersja 1 wersja 2
X = [ones(5,1) 1./t]; X=x2fx(1./t);
y = log(z);
b = inv(X'*X)*X'*y b = regress(y, X)
b =-0.9716 1.6499 b =-0.9716 1.6499

2¢
a = [exp(b(1)) b(2)];
a=0.3785 1.6499
tf = 1:.1:5; zf = a(l)*exp(a(2)./tf); 1.5¢ 165
plot(t,z,'bd', tf,z£f, 'g-") 2=0.38e !
1,
*
¢
&
0.5 : : L 4
1 2 3 4 5

Przyklad 5.

W celu zbadania wptywu dwoch parametrow procesu obrobki na wysoko$¢ nieréwnosci wykonano n=10

pomiardéw 1 otrzymano nastgpujace wyniki:

x, 21 [11 [31 11 24 |44 [a1 |17 J11 |11
x,58 |46 [24 [56 [22 [23 |41 [37 [37 |21
yi [24.4 [18.4 [16.0 [22.2 [14.0 |18.6 [24.2 |17.7 [16.4 [11.4

Zaktadajac nastgpujacag postaé funkcji regres;ji:

9(x)=b, +b, X, +b, X, + b, XX, ,
wyznaczy¢ jej parametry, obliczy¢ otrzymang warto$¢ btedu, narysowaé wykres rozrzutu, wykresli¢
znaleziong funkcje.

Z poroéwnania zalozonej postaci funkcji z jej ogdlng postacia:

&
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y=b, ¢, (X)+ b, ¢1(X)+ b, ¢, (X)+ b, (/73()()’
wynika, ze funkcje bazowe ¢, (X), 0 (X), 0, (X), R (X) wynosza w tym przypadku:
(DO(X):]-’ (91()():)(1’ (Pz(x)zxz’ ¢’3(X):X1 Xz -

Dla otrzymanych danych pomiarowych macierz wejs¢ X oraz wektor wyjs¢ y wynosza wiec:

(Po(xl) (01()(1) ¢2(X1) (03()(1) 121 58 1218 244

X = (DO(XZ) ¢1(X2) (/72()(2) (03()(2) _ 1 11 46 506 y = 18.4
: : : v Do : : ol

Q’o(xlo) (01()(10) ¢2(X10) (03()(10) 111 21 231 114

x1=[2.1;1.1;3.1;1.1;2.4;4.4;4.1;1.7;1.1;1.1];
x2=[5.8;4.6;2.4;5.6;2.2;2.3;4.1;3.7;3.7;2.1];
y =[24.4;18.4;16.0;22.2;14.0;18.6;24.2;17.7;16.4;11.4];

wersja 1 wersja 2
X = [ones(10,1) x1 x2 x1.*x2]; X=x2fx ([x1 x2])
b = inv(X'*X)*X'*y b = regress(y, X)

b =3.2173 1.6963 2.8484 0.1255 b 3.2173 1.6963 2.8484 0.1255

ya = X*b; stat=regstats(y, [x1,x2],...
sse = norm(y-ya)“*2 "interaction’, 'fstat')
sse = 0.8364 stat.fstat
ans =

sse: 0.8364

dfe: 6

dfr: 3

ssr: 161.8446

£f: 386.9976

pval: 2.9673e-007

[x1f x2f]=meshgrid([1:0.1:5],[2:0.1:6]);

yf = b(1l) + b(2)*x1f + b(3)*x2f + b(4)*x1f.*x2f;
mesh (x1£f, x2f, yf);

hold on;

plot3(x1l,x2,y,'ro');

hold off
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Komentarz.

Znaleziona funkcja regresji postaci: §=3.2+1.7x, +2.8X, +0.1x, X, . Jest to funkcja dwoch zmiennych,
do jej wykreslenia zostala wykorzystana funkcja mesh (patrz dodatek: Wykresy 3D).
W przykladzie przyjeto, ze: X, €[L, 5] a x, €[2, 6]. Wyniki pomiaréw (x,,X;,,y; ) to punkty w przestrzeni
trojwymiarowej wiec do ich wykreslenia wykorzystano funkcje plot3 (anie plot).

Przykiad 6.
Dla funkcji regresji z przyktadu 5. zweryfikowaé na poziomie istotnosci o = 0.05 hipotezg o istotnosci

funkcji regresji 1 istotnosci jej wspotczynnikow. Wyznaczy¢ wspotczynnik determinacji.
alfa = 0.05;

x1=[2.1;1.1;3.1;1.1;2.4;4.4;4.1;1.7;1.1;1.1];
x2=[5.8;4.6;2.4;5.6;2.2;2.3;4.1;3.7;3.7;2.1];

y =[24.4;18.4;16.0;22.2;14.0;18.6;24.2;17.7;16.4;11.4];

wersja 1. wersja 2.
X = [ones(10,1) x1 x2 x1.*x2]; X=x2fx ([x1 x2], ‘interaction’)
b = inv(X'*X)*X'*y b = regress(y, X)

b = 3.2173 1.6963 2.8484 0.1255 b =3.2173 1.6963 2.8484 0.1255
ya = X*b; ys = mean(y)

n = length(y), k=length(b)-1 stat=regstats(y,X,eye(size(X,2)), ...
n=10, k=3 {'fstat', 'tstat', 'rsquare'})
dft = n-1; dfr = k, dfe = n-k-1 stat =

dfr = 3, dfe = 6 source: 'regstats'
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sst = norm(y-ys)*2;
ssr = norm(ya-ys)“*2
ssr = 161.8446

rsquare:
tstat:
fstat:

0.9949
[1x1 struct]
[1x1 struct]

sse = norm(y-ya)“*2

sse = 0.8364 fstat=stat.fstat

fstat =
R2 = ssr/sst sse: 0.8364
R2 = 0.9949 dfe: 6

dfr: 3

Fn = (ssr/dfr)/ (sse/dfe) ssr: 161.8446
Fn = 386.9976 £f: 386.9976
Fa = finv(l-alfa, dfr, dfe) pval: 2.9673e-007
Fa = 4.7571
P = 1-fcdf (Fn, dfr, dfe) tstat=stat. tstat
p = 2.9673e-007 tstat =

beta: [4x1 double]

C = inv(X'*X); ¢ = diag(C); se: [4x]1 double]

tn = b./sqrt(sse/dfe*c) t: [4x1 double]

tn = 3.8706 5.0534 13.3209 pval: [4x1l double]

1.2890 dfe: 6

ta = -tinv(alfa/2, dfe) tn=tstat.t

ta = 2.4469 tn = 3.8706 5.0534 13.3209 1.2890

P 2*tcdf (-abs (tbn) , dfe) p=tstat.pval
p = 0.0083 0.0023 0.0000 0.2449 p = 0.0083 0.0023 0.0000 0.2449

Komentarz:

Obydwa przedstawione rozwigzania daty identyczne wyniki. Wspotczynnik determinacji oceniajgcy
jako$¢ dopasowania otrzymanego réwnania regresji do danych empirycznych wyniost R* =0.9949, co

oznacza, ze ponad 99% zmiennosci zmiennej zaleznej jest wyjasniona rOwnaniem regresji.

Test istotnosci funkcji regresji nakazuje odrzuci¢ hipotez¢ zerowa o braku wpltywu zmiennych
niezaleznych na zmienng zalezng (warto$¢ statystyki testowej F, lezy w obszarze krytycznym
F,=386.9976 > F, =4.7571, graniczny poziom istotnosci p—value p =2.9673e—007 jest mniejszy
od zatlozonego poziomu istotnosci « = 0.05). Funkcje regresji nalezy wigc uznac za istotna.

Test istotnosci dla wspotczynnikow funkcji regresji wskazuje, ze wszystkie wspolczynniki z wyjatkiem
ostatniego zwiazanego z iloczynem zmiennych X X, sa istotne. Wartosci statystyk testowych
sprawdzajacych brak istotnosci wspotczynnikow by, b, ,b,,b; wynosza w tym przypadku: t,, =3.8706,
t,, =5.0534, t,, =13.3209 i t,, =1.2890, obszar krytyczny w tescie jest dwustronny |tin| > |ta| =2.4469,

statystyki t,,, t,,,t,, leza wigc w obszarze krytycznym wigc hipoteze o nieistotnosci wspotczynnikow

&
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b,, b,,b, nalezy odrzuci¢. Identyczne wnioski daje analiza wartosci granicznych poziomow istotnosci
wspolczynnikow, ktore wynosza odpowiednio: p, =0.0083, p, =0.0023, p, =0.0000 i p, =0.2449.
Tylko w przypadku wspoétczynnika b, zatozony poziom istotnosci « =0.05 jest nizszy od granicznego

poziomu istotnosci, wiec tylko w tym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o nieistotnosci

wspolczynnika.

W wersji 2. rozwigzania funkcja regress wykorzystana zostata do znalezienia wspoiczynnikow

regresji a funkcja regstats do obliczenia wartoéci wspotczynnika determinacji R? i przeprowadzenia
testow istotnosci. Funkcja regstats zwraca strukture (w przykladzie: stat), ktorej pola zawieraja
obliczane przez nig statystyki. Sposéb zwracania obliczonych wartosci jest uzalezniony od rodzaju
statystyki, np. warto$¢ wspotczynnika determinacji jest umieszczana wprost w zwracanej strukturze (pole:
rsquare), obliczenia wynikajace z przeprowadzonych testow istotnosci sg zapisywane w dodatkowych
strukturach zapisywanych w strukturze podstawowej (pola: fstat i tstat). Odczyt wynikoéw
zapisywanych w strukturach wewnetrznych wymaga odwotania si¢ do p6l, w ktorych struktury te zostaty
zapisane. W przypadku testu F wartosci sum: sse, ssr, liczba ich stopni swobody: dfe i dfr, wartos¢
statystyki testowej 1 graniczny poziom istotnosci sa wyswietlane bezposrednio po wys$wietleniu struktury
zawierajacej informacje o fescie F. W przypadku testu t obliczane wartosci sg w wigkszosci tablicami
wiec zeby wyswietli¢ nalezy odwotac si¢ do pol w ktorych tablice te zostaty zapisane.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze znaleziong funkcj¢ regresji nalezy uznaé za istotng, jednak tylko

trzy sposrod czterech wspolczynnikow zostaly uznane za istotne. Czwarty wspoétczynnik b, powinien

zosta¢ wyeliminowany z modelu.

Dobdr funkcji regresji

Funkcja regresji powinna w mozliwie jak najwigkszym stopniu wyjasnia¢ zmienno$¢ zmiennej zaleznej,
jednoczesnie jednak powinna mie¢ mozliwie najprostszg strukture. Dobor modelu funkcji regresji nie jest
sprawg prosta, stosowane sg rozne strategie. W selekcji postepujacej konstruowanie modelu rozpoczyna
si¢ od jednej zmiennej niezaleznej, w kolejnych krokach dodawane sa kolejne zmienne. W eliminacji
wstecznej poszukiwanie optymalnego modelu rozpoczyna si¢ od modelu maksymalnego a w kolejnych
krokach kolejno usuwane sg zmienne o najmniejszym wplywie na zmienng zalezng. Kombinacja obydwu

podejs¢ jest tzw. metoda krokowa.

Przyktad 7. Stosujac eliminacje wsteczng uprosci¢ funkcje regresji z przyktadu 6.

Funkcja regresji w przykladzie 6. zawierala wspoétczynnik, ktory zostal uznany za nieistotny —

wspotczynnik ten, a wlasciwie skojarzona z nim interakcja zmiennych X1 i X2, zostanie usunigty z modelu.

W przypadku gdyby model zawierat kilka nieistotnych wspotczynnikow eliminacje nalezatoby rozpoczaé
od wspoélczynnika o najwigkszym granicznym poziomie istotnosci. Po wyeliminowaniu tego najmniej
istotnego wspotczynnika nalezatoby ponownie przeprowadzi¢ testy istotnosci. Proces eliminacji konczy
si¢ gdy w modelu wystepuja wytaczne zmienne, ktore w istotny sposob wyjasniajg zmiennos¢ zmiennej

zaleznej.

&



DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA
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X = [ones(10,1) x1 x2];
regress (y, X)
b =2.3533 2.1075 3.0953

o
Il

stat=regstats(y, X, eye(size(X,2)), {'fstat',

R2 = stat.rsquare
R2 0.9934

fstat=stat.fstat

fstat =
sse: 1.0680
dfe: 7
dfr: 2
ssr: 161.6130

£: 529.6127
pval: 2.2928e-008

p = stat.tstat.pval
p = 0.0026 0.0000 0.0000

Komentarz

'tstat',

'rsquare'}) ;

Po wyeliminowaniu interakcji zmiennych X1 i X2 znaleziona zostata funkcja regresji postaci:

¥ =24+21x, +3.1x,. Wspotczynnik determinacji dla znalezionej funkcji wynosi: R* =0.9934, ma

wiec nieznacznie mniejsza warto$¢ w stosunku do obliczonego dla modelu pelnego: R* =0.9949.
Funkcja regresji jest statystycznie istotna (graniczny poziom istotnosci testu F ma warto$¢: 2.2928e-008),
dla zatozonego poziomu istotnosci wszystkie wspotczynniki funkcji sg istotne (graniczne poziomy

istotnosci testu t maja wartosci: 0.0026, 0.0000, 0.0000).
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