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3. PROBLEM KLASYFIKACJI

Jednym z podstawowych zadan, ktore wykonuja sieci neuronowe jest klasyfikacja obiektow. Zadanie to
polega na przyporzadkowaniu obiektowi fizycznemu, zdarzeniu lub zjawisku jednej z wczedniej
wyspecyfikowanych klas (lub inaczej kategorii). Zadanie klasyfikacji mozna opisa¢ jako transformacjg
punktu z przestrzeni wejsciowej (opis obiektu) do przestrzeni wyjsciowej, zwanej przestrzenig
Klasyfikacji. Obszary zawierajace obiekty tej samej klasy nazywane sg obszarami decyzyjnymi,
natomiast granice pomigdzy nimi powierzchniami decyzyjnymi.

Przyklad 1

Punkty P1(1, 1), P2(1, -1), P3(-1, 1), Pa(-1, -1) nalezy przypisa¢ do jednej z dwoch klas:
e K1 - punkty, ktérych obie wspodtrzedne sa dodatnie,
o K2 - punkty, ktére maja co najmniej jedng wspotrzedng ujemna.

Klasyfikowanymi obiektami sg punkty ptaszczyzny, mozna wigc stwierdzié, ze przestrzen wejsciowa
zawiera cztery obiekty, kazdy opisany za pomocg dwoch cech, natomiast przestrzen klasyfikacji sktada
si¢ z dwoch elementéw (K1 i K2). Schemat blokowy takiego klasyfikatora przedstawia rys. 1.
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Rys. 1. Blokowy schemat klasyfikatora

W tym przypadku klasyfikacj¢ mozna przeprowadzi¢ badajac sume¢ wspotrzednych punktow:
o Jezeli X, +X, >0, to obiekt nalezy do klasy K1,

e Jezeli X, +X, <0, to obiekt nalezy do klasy K2.

Wyniki przeprowadzonej w ten sposob klasyfikacji mozna interpretowa¢ jako podzial dwuwymiarowe;j
przestrzeni kartezjanskiej na dwa obszary decyzyjne. Jeden z mozliwych sposobdéw podziatu zostat
przedstawiony na rys. 2. Powierzchnig decyzyjna jest W tym przypadku prosta x, + X, =0.5. Punkt lezacy
powyzej prostej zostanie odwzorowany na klase K1 (przypisany do pierwszego obszaru decyzyjnego),
punkty lezace ponizej prostej na klasg¢ K2 (przypisane do drugiego obszaru decyzyjnego).
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Rys. 2. Przykiad klasyfikacji

Praktyczne zastosowania klasyfikatorow wymagaja rozwigzania zadan znacznie bardziej
skomplikowanych od prezentowanego w przykladzie. Obecnie klasyfikatory wykorzystuje si¢ przy
analizie elektrokardiogramow, identyfikacji odciskow palcow, detekcji sygnatow radiowych,
rozpoznawaniu mowy, itp. Wigkszo$¢ z tych zadan wymaga przypisania obiektow do wielu obszarow
decyzyjnych, a poszczego6lne powierzchnie decyzyjne nie sa opisane linig prostg, hie zmienia to jednak
podstawowej idei zadania zilustrowanej w przyktadzie 1.

3.1. Klasyfikator neuronowy

Opisywane powyze] zadania klasyfikacji moga by¢ rozwigzywane przy pomocy sieci neuronowe;j.
Zaleznie od stopnia komplikacji zadania konieczne jest stosowanie sieci o réznych liczbach neuronéw i

warstw. Na poczatku zostang rozpatrzone mozliwosci pojedynczego neuronu.

3.1.1. Neuron bez biasu

Sygnaty wejsciowe neuronu sg kumulowane przez blok sumujacy, a nastgpnie przeksztalcane na sygnat
wyjsciowy za pomoca funkcji aktywacji. W przypadku, gdy jest to bipolarna funkcja skoku
jednostkowego na wyjsciu pojawiajg si¢ dwa sygnaty: 1 lub -1. Mogg by¢ one interpretowane jako
informacja o klasie obiektu, ktorego cechy zostaty okreslone na wejsciu. Pojedynczy neuron mozna wiec
opisa¢ jako klasyfikator, ktory dokonuje transformacji punktu z przestrzeni wejsciowej do
dwuelementowej przestrzeni klasyfikacji (przypisuje obiekty, ktorych cechy zostaly okreslone na wejsciu
do jednej z dwoch Klas).
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Przyklad 2.

Dany jest neuron o dwoch wejsciach, bipolarnej funkcji skoku jako funkcji aktywacji i wagach wi=w,=1.

Przeanalizujmy jego dziatanie dla kilku wybranych wartosci wejsciowych:

Tabela 1.
X1 X2 (1) Yy
1 1 2 1
2 1 3 1 X2 4
1 2 3 1 @21 @
-1 2 1 1 9 1T © o
2 | 1| 1| 1 s
2 1 |~1 o2 M
-1 -1 -2 -1 D1+ @
-2 0 -2 -1 o .1 @
-2 1 -1 -1
1 -2 -1 -1
Rys. 3. Graficzna reprezentacja wynikow
-2 -2 -4 -1

Tabela 1. zawiera warto$ci zwracane przez neuron dla dziesieciu przyktadowych sygnatéw wejsciowych.
Na rys. 3. pokazana zostala graficzna reprezentacja uzyskanych wynikdéw. Wartosci wejsciowe zostaty
zinterpretowane jako wspotrzedne punktdow na plaszczyznie, wartosciom wyjSciowym przypisano
odpowiednie symbole graficzne (1 - @, -1 - &). Widoczny jest wyrazny podzial sygnatow wejsciowych
na dwie klasy (obszary decyzyjne) przebiegajacy wzdluz prostej zaznaczonej linig przerywang. W
rozpatrywanym przypadku wzor opisujacy ta prosta (powierzchni¢ decyzyjng) moze by¢ latwo
wyznaczony. Funkcja aktywacji neuronu jest bipolarna funkcja skoku, wi=w,=1, stad klase¢ obiektu

mozna okresli¢ na podstawie zaleznosci:

1 qd = 0
klasa:{ Y @=X+% > (1)

-1 gdy =% +X,<0

Wynika stad, ze granica pomiedzy klasg 1 i (-1) przebiega w miejscu gdzie ¢=0, czyli dla x1 + x2 = 0.
Zalezno$¢ ta wyznacza rOwnanie prostej postaci X2 = -X1 (linia przerywana na rys. 3.).

Powyzszy przyklad opisuje szczeg6lny przypadek, gdy wi=wz=1 i moze by¢ uogélniony dla dowolnych
wag. Jezeli wagi moga przyjmowa¢ dowolne wartosci, to zalezno$¢ (1) okreslajaca klas¢ obiektu
wejsciowego przyjmuje postac:

&
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klasa:{ 1 gdy @=wX +W,X,>0 @

gdy @=wx +w,X, <0

Takze w tym przypadku granica pomiedzy klasg 1 i (-1) przebiega w miejscu gdzie ¢=0, czyli dla

W1X1 + W2X2 = 0. Mozna stad wyznaczy¢ rownanie prostej bedacej powierzchnig decyzyjna:

W,
X, =——t% 3

W2
Tak jak bylo to przedstawione w pierwszej czg¢sci opracowania sygnaty wejSciowe 1 wagi mozna
przedstawi¢ w postaci wektoréw, a potencjat membranowy rozpatrywac jako ich iloczyn skalarny.
Korzystajac z takiej geometrycznej interpretacji mozna wykaza¢ pewne zaleznosci pomiedzy
poszczegolnymi wektorami oraz powierzchnig decyzyjna. Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze jest
on rowny iloczynowi dtugosci wektorow oraz kata pomigdzy nimi, stad:

o ={w,x) = w] | cos(a) ()
gdzie « - kat pomiedzy wektorem W i X.

Funkcja kosinus przyjmuje warto$ci dodatnie dla katéw z przedziatu (— 90°, 90° ) Dhugos$ci wektorow nie
moga by¢ ujemne z zaleznosci (4) wynika wigc, ze dla niezerowych wektorow w, X potencjat
membranowy bedzie wigkszy od zera jezeli kat pomiedzy wektorami jest wiekszy od -90° i mniejszy od
90° oraz mniejszy od zera dla katow mniejszych od -90° lub wigkszych od 90°. Wynika z tego, ze neuron
o bipolarnej funkcji aktywacji bedzie zwracat warto$¢ 1 dla tych wszystkich wektorow wejsciowych,
ktore z wektorem wag tworza kat z przedzialu (— 90°, 90°) i (-1) dla wektorow wejsciowych, ktore
tworza z wektorem wag kat mniejszy od -90° lub wigkszy od 90°. Wynika stad, ze wektor wag znajduje

si¢ w tym obszarze decyzyjnym, dla ktérego neuron zwraca wartos¢ 1.

Jak wynika z rozwazan przedstawionych w przyktadzie 2. powierzchnia decyzyjna przebiega w miejscu
gdzie ¢=0. Z zaleznosci (4) wynika, ze iloczyn skalarny dwoch niezerowych wektorow jest rowny zero
tylko w przypadku, gdy wektory te sa prostopadte (kosinus jest rowny zero dla katow -90° i 90°), stad

wektor wag musi by¢ prostopadty do powierzchni decyzyjnej.

Przyklad 3.
Dany jest neuron o wagach w =2, 2]", bipolarnej funkcji skoku jako funkcji aktywacji oraz sygnaty
wejsciowe: X, :[0, 1]T, Xy, :[2, 1]T, X :[— 2, O]T, Xy :[—L —1]T. Korzystajac z rozwazan

przedstawionych powyzej nalezy oszacowaé do ktorej klasy (obszaru decyzyjnego) zostang przypisane

poszczegolne sygnaty i okresli¢ potozenie powierzchni decyzyjne;.

Wykorzystujac interpretacje geometryczng Wektor wag i1 wektory sygnalow wejsciowych mozna
przedstawi¢ na uktadzie wspotrzednych:

&
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Rys. 4. Wektor wag i wektory sygnatow wejsciowych

Z rys. 4. mozna oszacowac przyblizone wartosci katow: Zw,x, =45, Zw,x, =-15", Zw,Xx,, =135°,
Zw,X,, =180°. Korzystajac z analizy przeprowadzone] powyzej mozna stwierdzi¢, ze potencjat
membranowy dla pierwszego i drugiego wektora sygnalow wejSciowych bedzie warto$cig dodatnig
(kosinus kata 45° i -15° jest dodatni), natomiast dla drugiego i trzeciego wektora warto$cig ujemng
(kosinus kata 135° i 180° jest ujemny). Wynika stad, ze sygnaty pierwszy i drugi beda przypisane do
jednego obszaru decyzyjnego (dla nich neuron zwroéci 1), natomiast sygnal trzeci i czwarty beda
przypisane do drugiego obszaru decyzyjnego (dla nich neuron zwrdci -1). Wektor wag jest prostopadty do
powierzchni decyzyjnej, musi wigc ona przebiega¢ wzdtuz prostej nachylonej do dodatniego kierunku osi
X1 pod katem 135° (przerywana linia na rys. 5.).
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Rys. 5. Polozenie powierzchni decyzyjnej

Powyzsze wyniki mozna zweryfikowaé korzystajac ze wzoré6w na potencjal membranowy i1 wyjscie

neuronu:
e ¢ =W'X, =2.0+21=2, stad y, =sign(e,) =1,
o ¢, =W'X, =2:2+2:1=6, stad 'y, =sign(¢, ) =1,

&
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* Py :WTXm =2:(-2)+2:-0=-4, stad y,, =sign(e,, ) =-1,
* Py =WTxlv =2-(-)+2-(-)=-4, stad Yiv :Sign(¢|v):_1-

Korzystajac z zalezno$ci (3) mozna réwniez wyznaczy¢ wzor opisujacy powierzchni¢ decyzyjng:

2
Xy = 0% =X
Potwierdza to poprawnos¢ uzyskanych wczeéniej wynikow.

Przedstawione powyzej rozwazania zostaly przeprowadzone dla neuronu o dwdch wejsciach i bipolarnej
funkcji skoku jako funkcji aktywacji. Jest to szczegblny przypadek klasyfikatora neuronowego, ktérego
zaleta jest niewielki stopien zltozonos$ci i mozliwos¢ prezentacji wynikow w postaci graficznej na
ptaszczyznie. Pomimo tak duzego uproszczenia problemu uzyskane wyniki mozna uogo6lni¢ na przypadki
neuronow z wigkszg liczbg wejs¢: neuron zawsze przypisuje obiekty do dwoch przestrzeni decyzyjnych,
zmienia si¢ jedynie wymiar przestrzeni wejsciowej. Jezeli neuron posiada trzy wejscia, to sygnaty
wejsciowe mozna interpretowa¢ jako punkty z przestrzeni trojwymiarowej. W tym przypadku
powierzchnia decyzyjna bedzie oczywiscie ptaszczyzng oddzielajaca dwa obszary decyzyjne. Wszystkie
wyprowadzone wlasno$ci wektora wag pozostang prawdziwe: jest on prostopadty do powierzchni
decyzyjnej (normalny do ptaszczyzny) i znajduje si¢ w tym obszarze decyzyjnym, dla ktérego neuron
zwraca warto$¢ 1. W og6lnym przypadku n wej$¢ sygnaty wejsciowe mozna interpretowac jako punkty n-
wymiarowej przestrzeni, a powierzchni¢ decyzyjng stanowi (Nn-1)-wymiarowa hiperptaszczyzna.
Wiasnosci wektora wag sa nadal zachowane.

Zastosowanie innych funkcji aktywacji rowniez nie wplywa znaczaco na uzyskane wyniki. Najmniejszy
wpltyw bedzie mialo zastosowanie unipolarnej funkcji skoku: zmienia si¢ tylko sygnal wyjsciowy
okreslajacy jeden z obszarow decyzyjnych (0 zamiast -1). W przypadku wykorzystania cigglej funkcji
aktywacji (tangens hiperboliczny lub sigmoidalna) nastepuje pewne rozmycie powierzchni decyzyjne;j.
Funkcje te nie przetaczaja sie w sposob skokowy, stad sygnat wyj§ciowy zaczyna zmienia¢ swoja wartos$¢
juz w pewnej odleglosci od powierzchni decyzyjnej. Moze to by¢ interpretowane jako zmniejszajace si¢
prawdopodobienstwo przynalezno$ci obiektu do danego obszaru decyzyjnego. W wielu zastosowaniach

praktycznych okazuje si¢ to przydatne, poniewaz nie zawsze mozna ostro oddzieli¢ obiekty z dwoch klas.

3.1.2. Neuron z biasem

Klasyfikator neuronowy przedstawiony w punkcie 8. nie moze rozwigza¢ dowolnego zadania. W celu
uzyskania pelnej funkcjonalno$ci wymaga on uzupelnienia 0 bias. Podobnie jak w punkcie poprzednim
rozwazania zostang ograniczone do neuronu o dwoch wejsciach, jednak wyniki bedzie mozna uog6lni¢ na

przypadek neuronu o dowolnej liczbie wejsc.
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Zalezno$¢ (3) opisuje powierzchnie decyzyjna, ktora oddziela od siebie dwa obszary decyzyjne. W
przypadku neuronu o dwoch wejsciach jest to prosta o wspotczynniku kierunkowym —wai/wo
przechodzaca zawsze przez poczatek uktadu wspotrzednych. Z tego powodu klasyfikator tego typu nie
moze rozwigza¢ zadan, w ktorych wymagany jest inny podziat przestrzeni wejsciowej (tak jak w
przyktadzie 1.).

Tak jak zostalo to przedstawione w punkcie 2. granica pomi¢dzy obszarami decyzyjnymi przebiega w
miejscu gdzie =0, czyli dla neuronu z biasem: wixi + WXz + b = 0. Mozna stad wyznaczy¢ rdwnanie
prostej bedacej powierzchnig decyzyjna:
Xz - X = L (5)
WZ W2
Jest to rownanie prostej o wspotczynniku kierunkowym —w1/Wo, ktora przecina o$ X1 W punkcie —b/ws i 0§
X2 W punkcie —b/wz. Przy pomocy takiego klasyfikatora mozna rozwigza¢ kazde zadanie podziatu

przestrzeni wejsciowej na dwie klasy przy pomocy linii prostej. Zadania tego typu nazywane s3 liniowo
separowalnymi.

3.1.3. Sie¢ jednowarstwowa

Sie¢ jednowarstwowa jest zbiorem niepolaczonych neuronow, utozonych obok siebie. Kazdy sygnat
wejsciowy trafia do kazdego neuronu i jest przez niego przetwarzany. Pojedyncze neurony zachowuja si¢
jak klasyfikatory, ktore dzielg przestrzen wejSciowa na dwa obszary decyzyjne, stad sie¢ jednowarstwowa
moze by¢ traktowana jako klasyfikator, ktory dokonuje podzialu przestrzeni wejSciowej zgodnie z
kilkoma kryteriami (kazdy neuron okresla jedno kryterium).

Przyklad 4.
Dany jest zbior punktow: P,(L,1), P,(-11), P,(L —1), P,(-1 —1). Stosujac neurony o bipolarnej funkcji

aktywacji, nalezy zaprojektowaé sie¢ jednowarstwowa (okresli¢ strukture i wartosci wag), ktora dokona
ich klasyfikacji zgodnie z dwoma kryteriami:

a) oddziela punkty o dwoch wspotrzednych dodatnich od pozostatych,
b) oddziela punkty o dwoch wspotrzednych ujemnych od pozostatych.

Klasyfikowane obiekty (punkty ptaszczyzny) sg opisane przy pomocy dwoch cech (kazdy punkt ma dwie
wspoétrzedne), stad sie¢ bedzie miata dwa wejécia. Nalezy dokona¢ klasyfikacji zgodnie z dwoma
kryteriami, niezbedne sg wiec dwa neurony (kazdy klasyfikuje zgodnie z jednym kryterium). Utworzona
w ten sposob sie¢ bedzie miata dwa wyjscia, ktore beda odpowiadaty kolejnym kryteriom klasyfikacji.
Dobor wag w takiej sieci sprowadza si¢ do okreslenia wag dwoch klasyfikatorow neuronowych, z ktorych
pierwszy dzieli przestrzen wejsciowg zgodnie z kryterium ,,a”, natomiast drugi zgodnie z kryterium ,,b”.

Zadanie to mozna wykona¢ poslugujac si¢ graficzng interpretacja wektora wag, ktora zostala

&
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przedstawiona w punkcie 2. Przyktadowe powierzchnie decyzyjne dla przypadkow a i b zostaty
przedstawione na rys 6.
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Rys. 6. Powierzchnie decyzyjne wyznaczajgce obszary zgodnie z kryterium ,,a” i ,,b”

Wagi tworzg wektor prostopadty do powierzchni decyzyjnej. Na podstawie rysunku 6. mozna wyznaczy¢
wektory wag poszczegélnych neuronéw: w, =[1 1] i w,=[-1 -1]'. Powierzchnie decyzyjne nie
przechodza przez poczatek ukladu wspédtrzednych, nalezy wiec wykorzysta¢ neurony z biasem. W

omawianym przypadku warto$ci wag zwigzanych z biasem wynoszg odpowiednio b1=-0.5 i b>=-0.5.

Uwaga: Przyjete warto$ci wag powoduja, ze pierwszy neuron zwraca wartos¢ 1 dla punktu Py i (-1) dla
pozostatych, natomiast drugi 1 dla punktu P4 i (-1) dla pozostatych (punkty P1 i P4 znajdujg si¢ w tym
samym obszarze decyzyjnym co wektor wag). Mozliwe jest drugie rozwigzanie zadania, w ktorym wagi
maja przeciwne znaki. W takim przypadku neuron pierwszy bedzie zwracat (-1) dla punktu P1 i 1 dla
pozostatych, a neuron drugi (-1) dla punktu P4 i 1 dla pozostatych (punkty P1 i P4 znajda si¢ w innym

obszarze decyzyjnym niz wektor wag).
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3.1.4. Sieci wielowarstwowe

Klasyfikatory neuronowe 1 sieci jednowarstwowe moga by¢ wykorzystane jedynie w przypadku zadan
liniowo separowalnych. Gdy przestrzen wejsciowa nie jest liniowo separowalna poprawng klasyfikacje
zapewniajg jedynie sieci wielowarstwowe. Na rys. 7a i 7b zostaty przedstawione dwa przyktady zadan, w
ktorych nalezy oddzieli¢ obiekty reprezentowane przez kwadraty od obiektow reprezentowanych przez

kotka. W obydwu przypadkach utozenie obiektow uniemozliwia separacje za pomocg pojedynczej linii
prostej.

a) \ b) [
VO O
O ‘\ I:l |:| Lo e Y I:l
v O o - U0 -
o {5 70 0 O\ 4
“ ////’ \\\ O O\\\
o .7 O O 0 \

Rys. 7. Przyklady zadan, ktore nie sq liniowo separowalne

Tego typu zadania klasyfikacji moga by¢ rozwigzywane przy pomocy sieci wiclowarstwowych. Analiza

sposobu dziatania sieci zostanie przedstawiona szczegdtowo na przyktadzie sieci dwuwarstwowe;.

Podstawa dziatania klasyfikatorow dwuwarstwowych jest przeksztatcanie sygnatow dwuetapowo. W
pierwszym etapie pierwsza warstwa neuronow odwzorowuje n-wymiarowy wektor wejsciowy na wektor
0 wymiarze rdbwnym liczbie neuronéw na tej warstwie. Proces ten nazywany jest przeksztalcaniem
przestrzeni wejsciowej na przestrzen odwzorowan. Istotg takiego odwzorowania jest transformacja
obiektow z przestrzeni wejsciowe] do obiektow, ktore sa liniowo separowane. W drugim etapie obiekty z

przestrzeni odwzorowan sg klasyfikowane przez neurony z drugiej warstwy sieci. Schemat dzialania
przyktadowego klasyfikatora zostal przedstawiony na rys. 8.
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Rys. 8. Schemat dziatania dwuwarstwowej sieci klasyfikujgcej
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Przyklad S.

Nalezy zaprojektowaé sie¢ neuronowg realizujaca funkcje logiczng XOR (exclusive or).

XOR jest dwuargumentowg funkcjg logiczng, ktora przyjmuje wartos¢ fatsz w przypadku gdy obydwa
argumenty sg prawdziwe lub fatszywe. Podobnie jak w innych przypadkach do realizacji sieci zostang
wykorzystane neurony z bipolarng funkcja aktywacji, stad wygodne bedzie przyjgcie interpretacji, w
ktorej logicznej prawdzie bedzie odpowiadata wartos¢ 1, a logicznemu fatszowi wartosé -1. Tabela 2.
przedstawia warto$ci funkcji XOR dla takiej interpretacji prawdy i fatszu.

Tabela 2.
X1 X2 X1 XOR X2
1 1 -1
1 -1 1
-1 1 1
-1 -1 -1

Przestrzeh wejSciowa mozna przedstawi¢ w postaci graficznej (rys. 9), wartosci 1 zostato przypisane
kotko biate (puste), wartosci -1 kotko czarne. Jak wida¢ na rysunku tak utozonych obiektow nie mozna
oddzieli¢ pojedyncza linig prosta, zadanie tego typu moze by¢ wigc rozwigzane dopiero przy pomocy
sieci wielowarstwowej.

X2
O 1T ®
— —t—
-1 1 X1
® O

Rys. 9. Graficzna reprezentacja funkcji XOR

W celu rozwigzania zadania nalezy po pierwsze dokona¢ transformacji przestrzeni wejSciowej na liniowo
separowalng przestrzen odwzorowan. W tym celu pierwsza warstwa neurondw powinna podzieli¢
przestrzen wejsciowa na kilka obszarow w taki sposob, aby kazdy zawierat obiekty nalezace tylko do
jednej kategorii. Przykltadowy podziat spetniajacy te wymagania zostal przedstawiony na rys. 10.
Wykorzystanie dwoch powierzchni decyzyjnych pozwala na uzyskanie trzech obszarow, kazdy z nich

zawiera obiekty nalezace do tej samej kategorii

&
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Rys. 10. Podziat przestrzeni wejsciowej na trzy obszary

Do wyznaczania jednej powierzchni decyzyjnej konieczny jest jeden neuron, stad sie¢ realizujaca funkcje
XOR musi mie¢ dwa neurony na warstwie ukrytej. Powierzchnie decyzyjne nie przechodza przez
poczatek ukladu wspotrzednych, nalezy wigc wykorzystaé neurony z biasem. Korzystajac z wlasnosci

wektora wag (prostopadlo$¢ do powierzchni decyzyjnej) mozna wyznaczy¢é wagi kolejnych neurondéw:
w, =[-1 -1]', b/ =05 i wy=[1 1], b, =0.5. Wartosci zwracane przez poszczegélne neurony sg

opisane zalezno$ciami:
y, = sign(—x, — X, +0.5) (6a)

Yy, =sign(x, +X, +0.5) (6b)

Tak skonstruowana warstwa dokona transformacji przestrzeni wejsciowej na przestrzen odwzorowan w
sposob przedstawiony w tabeli 3.

Tabela 3.
Przestrzen wejs¢ Przestrzeh odwzorowan
X1 X2 y1 Y2
1 1 -1 1
1 -1 1 1
-1 1 1 1
-1 -1 1 -1

Jak zostato to pokazane w tabeli 3. dwa punkty z przestrzeni wejsciowej (wartosci dla ktorych funkcja
XOR zwraca falsz) zostaly przetransformowane na ten sam punkt przestrzeni odwzorowan. Po takim
przeksztalceniu problem staje si¢ liniowo separowalny i mozna dokona¢ odpowiedniej klasyfikacji przy
pomocy pojedynczego neuronu. Przestrzen odwzorowan z odpowiednig powierzchnig decyzyjna zostata
przedstawione na rys. 11 (koétko biate odpowiada warto$ci 1, czarne warto$ci -1).

&
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Rys. 11. Graficzna reprezentacja przestrzeni odwzorowan

Sie¢ powinna zwraca¢ warto$¢ 1 (przyjety odpowiednik logicznej prawdy) dla wartosci wejsciowych
(-1,1) i (1,-1), nalezy dobra¢c wagi w taki sposob, aby wektor lezal w obszarze decyzyjnym
odpowiadajacym tym punktom. Warunki te spelnia np. wektor w' = [1 l]T , powierzchnia decyzyjna nie

przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, nalezy wiec wykorzystaé neuron z biasem b" =-0.5.

Stad warto$ci zwracane przez neuron sg opisane zalezno$cia:
y =sign(y, +y, —0.5) (")

Ostatecznie funkcja XOR jest realizowana przez sie¢ dwuwarstwowg o dwoch neuronach na warstwie

ukrytej i jednym neuronie na warstwie wyjsciowej. Wyznaczone warto$ci wag wynosza odpowiednio:
W ‘[ 11 P =[os)

Sprawdzenie

w'"=[1 1, b"=-05

Zapisujac wyrazenia (6a), (6b), (7) wektorowo i taczac je ze sobg mozna opisa¢ warto$ci zwracane przez

sie¢ zaleznoscia:

y =sign(w" -sign(w' -x +b')+b" ) (8)

Korzystajac z zaleznosci (8) mozna sprawdzi¢ dziatanie sieci:

1 : - ([-1 -1][ 1] [05]

a) X__l} y_S|gn([l 1]-S|gn(_ 1 1“1_+_0.5_j—0.5 -1
[ 1] : _([-1 -1][ 1], [0.5]

b) X__—l_ y_3|gn([1 1]~S|gn(_ 1 1__—1_+_0.5_j_0'5 1
~1] , _([-1 —1][-1] . [0.5]

c) x—_ 1| y_5|gn([1 1]-S|gn(_ Lo 1_+_0.5_]—0.5 1

&
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Juz w latach 60-tych udato si¢ udowodni¢, ze za pomoca sieci dwuwarstwowej mozna przeprowadzic¢

klasyfikacje dowolnych podzbiorow skonczonych (o skonczonej liczbie elementéw). Omawiane w tym
punkcie przyktady pokazujg, ze jedna warstwa sieci pozwala na przeksztatcenie podzbioru cigglego
(nieskonczonego) do przestrzeni odwzorowan (czyli w podzbiory skonczone). Z tych dwoch faktow
wynika, ze sie¢ trojwarstwowa potrafi dokona¢ dowolnej klasyfikacji podzbioréow ciagglych: pierwsza
warstwa sieci przeksztalca podzbiory ciggle do podzbioréw skonczonych, ktoére sa klasyfikowane przez
warstwy druga i trzecig. Zastosowanie sieci o wigkszej liczbie warstw nie zwigksza mozliwosci tego typu
klasyfikatorow, jest jednak spotykane w praktyce, poniewaz moze przyczynié¢ si¢ do zmniejszenia 0golnej
liczby neurondw.

Zadania

Zad. 1. Dany jest neuron bez biasu o dwoch wejsciach i unipolarnej funkcji skoku jako funkcji aktywacji.
Zadaniem neuronu jest klasyfikacja punktow: xi = [-1, 1]7, xu = [0, 1], xm = [1, -1]". Dobierz wagi w
taki sposob, aby punkty I i II zostaty przypisane do pierwszego obszaru decyzyjnego (sygnat wyjsciowy o

warto$ci 1), a punkt III do drugiego obszaru decyzyjnego (sygnat wyjsciowy o wartosci 0).

WskazOwka: zadanie mozna rozwiaza¢ na dwa sposoby: przez wyznaczenie rownania prostej separujacej

obszary decyzyjne lub korzystajac z wtasnosci wektora wag.

Zad. 2. Dany jest neuron z biasem o dwoch wejsciach i unipolarnej funkcji skoku jako funkcji aktywaciji.
Zadaniem neuronu jest klasyfikacja punktow: x; = [1, 1], xu = [-1, 1], xm = [-1, -1]7, xiv = [1, -1]".
Dobierz wagi w taki sposob, aby punkty I, Il i IV zostaly przypisane do pierwszego obszaru decyzyjnego
(sygnal wyjsciowy o wartosci 1), a punkt III do drugiego obszaru decyzyjnego (sygnal wyjsciowy o
wartosci 0).

Zad. 3. Korzystajac z przyktadu 5. wyznacz inne wartosci wag, przy ktorych sie¢ o przedstawionej tam

strukturze realizuje funkcje logiczng XOR.

Zad. 4. Przeanalizuj rozwigzanie zadania z przyktadu 5. w przypadku, gdy sie¢ zostala zbudowana z
neuronow o unipolarnej funkcji skoku jako funkcji aktywacji.

Zad. 5. Dane sg dwa zbiory punktéw na plaszczyznie:
A={A(-13) A,(0.1), A,(2,0)}
B={B,(-2.0) B,(0.5), B;(0.-4). B,(5,0)}

Zaprojektuj sie¢, ktora bedzie klasyfikowata te punkty przypisujac elementy zbioru A do jednej, a
elementy zbioru B do drugiej klasy. Wykorzystaj neurony o bipolarnej funkcji skoku jako funkcji
aktywac;ji.
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