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4. UCZENIE SIECI NEURONOWEJ

Do realizacji dowolnego zadania konieczne jest nauczenie sieci prawidtowego przetwarzania informac;ji.
W tym celu okresla si¢ zbior przyktadowych danych wejsciowych i odpowiadajacych im, pozadanych
warto$ci wyjsciowych (tzw. par uczacych), a nastepnie dobiera si¢ wartosci wag w taki sposob, aby sie¢
uzyskiwata zatozone warto$ci wyjsciowe dla wszystkich wartosci wejsciowych. Zadanie to mozna opisac
jako przyblizenie pewnej ciagtej funkcji h(x) za pomocg funkcji H(W, x), gdzie x= [Xl,xz,...,xn]T jest
wektorem warto$ci wejSciowych, natomiast w= [Wl,WZ,...,Wn]T jest wektorem wag. Stad problem

uczenia mozna okresli¢ jako poszukiwanie wektora W zapewniajgcego najlepszg aproksymacije funkcji

h(x) na podstawie wynikéw pewnej serii eksperymentéw (zbioru par uczacych).

Waznym elementem procesu uczenia jest odpowiedni dobor funkcji aproksymujace;j H(W, X). Jedng z
cech sieci neuronowych jest zdolno$¢ uogodlniania, czyli umiejetnos$¢ rozsadnej interpolacji wynikéw dla
nieznanych warto$ci wyjsciowych. W wyniku nieodpowiedniego wyboru funkcji H(W, X) sie¢ moze
utraci¢ zdolno$¢ uogodlniania. Rysunek 1. pokazuje przykiad dobrego (krzywa a) i ztego (krzywa b)
uogoblniania nowych wartosci lezacych pomiedzy punktami uzywanymi jako dane uczace (punkty

X1,.. .X4).
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Rys. 1. Przyklad dobrego i zlego uogolnienia
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Rozroznia si¢ dwa rodzaje uczenia: z nauczycielem i bez nauczyciela (samouczenie). Obydwa sposoby

zostaly przedstawione schematycznie na rys. 2.
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Rys. 2. Uczenie z nauczycielem (a) i bez nauczyciela (b)

W przypadku uczenia z nauczycielem sie¢ przetwarza dane wejsciowe ze zbioru uczacego, natomiast
nauczyciel podpowiada prawidtowa odpowiedz. Réznica pomi¢dzy odpowiedzg uzyskang i pozadang jest
miarg bledu, ktora zostaje wykorzystana do skorygowania warto$ci wag sieci. Proces uczenia sprowadza

si¢ wiec do minimalizacji warto$ci bledu w przestrzeni wag.

Podczas uczenia bez nauczyciela pozadana odpowiedz nie jest znana, sie¢ musi wigc sama wykrywac
wszystkie zalezno$ci, linie podziatu i1 inne charakterystyki danych wejSciowych. Samouczenie moze
pozwoli¢ na znalezienie granic pomiedzy klasami obiektéw wyraznie od siebie oddzielonych (rys. 3a),
sie¢ musi jednak posiada¢ odpowiedni mechanizm autoadaptacji. Przyktadem takiego mechanizmu jest
zasada przypisywania obiektu do tego skupiska ,od centrum ktérego lezy najblizej. Uczenie bez
nauczyciela nie jest mozliwe w kazdym przypadku. Sie¢ nie bedzie mogta dokona¢ prawidltowej
klasyfikacji obiektow, jezeli nie beda one tworzyly wyraznie odseparowanych skupisk. Na rys. 3b
pokazany zostal zbior obiektow, ktorych nie mozna sklasyfikowa¢ bez doktadnej znajomosci zasad

przynaleznosci do konkretnej klasy.
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Rys. 3. Przyktad obiektow w skupiskach (a) i bez wyraznych skupisk (b)

W dalszej czgsci tego opracowania zostane przedstawione metody uczenia z nauczycielem.
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4.1. Metoda uczenia pojedynczego neuronu

Proces uczenia sieci (a wigc rowniez pojedynczego neuronu) sprowadza si¢ do modyfikacji wektora wag
w taki sposob, aby zwracane odpowiedzi byly zgodne z odpowiedziami oczekiwanymi dla wszystkich

wartosci wejsciowych.

W procesie uczenia z nauczycielem sieci przedstawiane sg przyktadowe wartosci wejsciowe x1, x2, ...
Xp, nazywane ciggiem uczacym, oraz prawidlowe odpowiedzi (dostarczane przez nauczyciela). Sie¢
zmienia swoje wagi jezeli uzyskiwana odpowiedz nie jest zgodna z odpowiedzig prawidtowa. Analize
przebiegu procesu uczenia pojedynczego neuronu mozna przeprowadzi¢ poslugujac si¢ pojeciem
przestrzeni wag czyli przestrzeni, ktorej wspotrzednymi sg wszystkie wagi tego neuronu. Koncepcja
przestrzeni wag jest podobna do koncepcji przestrzeni wejSciowej przedstawionej w poprzednim
opracowaniu (Laboratorium 02), podobne sg rowniez jej wlasnosci. Dla dowolnego wektora wejSciowego
mozna wyrdzni¢ obszar, w ktorym potencjal membranowy jest wigkszy od zera i obszar, w ktoérym jest
mniejszy od zera. Granica pomigdzy tymi obszarami przebiega przez poczatek uktadu wspotrzednych,
wzdhuz hiperplaszczyzny wyznaczonej przez punkty, dla ktorych potencjat membranowy jest rowny zero.
Korzystajac z whasnosci iloczynu skalarnego mozna pokazaé, ze wektor wejsciowy jest prostopadly do
hiperplaszczyzny separujacej i wskazuje na ten obszar, w ktorym potencjal membranowy jest wigkszy od
Zera.

Przyklad 1.

Dany jest neuron bez biasu o dwdch wejsciach, z bipolarng funkcja aktywacji. Na wejsciu podany zostat

wektor x=[1, 2]", nalezy przeprowadzi¢ analize przestrzeni wag tego neuronu.

Neuron ma dwie wagi (kazda odpowiada jednemu wejsciu), nie ma biasu, wiec wymiar przestrzeni wag
wynosi 2. Przyjmujac wartoéci sygnalu wejsciowego jako x=[1, 2]" calg przestrzen mozna podzieli¢ na
dwie czesci: pierwsza zawiera wagi dla ktérych potencjal membranowy jest wigkszy od zera (neuron
zwraca 1), druga wagi dla ktorych potencjal membranowy jest mniejszy od zera (neuron zwraca -1).

Granica pomigdzy tymi obszarami przebiega w miejscu, gdzie potencjal membranowy jest rowny zero:
@O =W, X +W,X, =W, -1+ W, - 2=wW, +2w, =0, 4)

stad:
1
W, =— 5 W, . (5)

Potencjat membranowy mozna wyrazi¢ jako iloczyn skalarny wektora wag, mozna wigc zapisac:
@ =(w,x)=|w| [x cos(c), (6)

gdzie a - kat pomiedzy wektorem w i X.

Z wiasno$ci iloczynu skalarnego wynika, ze potencjat membranowy jest rowny zero gdy wektor
wejsciowy 1 wektor wag s3 prostopadle, stad wektor wejsciowy musi by¢ prostopadly do powierzchni
dzielacej przestrzen wag. Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze potencjat membranowy bedzie wiekszy od
zera dla tych wektorow z przestrzeni wag, ktore tworza z wektorem wejsciowym kat z przedziatu

&
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(— 90°, 90° ) Wynika stad, ze wektor wejsciowy znajduje si¢ w obszarze zawierajagcym wagi, dla ktorych
potencjal membranowy jest wigkszy od zera (neuron zwraca wartos¢ 1). Rysunek 4. przedstawia

przestrzen wag omawianego neuronu z zaznaczonym wektorem wejsciowym 1 granicg obszaréw wag.

WZA

Rys. 4. Przestrzen wag

Korzystajac z przedstawionych wilasnosci mozna w tatwy sposdéb wyznaczy¢ wartosci wag, ktore
zapewnig prawidtowe funkcjonowanie neuronu. Kazdy wektor wejsciowy wprowadza do przestrzeni wag

hiperptaszczyzng oddzielajaca wagi dla ktorych ¢ >0 od wag dla ktérych ¢ <0. Po zaznaczeniu

wszystkich hiperplaszczyzn odpowiadajacych wektorom wejSciowym nalezy wybra¢ ten obszar
przestrzeni wag, ktéry zapewnia ¢ >0 dla obiektow nalezacych do pierwszej i ¢ <0 dla obiektow

nalezacych do drugiej kategorii, czyli prawidtowa klasyfikacje.

Przyklad 2.

Dany jest neuron bez biasu o dwoch wejsciach i bipolarnej funkcji aktywacji. Nalezy dobraé wagi
neuronu w taki sposob, aby klasyfikowat punkty: X, = [1, l]T , Xy = [2, l]T, X = [—1, —Z]T , przypisujac
Xn 1 Xin do pierwszej klasy (warto$¢ wyjsciowa 1), a Xi do drugiej klasy (warto$¢ wyjsciowa -1).

Hiperplaszczyzny dzielace przestrzen wag dla kolejnych punktow sa opisane zaleznos$ciami:

punktx, : W, =—W,
punktx,, : W, =—2W,
punktx,, : w, =-0.5w,

Przestrzen wag z zaznaczonymi wektorami wejsciowymi 1 odpowiadajagcymi im hiperptaszczyznami
przedstawia rys. 5.
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X

Rys. 5. Wektory wejsciowe w przestrzeni wag

Analiza rysunku pozwala okresli¢ obszar rozwigzan, czyli obszar przestrzeni, ktéry zawiera wagi
zapewniajace prawidtowe funkcjonowanie neuronu — musi znajdowac si¢ on ponad hiperptaszczyznami
odpowiadajagcymi wektorom Xii i X oraz ponizej hiperptaszczyzny wyznaczonej przez wektor X (na

rysunku zostal on zakreskowany).

Stosujac koncepcje przestrzeni wag mozna sformutowaé podstawowy algorytm poszukujacy wiasciwych
wartos$ci wag na drodze iteracyjnej. Podstawowa zasada takiego algorytmu sprowadza si¢ do wyznaczenia
warto$ci wyj$ciowej neuronu dla wektora z ciggu uczacego i dokonania korekty wag jezeli jest ona
niezgodna z warto$cig zadang. Wielokrotne powtarzanie tego procesu dla kolejnych warto$ci uczacych
doprowadzi do znalezienia wag znajdujacych si¢ w obszarze rozwigzan, czyli zapewniajacych

prawidtowa klasyfikacje wszystkich elementow ze zbioru uczacego (o ile jest to mozliwe).

Realizacja opisanego powyzej algorytmu wymaga sformulowania zasady, zgodnie z ktérag w kazdym
kroku bedzie przeprowadzana modyfikacja wag. W przypadku neuronu o bipolarnej funkcji aktywacji
mozliwe sg dwie sytuacje, w ktorych wagi nie sg poprawne 1 wymagaja korekty: dla danego wektora
wejSciowego neuron powinien zwraca¢ 1 (¢ >0), natomiast aktualne wagi znajduja si¢ na

pélptaszczyznie ¢ <0, lub dla danego wektora wejsciowego neuron powinien zwraca¢ -1 (@ <0),

natomiast aktualne wagi znajdujg si¢ na potplaszczyznie ¢ >0 (rys. 6).
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Rys. 6. Modyfikacja wag a) wartos¢ wejsciowa X nalezy do klasy 1,

b) wartos¢ wejsciowa X nalezy do klasy -1
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Modyfikacja wag powinna spowodowaé przesuniecie punktu W do obszaru rozwigzan. Jak wida¢ na
rys. 6. najkrotsza droga od obszaru rozwigzan prowadzi w kierunku prostopadtym do hiperptaszczyzny
dzielacej przestrzen wag, a wigc wyznaczonym przez wektor wejsciowy. Jezeli X nalezy do klasy 1, a
punkt w znajduje si¢ po ujemnej stronie hiperplaszczyzny (rys. 6a), to w celu korekty wartosci wag
nalezy przesunag¢ go w kierunku zgodnym ze zwrotem wektora x, czyli:

W=W +CX, (7)

gdzie: W - nowe przyblizenie wektora wag; ¢ — wspoOtczynnik korekcji, dodatni skalar, ktory okresla

wielko$¢ zmian w pojedynczym kroku.

Jezeli X nalezy do klasy -1, a punkt w znajduje si¢ po dodatniej stronie hiperptaszczyzny (rys. 6b), to w

celu korekty warto$ci wag nalezy przesung¢ go w kierunku przeciwnym do zwrotu wektora X, czyli:
W=W —CX, (8)

Powtarzajac wielokrotnie operacje opisana zaleznos$cig (7) lub (8) dla kazdej wartosci ze zbioru uczacego

mozna wyznaczy¢ warto$ci wag zapewniajace zatozong klasyfikacje.

Jezeli neuron ma bipolarng funkcje skoku jako funkcje aktywacji zaleznos$ci (7), (8) mozna przedstawi¢ w

postaci:
wh —w +%C<dk _yk)xk’ (9)

gdzie: w* - aktualne przyblizenie wektora wag; W**' - nowe przyblizenie wektora wag; X* - k-ty wektor
ze zbioru par uczacych; Y*= Sign(Wka)- rzeczywista odpowiedZz neuronu na sygnat x*; d*-
oczekiwana odpowiedz neuronu na sygnat x*; ¢ — wspotczynnik korekcji, dodatni skalar, ktory okresla

wielko$¢ zmian w pojedynczym kroku.

W przypadku neuronu z unipolarng funkcja skoku jako funkcja aktywacji odpowiednia zaleznos$¢

przyjmuje postac:

wh T =k +C(dk _yk )Xk, (10)

Przyklad 3.

Dany jest neuron bez biasu o dwdéch wejsciach i bipolarnej funkcji aktywacji. Nalezy dobra¢ wagi
neuronu w taki sposob, aby klasyfikowal punkty: X, = [1, 1]T , Xy = [2, 1]T, Xy = [—1, —Z]T , przypisujac
Xn 1 X do pierwszej klasy (warto$¢ wyjsciowa 1), a Xi do drugiej klasy (warto§¢ wyjsciowa -1). Nalezy

przeprowadzi¢ analize procesu uczenia neuronu. Warto$¢ wspotczynnika korekcji ¢ wynosi 0.25,

poczatkowe przyblizenie wektora wag w® =[1.5, 0.5] .

&
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Na podstawie zaleznosci (9) wyznacza si¢ kolejne przyblizenia wag:

Krok 1.

wh=w’ +%0.25(d, —y, )X, = F'S}—o.%ﬂ = {1'25}

0.5 1

Krok 2.

: 2 :
Y, =S|gn([1.25 O.ZS]LD:mgn(Z.?S):l, d,=1,d,-y, =0

1 1 2
w=w' +§0'25(d|| —Yu )XII = L}"‘OL] =w'

Uwaga: Rzeczywista odpowiedZ neuronu byta zgodna z oczekiwang, korekta wag nie zostala

przeprowadzona.

Krok 3.

: -1 :
Y,y =sign( [1.25 0.25] L =sign(-1.75)=-1, d, =1, d,,, =y, =2

Wszwz+%o.25(d...—y...)Xm{1'25}0'25{_1}{ 1 }

-2 -0.25

0.75
Krok 4. 'y, =sign(0.75)=1, d=-1, d -y, =-2, W4=W3+%0.25(d,—y,)x,={ 05}

Uwaga: W krokach 1-3 zostaly uzyte wszystkie wektory ze zbioru uczgcego, kolejne etapy algorytmu

wykorzystujg ponownie te same wzorce.
Krok 5. vy, =sign(l)=1, d,=1, d,-y,=0, w’=w*

Krok 6. vy, =sign(0.25)=1, d, =1, d,-y,=0, wl=w’

0.5
Krok 7. vy, =sign(0.25)=1, d=-1, d -y, =-2, w=w’ +%O.5(dI —y, X, = [ 0 75}
Krok 8. vy, =sign(0.25)=1, d,=1, d,-y,=0, w’=w’
Krok 9. 'y, =sign(1)=1, d,=1, d,-y,=0, w'=w’

Krok 10. y, =sign(-0.25)=-1, d,=-1, d,-y, =0, w*=w’

Uwaga: Neuron udziela poprawnych odpowiedzi dla wszystkich ciggéw uczgcych, proCes uczenia

zostal zakonczony.

&
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Na rysunku 7. zostaty przedstawione kolejne przyblizenia wag uzyskiwane w poszczegodlnych krokach
algorytmu.

W2
Xn
2 M
°

W4 = Ws5 = Ws

) ™~

X1l 2 \||||||||||”|||||||"|II.

Rys. 7. Kolejne przyblizenia wag uczonego neuronu

4.2. Reguly uczenia sieci neuronowych

Og0lna zasada uczenia sieci neuronowych mowi, ze wektor wag ros$nie proporcjonalnie do iloczynu
sygnatow wejsciowego 1 uczacego. W ogolnym przypadku sygnat uczacy jest funkcja wektora wag i
wartosci wejsciowej, a w pewnych przypadkach rowniez wartosci oczekiwanej, okre§lanej przez
nauczyciela. Podstawowa zasada uczenia sieci jest wigc zgodna z koncepcjg uczenia pojedynczego
neuronu przedstawiang w punkcie poprzednim.

4.3.1. Reguta perceptronu (perceptronowa)

Reguta ta dotyczy nauki z nauczycielem, sieci z neuronami dyskretnymi (z uni- lub bipolarng funkcja
aktywacji). Sygnat uczacy jest roznicg pomiedzy odpowiedzig pozadang, a rzeczywista:

r=di_yi! (11)

gdzie: d, - pozadana odpowiedz dla i-tej wartosci uczacej, Y, - rzeczywista odpowiedz dla i-tej wartosci

uczacej.

Korekcja wag odbywa si¢ zgodnie z zaleznos$cia:
Aw; = C(di —Yi )X (12)

Korekta wag jest przeprowadzana tylko wtedy, gdy odwzorowanie wykonane przez neuron jest btedne

(btad sieci jest rozny od zera). Poczatkowe warto$ci wag moga by¢ dowolne.

&
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4.3.2. Reguta delta

Reguta dotyczy nauki z nauczycielem sieci z cigglymi funkcjami aktywacji. Sygnat uczacy (nazywany w

tej regule sygnalem delta) jest definiowany jako:
r:5:(di — f(WiTX))f'(WiTX), (13)
gdzie: f(-) - funkcja aktywacji, f'(-) - pochodna funkcji aktywacji.

Reguta opiera si¢ na minimalizacji kwadratowego kryterium biedu, co prowadzi do zaleznos$ci opisujacej

korekte wag w postaci:
sw, =c(d, —y,)f'(wl'x), (14)
gdzie: ¢ jest dowolnie przyjeta stala.

Regula delta stanowi odpowiednik reguly perceptronu dla neuronéw o ciaglej funkcji aktywacji.
Zalezno$¢ (14) dotyczy sieci jednowarstwowych, ale moze by¢ rowniez uogdlniona na przypadek sieci

wielowarstwowych. Poczatkowe wartosci wag moga by¢ dowolne.

4.3.3. Reguta Widrowa-Hoffa

Reguta dotyczy nauki z nauczycielem sieci o dowolnych funkcjach aktywacji. Stanowi ona szczegélny
przypadek reguly delta. Korekta wag jest obliczana w wyniku minimalizacji $redniego btedu
kwadratowego pomi¢dzy pozadang odpowiedzig, a pobudzeniem. Sygnat uczacy jest zdefiniowany jako:

r=d, -w/x. (15)
Korekta wektora wag ma postac:
Aw, :c(di —WiTX)X. (12)
Wagi poczatkowe moga mie¢ dowolne wartosci.

Zadania

Zad. 1. Przeanalizuj rozwigzanie zadania przedstawionego w przyktadzie 2. dla neuronu o unipolarnej
funkcji aktywacji.

Zad. 2. Dany jest neuron bez biasu o dwoch wejsciach i bipolarnej funkcji aktywacji. Zadaniem neuronu
jest klasyfikacja czterech punktéw: x, =[L 1], x, =[-11] , x,, =L -1], x,, =[-1 -1 . Punkty
X1 1 Xiv majg by¢ przypisane do klasy 1, xi i Xy do klasy -1. Wyznacz przestrzen wag, hiperptaszczyzny
zwigzane z warto$ciami wejSciowymi i obszar rozwigzan. Wyjasnij uzyskane wyniki.

Zad. 3. Dany jest neuron bez biasu o dwoch wejsciach i unipolarnej funkcji aktywacji. Zadaniem neuronu
jest klasyfikacja dwoch punktow: x, =[2,1], x, =[-2,1] . Punkt x; ma by¢ przypisany do klasy
pierwszej (wartos¢ wyjsciowa 1), punkt X do klasy drugiej (warto§¢ wyjsciowa 0). Narysuj przestrzen
wag 1 obszar rozwigzan. Przeprowadz analize dziatania algorytmu uczenia przedstawionego w punkcji

drugim, przyjmujac w° = [— 3,1]T ic=1.

&
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