DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA 1

1. STATYSTYKA MATEMATYCZNA

1.1. Pojecia podstawowe

Populacja (populacja generalna) — zbiér elementéw (0sob, rzeczy, zjawisk), podlegajacych badaniu ze
wzgledu na jedna lub wigcej cech.
Cechy statystyczne moga by¢:
» mierzalne (ilosciowe) — przyjmuja wartosci ze zbioru liczbowego,
np.: dlugos¢, waga
= niemierzalne (jakosciowe) — cechy ktorych nie mozna wyrazi¢ iloSciowo, sa opisywane slownie
lub wyrazane przy pomocy wybranej skali,

np.: pte¢, kolor, funkcjonalnos$c¢.

Proba (populacja prébna) — wybrany w okreslony sposéb (np. przez losowanie) podzbior populacji
generalnej.

Wartosci prob mogg by¢ prezentowane w formie tzw. szeregow.

Szereg prosty — wartos$ci porzadkowane sa rosngco lub malejaco.

dlugos¢ 12.913.0132(33|34(35(35(36]40(4.1

Szereg rozdzielczy — warto$ci dzielone sa na klasy (kategorie), dla kazdej klasy podawana jest jej

liczebnosé lub czestosé (stosunek liczebnosci klasy do liczebnosci catej proby).

dtugosé [2.5 3.0) [3.0 3.5) [3.5 4.0) [4.0 4.5]
liczebnos¢ 1 4 3 2
czestos¢ 0.1 04 0.3 0.2

Zmienna — to wielkos¢, ktdra moze przyjmowaé wartosci z okreslonego zbioru.

Zmienna losowa — to zmienna, ktora w wyniku pewnego do§wiadczenia przyjmuje warto$¢ z okreslonego

zbioru z pewnym prawdopodobienstwem.

Skokowa (dyskretna) zmienna losowa — zmienna losowa ktora przyjmuje skonczong lub przeliczalng

liczbe wartosci.

Ciggla zmienna losowa — zmienna losowa ktorej zbidr wartosci jest nieskofnczony i nieprzeliczalny, moze

by¢ np. przedstawiony w postaci przedziatu liczbowego.

Przyktad 1. Doswiadczenie polega na kontroli jakosci 6 wybranych produktow z linii produkcyjne;.

Zmienna losowa ,,Liczba wadliwych produktow” jest zmienng skokowg

(moze przyjmowac warto$ci 0, 1, ..., 6)

&
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Przyktad 2. Doswiadczenie polega na rejestracji dziennej ilosci sprzedanych sztuk wybranego produktu.

Zmienna losowa ,,Liczba sprzedanych sztuk” jest zmienng skokowa

(moze przyjmowac wartosci 0, 1, ...)

Przyktad 3. Doswiadczenie polega na pomiarze dtugosci wybranych detali z linii produkcyjne;.

Zmienna losowa ,,Diugos¢ detalu” jest zmienng ciagla

(moze przyjmowac wartosci np.: 19.9..30.9).

Pomiar jako zmienna losowa

Pomiar — czynno$ci majace na celu wyznaczenie wartosci wielkosci fizycznej (Encyklopedia
PWN).

Celem pomiaru jest okreslenie wartosci liczbowej mierzonej wielkosci.

Wynik pomiaru jest ustalany poprzez pordéwnanie wielko§ci mierzonego obiektu z wielkoscia
przyjeta za jednostke miary tej wielko$ci. Wyniki pomiardow tej samej wielkosci fizycznej roznig
si¢. Roznice te sa spowodowane niedoktadnos$ciami przyrzadow, niedokladno$ciami metod
pomiarowych itd.

Wynik pomiaru jest tylko przyblizeniem rzeczywistej wielkoci mierzonej. Ze wzgledu na
wystepowanie btedow i niepewnosci pomiarowych wyniki pomiaréw mogg by¢ traktowane jako
zmienne losowe (wyniki pomiardw przyjmuja okreSlone warto$ci liczbowe z pewnym

prawdopodobiefstwem).
AE 1
s | 8 Populacja generalna
§ zbior wszystkich mozliwych wynikéw pomiaréw
-N - 7
S Proba
S wyniki faktycznie wykonanych pomiaréw
2l
=
=
Q -
N
Q8
=] T X X‘ X T X — >
X4 X2 X1 X3 X

wyniki pomiarow
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1.2. Jednowymiarowe zmienne losowe

Jezeli znany jest zbior mozliwych wartosci zmiennej losowej oraz prawdopodobienstwa przyjecia tych
warto$ci przez zmienng losowa (badz tez prawdopodobienstwa, ze zmienna przyjmie warto$¢ z
okreslonego przedziatu) to moéwimy, ze znany jest rozklad tej zmiennej losowej™.

* (Z.Pawtowski, Wstep do statystyki matematycznej).

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X nazywana jest funkcja P(S) oznaczajaca
prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa przyjmie warto$¢ z S (funkcja ta przedstawia zwigzek
miedzy warto$ciami zmiennej losowej a prawdopodobienstwami, z jakimi te wartosci wystepuja). Sposob
przedstawiania rozktadu prawdopodobienstwa zalezy od typu zmiennej losowe;:
= dla zmiennej losowej skokowej podaje si¢ wartoSci tej zmiennej wraz z odpowiadajacymi im
prawdopodobienstwami,
» dla zmiennej losowej cigglej rozktad zmiennej losowej podaje si¢ za pomoca funkcji gestosci
prawdopodobieristwa.

Dystrybuanta zmiennej losowej X: F(X) — to funkcja opisujaca prawdopodobienistwo wystgpienia
wartosci zmiennej X mniejszych od x:

F(x)=P(X <x)
Uwaga! F(c0)=1.

Do opisania rozktadu skokowej zmiennej losowej wystarczy poda¢ wszystkie prawdopodobienstwa:
p,=P(X=%), i=12...

gdzie: X — zmienna losowa; Xi — i-ta wartos¢ zmiennej losowej X; P(X = x;) — prawdopodobienstwo, ze

zmienna X przyjmie warto$¢ xi; Y P(X = xi) = 1.

Dystrybuante dyskretnej zmiennej losowej mozna zapisa¢ Wzorem:

F(x)=P(X <x)=Y_P(X =x)

Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa i dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej przedstawiane sa w
formie tabelarycznej lub w postaci wykresu.

Przykiad 4. p . AF

1 — —
xi|0|1]2]|3]4 - —

34 3/4
pi |1/8(3/8(3/8|1/8| 0 _
F |0 |18|4/8|7/8| 1 1/2 V27 =

1/4 ‘ ‘ 174 4

— | —O
O ! — 0% 1 2 3 4x
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Do opisania rozktadu cigglej zmiennej losowej Wwykorzystywana jest funkcja gestosci

prawdopodobienstwa f, dla ktorej spetniona jest zalezno$¢:

F(x)= P(X <x)= [ f(t)dt

I S .
f(x)\;.:"‘:_ F(x)
1/% F(a)=P(X <a)= [ f(x)ax
F(a) 7 ""'-.
i —
0 a X
A .
F(0) 0. A F®
i F(b)- F(a)=P(a< X <b)= [ F(x)d
/ ~F(a)= a_<)_£xx
F(a)
0 ’ a b 3 x;

1.3. Rozktad normalny

Rozktad normalny (rozktad Gaussa) jest jednym z czeSciej spotykanych rozktadéw zmiennych losowych

ciaglych (wiele zjawisk fizycznych ma rozktad normalny).

Funkcja gestosci rozktadu f idystrybuanta F rozktadu normalnego N(y, o) opisane sg zaleznosciami:

1 _Ox=p)? 1 X _O=p)?
f(x)= e 20 F(x)= e 2 dx.
) o2 ) o~N2rx _'[O
gdzie: y, o— parametry rozktadu: $rednia i odchylenie standardowe.

14 f(X) - W(O, 1)

Rys. 1. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa f(x) rozktadow normalnych
MO, 1), MO, 0.5), MO, 2), M2, 1)
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Zmienna losowa U utworzona ze zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym My, o) za pomoca
przeksztalcenia (srednia populacji p jest odejmowana od kazdej wartosci cechy x, kazda wyznaczona
roznica dzielona jest przez odchylenie standardowe populacji o):

X—u

U=
(o2

ma rozktad normalny MO, 1).

Zmienna U jest nazywana zmienng losowg normalng standaryzowang, a rozktad MO, 1) jest nazywany
jest rozkladem normalnym standaryzowanym. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanta

rozktadu opisane sg zalezno$ciami:

U2

2

o) = e . o) = |

u2

e 2dt.

o(u) 4 DU 44,

0.5

4-3-2-101 2 3 4, 4 -3-2-101 2 3 4,

Rys.2. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa ¢(u) i dystrybuanty @(u) rozktadu normalnego N0, 1).

W rzeczywistosci wiele wielko$ci losowych ma w przyblizeniu rozktad normalny — rozktad ten ma

bardzo duze znaczenie w statystyce i w zastosowaniach praktycznych.

Uzasadnieniem powszechnosci wystepowania rozktadéw zblizonych do normalnego jest centralne
twierdzenie graniczne.
Jezeli X1, X2, ..., Xn s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie o wartosci
oczekiwanej i wariancji o® to dlan — o zmienna losowa:

Xi+ X, +.. 4+ X, —nu

on

ma w przyblizeniu rozktad MO, 1).
Konsekwencja tego twierdzenia sg wnioski:
Rozktad zmiennej losowej: X, + X, +...+ X, dla n — oo jest zbiezny do W(n,u, G\/ﬁ)

Xi+ X, +...+X
n n

Rozktad zmiennej losowe;j: dla n — oo jest zbiezny do ( U, i].

Jn

Dowodzi si¢ takze, ze jezeli X1, X2, ..., Xn sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N(ui, o)

to dla n — oo zmienna losowa: a, X, +a,X, +...+a, X, ma rozktad normalny:

W(a1u1+...+anyn, Jalo?+.. +a’c? )

&
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Przyktad 5.
Na podstawie pomiaréw dlugosci duzej partii detali wykonywanych na pewnym stanowisku stwierdzono,

ze rozklad dlugosci jest rozktadem M20, 1.5). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze dilugos¢ losowo

wybranego detalu:
a) jest mniejsza lub réwna 20.5, b) jest wigksza od 21.5,
C) miesci si¢ w przedziale (20.5 21.5], d) co najmniej o 2 jednostki r6zni si¢ od $redniej,

e) obliczy¢ odchylenie od $redniej dla ktorego prawdopodobienstwo wystapienia detali o dlugosci

przekraczajacej wyznaczone odchylenie wyniesie 0.1.

$;2oj = @(0.3333) = 0.6306

4 (x) / F)4 D(u
0.3 1} \
0.2 %j —————————— :
05 ¢ !
0.1 !

16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X
b)

o
—~
x
IA
N
o
a1
~—~
I
T

2

~

o

[

z

—~
N
o
ol

~—~
I
S

VR

»

P(x>21.5)=1-P(x<215)=1-F, 5, (21.5)=1- @(%gzoj =1-®(1)=1-0.8413=0.1587

h f(x

0.3 0.3 03—
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
i 16 18 20 22 24 X

16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X 1

P(20.5< x<21.5)=P(x <21.5)— P(Xx < 20.5)= F,(5,5(21.5)— F, (2015 (20.5) = @(1)-®(0.3333) = 0.2108

A(x) A f(x) f(x)

_16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X
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d)

18-20

P(x—20|> 2)= P(x <18)+ P(x > 22) = 2P(x <18) = 2F, (. ;,(18) = 2@( j = 2(-1.3333)=0.1824

A f(X
0.3

0.2

0.1

16 18 20 22 24 X

PQx— 20/> 0dl)=0.1
4 1(x) (x—20/>odl)=2P(x < 20—0dl) =2 F, (51 5(20—0dl)

0.3

02 //\ qzo odl)=0.05— 20— odl = F, {5, 5)(0.05)

0.1 ’)
6 18

1
0d| =20- F_%2015)(0 05) —odl = 2.4673

1.4. Rozktad x2

Rozktad 2 (chi kwadrat). Zmienna o rozktadzie ¥ o n stopniach swobody nazywana jest zmienna
zdefiniowana w postaci sumy kwadratbw n niezaleznych zmiennych o rozkladzie normalnym
standaryzowanym:

7= XX+ X
gdzie: X1, X2, ..., Xn — zmienne o rozktadzie MO, 1); n — liczba zmiennych niezaleznych Xi w sumie;
parametr rozktadu (jedyny) nazywany liczbg stopni swobody; liczba stopni swobody oznaczana jest takze

symbolem v.
A
f(x
E) 5)3 — v=1
' ﬂ'..‘ ........ v=2
0.4{% . v=3
0.3 g — V=06
\-
0'27', .’\.“.\ ........ V = 10
— ‘.-.al- pa— ‘ i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys.3. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa rozktadu y? dlav =1, 2, 3, 6, 10 stopni swobody.

Dla v — oo rozktad y? o jest zbiezny do rozktadu normalnego.

&
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Zmienne losowe o rozkladzie y

—\2
Zmienna losowa Z( Xi =X ] *)

i=1 o

gdzie: X = l(Xl + X, +...+ X, ) marozktad x? o v = (n — 1) stopniach swobody.
n
Zmienna ta, po przeksztatceniach, zapisywana jest takze w postaci:

2

3

i=1 (o} 02 i
Zmienna (*) ma (n — 1) stopni swobody poniewaz tylko (n — 1) spos$réd n zmiennych Xi, Xo, ..., Xn jest
liniowo niezaleznych. Warto$¢ jednej ze zmiennych mozna wyznaczy¢ wykorzystujac pozostate zmienne

1 Srednig X.

1.5. Rozki{ad t—Studenta

Rozklad t — Studenta. Zmienng o rozktadzie t — Studenta o n stopniach swobody nazywana jest zmienna
zdefiniowana w postaci ilorazu zmiennej o rozktadzie normalnym standaryzowanym i zmiennej o

rozktadzie %2 0 n stopniach swobody:
_U+n
[ZZ

gdzie: U — zmienna o rozktadzie MO, 1); x? — zmienna o rozktadzie y? 0 n stopniach swobody; v = n —

t

liczba stopni swobody.

119 A0
......... rozktad Studenta, v = 4

- — - rozktad Studenta,v =1

Rys.4. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa rozktadu MO, 1) i rozkladu t — Studenta
dlav =1, 4 stopni swobody.

Dla v > 30 rozktad t — Studenta pokrywa si¢ z rozktadem # (0, 1).

&
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Zmienne losowe o rozkladzie t — Studenta

Zmienna losowa X=H jna *)
S
=1 , 1¢ —\ . . _
gdzie: X = —2 X, s°== (Xi - X) , X1, X2, ..., Xn — zmienne o rozktadzie N (u, o);
Nz Nz

ma rozktad t — Studenta o v = (n— 1) stopniach swobody.

Mozna pokazacé, ze:
: X -
1. zmienna: a

Jn ma rozktad M0, 1);
O

2
2. zmienna: g ma rozktad ma rozklad rozkladzie % o n —1 stopniach swobody.
o
Podstawiajac zmienne (1) i (2) do definicji zmiennej o rozktadzie t — Studenta otrzymuje si¢ zmienng (¥).

Zmienna ta ma wiec rozktad t — Studenta o n— 1 stopniach swobody:

:Umzwﬁm ?;ﬂmn—_laﬁ_ﬂ) .

o —

N \/nsz Jns s

2
o

t

1.6. Rozktad F Snedecora (Fishera).
Zmienng o rozktadzie F i stopniach swobody vi i v2 nazywana jest zmienna zdefiniowana w postaci

ilorazu zmiennych o rozkladzie 2

gdzie:
i, x> — zmienne o rozktadzie % z odpowiednio v1, v2 stopniami swobodly.

vi=5v,=2

penan’ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ =
0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rys.5. Wykresy gestosci prawdopodobienstwa rozktadu F .
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1.7. Dziedziny zastosowan

Statystyka matematyczna zajmuje si¢ wnioskowaniem statystycznym, tzn. wnioskowaniem o populacji
generalnej na podstawie znajomos$ci proby.

Podstawowymi dzialami statystyki sa:

teoria estymacji

zajmuje si¢ wnioskowaniem o wilasnos$ciach rozktadu prawdopodobienstwa populacji generalnej
na podstawie proby;

estymacja parametryczna zajmuje si¢ wyznaczaniem (szacowaniem) warto$ci nieznanych
parametréOw rozktadu, estymacja nieparametryczna — poszukuje postaci funkcyjnej rozktadu;
szacowanie warto§¢ parametru rozktadu populacji na podstawie proby nazywane jest estymacjg
punktowq, estymacja przedzialowa wyznacza pewien przedzial, do ktorego z okreslonym
prawdopodobienstwem nalezy szacowana wartos¢ parametru rozktadu;

teoria weryfikacji hipotez statystycznych

zajmuje si¢ tworzeniem regul umozliwiajacych rozstrzyganie o stuszno$ci sadow (hipotez
statystycznych);

testy parametryczne stuza do weryfikacji hipotez o nieznanych parametrach rozktadu ale znanym
samym rozktadzie, testy nieparametryczne weryfikuja hipotezy w ktérych nie ma zalozen o

postaci rozktadu.

1.8. Estymacja punktowa

1.8.1. Miary poloienia

W praktyce rozktad prawdopodobienstwa badanej zmiennej losowej moze nie by¢ znany — moga byc¢

mierzone natomiast pewne wielko§ci wyznaczajace przyblizony opis rozktadu. Miary polozenia

stosowane s3 do oceny miejsca skupienia wynikow.

. - 1
Srednia arytmetyczna X== > X,
n iz
: n
Srednia geometryczna G=o/| | %,
i=1
. ) . n
Srednia harmoniczna H=— 1
it X

gdzie: n — liczebnos$¢ proby; Xi, — i-ta warto$¢ badanej cechy.

Moda (wartos¢ modalna, wartosé najczestsza) Mo

warto$¢ najczesciej wystepujaca w probie

&
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Kwantyl rzedu p (0<p<1)
wartos$¢ cechy Xp, ktora dzieli szereg na dwie czesci w taki sposob, ze:
* w pierwszej czesci znajduje sie 100p [%] elementéw probki (wartosci tych elementdw sg mniejsze
lub réwne kwantylowi Xp),
» w drugiej czeSci znajduje si¢ 100(1-p) [%] elementow (wartosci tych elementéw sg wieksze badz
rowne kwantylowi xp).

Kwartale to kwantyle rzedu 1/4, 2/4, %,
= kwartyl dolny (pierwszy) Q1 (kwantyl rzedu p = ¥4),
= mediana Q., Me (kwantyl rzedu p =),
= kwartyl gérny (trzeci) Q3 (kwantyl rzedu p = ¥4).

Percentyle to kwantyle rzgdu 1/100, 2/100,..., 99/100.

1.8.2. Estymacja punktowa — miary rozproszenia

Miary rozproszenia (rozrzutu) stosowane sg do oceny stopnia rozproszenia wartosci badanej cechy.

Odchylenie standardowe s

*)

Wariancja s?

Zzilzn:( ) b szzéi(i—x)z,

n—17z

gdzie: n — liczebnos¢ proby; i — i-ta warto$¢ badanej cechy; X — $rednia arytmetyczna; * — mate proby.

Rozstep r

roéznica pomiedzy wartoscig najwieksza 1 najmniejszg: F= X — Xpi

Rozstep miedzykwartylowy IQR
IQR = Qa - Ql
gdzie: Qs, Q1 — kwartyl gérny i dolny.
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1.8.3. Miary znieksztatcenia

Miary znieksztalcenia_stosowane sa do oceny asymetrii i stopnia sptaszczenia rozktadu w stosunku do

rozktadu normalnego.

Wspotczynnik skosnosci

gdzie: n, X, X — jw.; M3 — moment centralny rzgdu 3.

Jesli wspotczynnik jest:
» =0-rozkfad jest symetryczny,

» > (- prawa strona rozktadu jest wydtuzona,

» <0 -lewa strona rozktadu jest wydtuzona.

Wspdtczynnik splaszczenia (kurtoza)

izn:(xi _)_()4
_3 =i

s* s*

-3

gdzie: n, xi, X —jw.; M4 — moment centralny rzgdu 4.

Wspotczynnik wykorzystywany do poréwnania rozkladu z
rozktadem normalnym. Jesli jest:

* =0-rozkiad jest podobny do r. normalnego,

* >0 -—rozklad jest bardziej stromy od normalnego,

» <0 -rozklad jest bardziej sptaszczony od normalnego,
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