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3. ESTYMACJA PRZEDZIALOWA

Estymacja punktowa wyznacza warto$¢ nieznanego parametru rozktadu populacji generalnej ale nie daje

oceny doktadnosci tego szacowania. Oceng taka daje estymacja przedziatowa.

Niech 6 jest szacowanym na podstawie proby parametrem populacji a € jest jego estymatorem.
Estymacja przedzialowa wyznacza przedziat [9’, 9*] nazywany przedziatem ufnosci 0 ktéorym z
prawdopodobienstwem (1 — @) mozna twierdzi¢, ze zawiera parametr 6 :

Plo-<6<6)=1-a
gdzie: (1 — ) - zadane prawdopodobienstwo nazywane poziomem ufnosci, parametr « okresla

prawdopodobienstwo popelnienia btedu, jest nazywany poziomem istotnosci; 8 —, € + — wyznaczone dla
wybranego poziomu ufnosci dolna i gérna granica przedziatu ufnosci.

A f(0)
A PO <0<0")=1-a

v

>
N

A
A 4
A
\ 4

Rys. 1. Konstrukcja przedziatu ufnosci dla wartosci oczekiwanej .

3.1. Przedziaty ufnosci

3.1.1 Przedziatu ufnosci dla dla u

Znane odchylenie standardowe rozktadu lub duZy rozmiar proby

o

Jn

Rozktad $redniej z proby dla n — o jest zbiezny do ( y7 J (patrz centralne twierdzenie graniczne).

Po utworzeniu unormowanej zmiennej (o rozktadzie oV (0, 1)):

U= XK

"o/’
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mozna zdefiniowa¢ symetryczny przedziat ufnosci:

P-e<U<¢)=1-a.

v

£wyznacza si¢ z odwrotnosci
dystrybuanty rozktadu /™M0,1):
g=—D(%a)

Do okreslenia przedziatu ufnosci niezbgdne jest przeksztalcenie powyzszej zaleznosci do postaci zgodnej
z definicjg (estymowany parametr w $rodkowym czlonie nierownosci). Po podstawieniu do wzoru
zmiennej U i po wykonaniu przeksztatcen otrzymuje si¢ kolejno:

Zalezno$¢ ta definiuje przedzial ufnosci dla warto$ci oczekiwanej i na poziomie ufnosci (1 — «) jako:

[;_g%, m%}.

Gdy odchylenie standardowe rozktadu nie jest znane ale proba jest duza, przyjmuje sig, ze:

o~S= 1i(xi—x)2 lub o= :\/ili(xi—)_()z.

Nieznane odchylenie standardowe rozktadu i maly rozmiar proby
Gdy odchylenie standardowe rozktadu nie jest znane i proba jest mata zamiast o przyjmuje si¢ odchylenie
z préby:

Podstawiajac szacowane odchylenie do zmiennej umozliwiajace] wyznaczenie przedzialu ufnos$ci

otrzymuje si¢ jej nowg postac:
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Zmienna ta ma rozktad t — Studenta o (n — 1) stopniach swobody. Dla zmiennej definiowany jest
przedzial ufnosci:

S

P(—gﬁ X_ﬂ\/Hngzl—a.

Po przeksztatceniu zalezno$ci do postaci 4 (1)
zgodnej z definicja: (

P()_(—g

otrzymuje si¢ przedziat ufnosci:

S,as;(+g =1-q,

%J

o

£wyznacza si¢ z odwrotnos$ci dystrybuanty
rozktadu t — Studenta o (n — 1) stopniach
swobody

Analiza bftedow i niepewnosci pomiarow

Wyniki pomiaréw, ze wzgledu na wystepowanie btedow i niepewno$ci pomiarowych, mogg by¢
traktowane jako zmienne losowe. Wynik pomiaru stanowi przyblizenie rzeczywistej wartoSci
mierzonej wartosci.

Przedzial niepewnosci wyniku pomiaru to przedzial ufnosci o ktérym z prawdopodobienstwem
(1 - @) mozna twierdzi¢, ze zawiera parametr rzeczywista warto$¢ mierzonej wartosci, np.: dla

estymowanego odchylenia standardowego o przedziat niepewnosci wyniku pomiaru wynosi:

{)_( e X4e— } e=—F (aj
—&—F, —_ | ="Fpa| 5 )
n n 2
Jn Jn r 0
. S . L — rzeczywista
Warto§¢ ——  nazywana  jest 4 \ artost micreonei
n | ¢ mierzone]
. . wielkosci
niepewnosciq standardowg typu A,
& to wspolczynnik rozszerzenia,
S . iy
&—= 10 niepewnos¢ rozszerzona.
Jn / X
: : X xx, X X . : ‘ >
Xa | X2| X1 K3 wyniki pomiaréw

+

U




DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA CD. 4

Przyktad 1.
Na podstawie zebranych w ponizszej tabeli pomiarow dlugosci pewnego detalu wykonanych z
doktadnoscia o= 1.5 0szacowaé na poziomie ufnosci (1 — &) = 0.99 rzeczywista dtugos¢ tego detalu.

219 | 17.8 | 23 21.3 | 194 |18 21 224 |21 17.6

Rzeczywista warto$§¢ mierzonej wielkosci jest warto$cig oczekiwang populacji wszystkich mozliwych
wynikéw pomiaréw a S$rednia arytmetyczna wykonanych pomiaréw jest estymatorem rzeczywistej
warto$ci. Przedzial, ktory z zadanym prawdopodobienstwem zawiera rzeczywista dlugos¢ detalu jest

przedziatem ufnosci:

{;_8%, m%}.

Najpierw wyznacza si¢ wielkos¢ &:

=001 —*  1-0=099 P :-q){%):-@l[o'?m]z 2.58.
Rzeczywista dlugo$¢ detalu znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 0.99 w przedziale:
= 15
x =20.34, e 2 ~258 =2 ~122,
Jn V10
_ o -
[x £——, X+ g—} [20.34-1.22, 20.34+1.22]=[19.12, 21.56].
n Jn
Przykiad 2.

Rozwiaza¢ zadanie z przyktadu 1. zaktadajac, ze doktadno$¢ pomiardw nie jest znana.

Dla nieznanej doktadnosci pomiardw przedziat ufnosci Wynosi:

- S - S
X—&—, X+&—

]

Wielko$¢ & wyznacza si¢ z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu t — Studenta o (n — 1) stopniach swobody:

g:—Ft(-;l)[‘;j —F(l)(oglj 3.25.

Rzeczywista dtugos¢ detalu znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 0.99 w przedziale:

X=2034  $~1.996  £— ~ 32522 1.996 _ 2.05,

Jn o

- S - S
X—& , X+¢& =(20.34-2.05, 20.34 +2.05|=(18.29, 22.39|.
[ L T_J [ - ]

Warto$¢ ¢ wyznaczona w przypadku nieznanej doktadno$ci pomiardw o jest wigcksza od analogicznej

warto$ci wyznaczonej dla znanej wartosci o, przedzial ufnosci jest wigc szerszy.

&
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Uwaga!

Dla duzych prob (czasem réwniez dla matych) dane mogg by¢ zebrane w szereg rozdzielczy, w

takim przypadku $rednig i odchylenie standardowe wylicza si¢ z wzordéw:

RS s=\/ﬁlzr:(x_i—>_()2ni—h2/12 ,

Nz

i1
LT, . . — Xyt X . . )

gdzie: x, — $rodek i-tego przedziatu, X; = — X,i, X — poczatek i koniec I-tego przedziatu,

n, — liczebnos$¢ i-tego przedzialu, n — liczebnos$¢ proby; r — ilo$¢ klas szeregu rozdzielczego; h —

rozpicto$é przedziatu klasowego; h?/12 — poprawka Sheparda, wprowadzana by zmniejszyé

wielko$¢ btedu popelnianego przy wyznaczaniu wariancji szeregu rozdzielczego.

Przyklad 3. _ _
Wykonano 100 pomiaréw wytrzymatoSci pewnego materiatu, Wytgzgrgnglosc Liczba pg)mlarow
wyniki pomiaréw zebrano w postaci szeregu rozdzielczego. 98-100 o5
Oszacowac na poziomie ufnosci (1 — @) = 0.99 wytrzymatos¢ tego 100-102 50
materiatu. 102-104 15
104-106 4
Obliczenia X i s wygodnie jest przeprowadzi¢ w formie tabelaryczne;j:
Xi Ni X_I X_ini (X_I - ;)2 (X_I — )_()2 n,
96-98 6| 97 582 13.84 83.03
98-100 25| 99| 2475 2.96 73.96
100-102 | 50 | 101 | 5050 0.08 3.92
102-104 | 15103 | 1545 5.20 77.98
104-106 41105 420 18.32 73.27
> | 100 10072 312.16
Xis Wynosza wigc:
x=—%xn =222 _10072, s= |13 ( —xfn, —htjr2= 312104 67
n4 100 n4s 100 12

Przedziat ufnosci, ze wzgledu na duzy rozmiar proby, wyznacza si¢ w oparciu o rozktad normalny:

o =001 = —q>1(%j _ _@1(0'701) ~ 2.58.

Ostatecznie:

S
X—¢&

e o5

. X+ g_} ~ [100.72 - 0.43,100.72 + 0.43] = [100.29,101.15}
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3.1.2. Przedzial ufnosci dla o, o°

Maly rozmiar proby
Przy szacowaniu przedziatu ufnosci dla wariancji o> wykorzystywana jest zmienna losowa:
n-1)s’ . 1 & -
V? = % gdzie: SR—— (xi —x)2 :
G n - 1 i=1

Zmienna ta ma rozktad y? o (n — 1) stopniach swobody.

f(x) a
| l-«a
. & 1 & wyznacza si¢ z odwrotno$ci dystrybuant
1 rozktadu %2 o (n — 1) stopniach swobody
e _ a
a2 | al2 &=F 1[5) & =F 1(1_Ej
N
I I
O a &

Dla zmiennej tej definiowany jest przedzial ufnosci:
P(gl <V?< 52):1—0:.

Zwykle przyjmuje sig¢, ze:
P(\/ 2 < 51):

N R

i P(\/2 >gz):%.

Po przeksztatceniu zaleznosci do postaci zgodnej z definicja:

2
P(gl < @ ngj =l-aq,

2
o

P(M < o2 st =l-a,

otrzymuje sie przedziat ufnosci:

Przedziat ufnosci dla o otrzymuje sie liczgc Vz otrzymanych korcow przedziatéw dla wariancji o°.

&
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Duzy rozmiar proby
W przypadku duzej proby przedzial ufnosci dla o mozna okresli¢c wykorzystujac fakt, ze rozktad s
odchylenia z préby jest zbiezny do Mo; of V' 2n). Po utworzeniu unormowanej zmiennej (o rozkladzie

MO, 1)):

mozna zdefiniowac symetryczny przedziat ufnosci:

P-e<U<¢)=1-a.

v

£wyznacza si¢ z odwrotnos$ci dystrybuanty
rozktadu MO,1):
e=—dYal2)

Po przeksztatceniu zalezno$ci do postaci zgodnej z definicjg otrzymuje si¢ kolejno:

S—Oo
Pl-¢< <g¢l=1l-a,
( a/v2n J

— .

—S < g<; =
P(l+g/x/2_n_ _1—6‘/\/%] .

Ostatecznie przedzial ufnosci Wynosi:

S S
L+€/\/ﬁ’ 1—5/\/%}.

Przedzial ufnosci dla o otrzymuje sie po podniesieniu do kwadratu koncow przedziatéw dla odchylenia o.

&



DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA CD. 8
Przyktad 4.

Oszacowa¢ na poziomie ufnosci (1 — a) = 0.99 $redni blad kwadratowy ¢ pomiaréw dtugosci detalu z

przyktadu 1.

Przedzial ufnosci ze wzgledu na niewielki rozmiar proby (n=10) nalezy wyznaczy¢ postugujac sie
zmienng o rozkladzie y2. Wielkosci & i & wyznaczone dla poziomu ufiosci (1 — o) = 0.99 i 9 stopni
swobody wynosza:

-1 (04 -1 o
6 =F: <9>(E] ~1.73 £, = Ff(g)(l—zj ~ 23.59.

Blad o znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 0.99 w przedziale:

s ~1.996, N(n_l)sz, \/(n_l)sz }z [1.23, 4.55].

& &

Przyklad 5.

Oszacowa¢ na poziomie ufnosci (1 — a) = 0.99 $redni btad kwadratowy o pomiardw wytrzymatosci

materiatu z przyktadu 3.

Przedziat ufnosci ze wzgledu na duzy rozmiar proby (n=100) nalezy wyznaczy¢ postugujac si¢ zmienng o
rozktadzie v (0, 1):

~ [1.41, 2.04].

S S
£= —d)‘l(gj ~258 s~1.67, ,
2 1+e/v2n" 1-¢/v2n

3.1.3. Przedziat ufnosci dla frakcji

Badania statystyczne moga by¢ prowadzone nie tylko ze wzgledu na cechy mierzalne ale réwniez na
niemierzalne (jakosciowe). Jezeli cecha jest niemierzalna to zamiast warto$ci liczbowej badanej cechy
uzyskuje si¢ tylko informacje czy element populacji ma tg ceche czy nie. Elementy populacji tworza wiec
dwie klasy: elementy wyrdznione (posiadajgce badang ceche) 1 elementy niewyrdznione.
Podstawowe badania cech niemierzalnych dotycza badan frakcji elementdéw wyr6znionych. Frakcja jest
estymowana zalezno$cia:

p="",
n
gdzie: m — liczba elementow wyrdznionych w probie o liczebnosci n.
Frakcja p nazywana jest tez wskaznikiem Struktury.

Wyznaczenie przydzialu ufnosci dla frakcji w przypadku matej proby jest trudne. W przypadku duzej

proby (n ZlOO) rozktad frakcji z proby jest zbiezny do W[ D, f pil— p)] _

n

&
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Przedziat ufnosci konstruuje si¢ tworzac unormowang zmienna (o rozktadzie ov (0, 1)):

A

__b-p
pL-p)
n
P-e<U<¢)=1-a.

Po przeksztatceniu zaleznosci do postaci zgodnej z definicjg otrzymuje si¢ kolejno:

P(_g [BA-) _ 5 ., [BO- p)}l_m
n n

P(ﬁ—g B0-) _ |y, , [PO- pi]zl_a.
n n

Ostatecznie przedziat ufnosci Wynosi:

{ﬁ—g‘/ PO-0) 4, [B0- p)}.
n n

Przykiad 6.
Oszacowa¢ na poziomie ufnosci (1 — a) = 0.99 procent brakéw w wyprodukowanej partii produktow. Do
badania wylosowana zostata probka n=100 sztuk w ktdrej wykryto 16 produktow wadliwych.

Wielko$¢ ¢ dla poziomu ufnosci (1 — &) = 0.99 wynosi:
A R )
2 2

p="_10 516,
n 100

Procent brakéw wyznaczony dla przyjetego poziomu ufnosci miesci si¢ w przedziale:

{p—g‘/ piln_ ). pre piln_ p)} [0.16 - 0.094, 0.16 + 0.094] = [0.066, 0.254]

a frakcja produktow wadliwych:
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3.1.4. Przedzialy ufnosci — podsumowanie

Lp. | Parametr Uwagi Przedzial ufnosci Parametry
1 znane x—e-L, X+ &= —d)l(gj
' # ’ Jn' Jn | 2
nieznane o i
2. u jak w 1. o=S lubo~xs
duza proba
5 nieznane o {)—(_8 S ., } e E (g)
' # mata proba Jn’ Jn 0 2
4 duza prob > > jak w 1
. Za prooa y .
’ wap 1+5/¥2n" 1-¢/¥2n ¢
2 2
5 2 duz 5b S > jak w 1
. (o2 uza prooa ’ & .
P 1+2/Non ) " (1-8/Von .
w=Finl3)
) (n-1)s? |(n-1)s? LA o )
6. o mata préba . ; . o
2 1 -1
&, Flz(nl)(l_E]
n-1)s* (n-1)s’
7. c° mata proba {( ) : (n-1) } e1ie2 jak w6.
&, &
. plL-p) . p(Ll—p . m .
8. p duza proba [p—s p(n ). p+te p(n ) p=F,ejale.
s=17 Z(Xi —>_<)2 5= |2 Z(xi —>_()2 .
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3.2. Wyznaczanie minimalnej liczby pomiarow
Przy szacowaniu przedziatu ufnosci [9*, 6’*] ktoéry z prawdopodobienstwem (1 — &) zawiera parametr &.
PO <0<6')=1-a

zaktada sie, ze dane sg wyniki proby o ustalonej liczebnosci n.
A (%)

—& &

v

A 4

A
o
o

A\ 4

A

Wyznaczony przedziat ufnosci ma okre$lona dtugosé, zatézmy, ze 2d. Potowa dlugosci tego przedziatu
(tzn. d) jest miarg maksymalnego bledu szacunku parametru €. Dla ustalonej liczebno$ci proby n
maksymalny blad szacunku moze by¢ na tyle duzy, ze dyskwalifikuje on wykorzystanie szacunku
parametru 6.

Wzory na minimalng liczebno$¢ proby mozna uzyska¢ zakladajac okreslong wielkos¢ maksymalnego
btedu szacunku.

3.2.1. Minimalna liczebnosé proby przy szacowaniu u

Znane odchylenie standardowe o rozktadu lub duzy rozmiar proby

Przedzial ufnosci dla $redniej ma postac:

Maksymalny btad szacunku wynosi wigc:

Po przeksztatceniach otrzymuje si¢ minimalng liczebnos$¢ proby:

n[gj

Uwaga! Wielkos¢ otrzymang z powyzszego wzoru nalezy zaokrqggli¢ w gore do najblizszej catkowitej.

Gdy odchylenie standardowe rozktadu nie jest znane ale proba jest duza, przyjmuje sig, ze:
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Nieznane odchylenie standardowe o rozktadu i maly rozmiar préby

Przedziat utnosci dla $redniej ma w tym przypadku postac:
{; L i}

Jn' Jn |

Maksymalny blad szacunku wynosi wigc w tym przypadku:
S
d=¢—,
Jn

a minimalna liczebnos¢ proby: wielkosci nalezy
zaokrqgli¢ w gore

liczebnosci no:

Jesli liczebnos¢ wstepnej proby spetnia zalezno$¢ n, >n to liczebno$¢ n, jest wystarczajaca, w

przeciwnym przypadku nalezy dolosowac jeszcze (n — no) elementéw.

3.2.2. Minimalna liczebnos¢ proby przy szacowaniu frakcji p

Przedziatl ufnosci dla frakcji ma postac:

{ﬁ_g /pil—p[ bes /pil—pi}_
n n

Maksymalny blad szacunku wynosi wigc:

(T
d=¢ b p)’
n
po przeksztalceniach otrzymuje si¢ minimalng liczebnos¢ proby: wielko$¢ nalezy
N &g* f)(l— f)) / zaokrqgli¢ w gore
d’ '
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W sytuacji gdy nie mozna oszacowac frakcji na podstawie proby, zaklada si¢ najbardziej niekorzystny

wariant:

p=(-p)=05,

Minimalna liczebnos$¢ proby wynosi w tym przypadku:

2

n=-2_ / zaokrqgli¢ w gore

44?2

3.2.3. Minimalna liczebnos¢ préby — podsumowanie

wielkos¢ nalezy

Lp. | Szacowanie Uwagi Minimalna liczebnosé¢ Parametry
2

1. U znane ¢ n= (g %) &= _cp—l(%j
nieznane o )

2. Hu jak w 1. o=S
duza proba
nieznane o 2 (a
mata proba d 2
metoda Steina jakw 3.

4. U nieznane o Jjesli ny <n to ¢jakw3
mata proba dolosowac (n - no)

. ) s A

mozna ¢ p(]__ p) .om

> P oszacowac P n= 4z p=—,¢cjakwl
nie mozna
oszacowac P , 2

. . n= H

. P przyjmuje sie: 442 ¢jakw 1.

p=05
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