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6. TESTOWANIE HIPOTEZ NIEPARAMETRYCZNYCH

Hipotezy nieparametryczne sa np. opiniami dotyczacymi typu rozktadu, przypuszczeniami o jednakowym
rozktadzie dwoch populacji czy sadami o korelacji zjawisk. W zaleznosci od typu weryfikowane;j
hipotezy statystycznej wyrdznia si¢ np:

» testy zgodnosci — w ktorych stawiana jest hipoteza o zgodnosci proby z pewnym rozktadem
teoretycznym (np. normalnym), najczeéciej stosowanymi testami zgodnosci sa: test 2 oraz test
Kolmogorowa — Smirnowa,

» testy niezaleznosci — W Ktorych hipoteza zerowa jest sagdem o niezaleznosci dwdch cech a hipoteza

alternatywna o ich zaleznosci.

6.1.Test zgodnosci x>

W tescie 2 dla zweryfikowania hipotezy o zgodnosci rozktadu proby z pewnym rozktadem teoretycznym
porownuje si¢ liczebno$ci szeregu empirycznego (proby) z liczebno$ciami szeregu teoretycznego. Do
wyznaczenia wartosci statystyki testowej niezbedne jest pogrupowanie wynikdw proby w Szereg
rozdzielczy. Nastepnie wyznaczana jest warto$¢ statystyki:

2

2 N (ni _npi)
X =2
2,
gdzie: r — liczba klas szeregu rozdzielczego; ni — liczebno$¢ i—tej klasy; n — liczebnos$¢ proby; pi —
prawdopodobienstwo teoretyczne, ze zmienna losowa o weryfikowanym typie rozktadu przyjmie warto$¢
nalezacg do i—tej klasy.
Przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy Ho (rozklad z proby jest zgodny z rozktadem teoretycznym)

statystyka y? ma rozklad y? o v = r — k — 1 stopniach swobody (k — liczba szacowanych parametrow
rozktadu). Obszar krytyczny w tescie budowany jest jako prawostronny.

Uwagi: Liczebno$¢ przedziatow szeregu nie powinna by¢ mniejsza od 5. Konce przedziatow pierwszego i

ostatniego przyjmuje si¢ w nieskonczonosci.

Przyklad 1.

Wykonano 100 pomiaréw dlugosci detalu. Srednia dlugosé wyniosta X~20.96 a odchylenia
standardowe s~0.69. Dane zebrano w postaci Szeregu rozdzielczego. Zweryfikowa¢ na poziomie

istotnosci a = 0.01 hipotezg, ze rozktad dlugosci jest rozktadem normalnym.
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Obliczenia wartoéci statystyki x> wygodnie jest przedstawia¢ w formie tabelarycznej. Ze wzgledu na to,

ze liczebnosci w dwodch przedziatach byty mniejsze od 5, przedzialy te zostaly potaczone z sasiednimi.

Odchylenie

Lp od f\omlr.lalnej N . o | et | (2 (ni-n*pi)?
srednicy Nn*p;

od do
1 20 7| 0.0828 8.28 -1.28 1.639 0.1962
2 20 20,5 18| 0.1699 | 16.99 1.01 1.017 0.0599
3 20,5 21 29 | 0.2690 | 26.90 2.10 4.399 0.1635
4 21 21,5 26 | 0.2591| 25.91 0.09 0.008 0.0003
5 21,5 22 12 | 0.1518 | 15.18 -3.18 10.095 0.6651
6 22 8| 0.0674 6.74 1.26 1.590 0.2360
) 100 1 12 1.3228

Obliczona na podstawie wynikow z proby warto$¢ statystyki testowej wyniosta wigc:
72 ~1.3228.

Obszar krytyczny wyznacza si¢ wykorzystujac rozktad x2 o 3 stopniach swobody (statystyka y? zostata
zbudowana na podstawie r = 6 klas szeregu rozdzielczego danych, 2 parametry rozktadu bylty szacowane)

A f(X)

o 25 =F s, (1-a)=F (0.99)~11.35

7(6-2-1)

2 ! >
n Xa X
Warto$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym, nie mozna odrzuci¢ hipotezy Ho.

Graniczny poziom istotnosci p—value dla testu prawostronnego wynosi:

pvalie=1-F . (7?)=1-F ., (1.3228)~0.72

()

Zalozony poziom istotno$ci « jest nizszy od poziomu granicznego nie mozna wigc odrzuci¢ hipotezy Ho.

6.2.Test zgodnosci A Koilmogorowa (Kotmogorowa — Smirnowa)

W tescie A dla zweryfikowania hipotezy o zgodnos$ci rozktadu proby z pewnym rozktadem teoretycznym
poréwnuje si¢ dystrybuanty empiryczng 1 teoretyczng i jesli obydwie dystrybuanty majg we wszystkich
badanych punktach zblizone wartosci to uznaje si¢, ze hipoteza o zgodnosci rozktadu proby z badanym
rozktadem teoretycznym nie moze by¢ odrzucona. W przypadku testu Kotmogorowa zaklada sig, ze
dystrybuanta teoretyczna jest ciggla — test ten nie moze by¢ wigc stosowany do zbadania zgodno$ci

rozktadu z proby z rozktadem skokowym. Ograniczenia tego nie ma oméwiony powyzej test x>.

&
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Do budowy statystyki testowej A Kotmogorowa wykorzystywana jest najwigksza roznica pomiedzy
dystrybuantami:

A=D+n,

gdzie: D — maksymalna r6znica pomi¢dzy dystrybuantami empiryczng i teoretyczng, definiowana jako:
D =sup|F,(x)-F(x), sup — supremum, kres gorny zbioru, F,(x) — dystrybuanta empiryczna
X

(wyznaczana na podstawie rozkladu empirycznego przypisujacego kazdej wartosci z proby
prawdopodobienstwo 1/n), F(x) — dystrybuanta teoretyczna.

Statystyka A przy prawdziwosci hipotezy o zgodnos$ci rozktadu z wybranym rozktadem teoretycznym ma
rozktad A Kotmogorowa, obszar krytyczny w tescie budowany jest jako prawostronny.

Przyktad 2

Wykonano 5 pomiaréw dlugosci detalu: -1.0, 0.1, -0.6, 0.5, 1.5. Zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci
a=0.01 hipoteze, ze rozktad dlugosci jest rozktadem normalnym standaryzowanym.

Dystrybuante empiryczng wyznacza si¢ przypisujac kazdej wartosci z proby prawdopodobienstwo
p=1/n, czyli w tym przypadku p=1/5=0.2. Porzadkujac wyniki pomiaréw dystrybuante empiryczna

mozna przedstawi¢ w postaci tabelarycznej oraz w postaci wykresu:

Fa(X) 1
0.8
x ] -10]-06101]05]15 0.6 /
o | 02 | 02 |02]02]02 0.4 | [Foo)- oI {
F. | 02 | 04 | 06| 08| 1.0 ’é IF() — Fa(xi 1)
0.2
D
0 -1-06 005 15 X

Na powyzszym wykresie, dodatkowo linia w kolorze niebieskim, zaznaczono dystrybuante
standaryzowanego rozktadu normalnego. W tescie Kolmogorowa wyznaczana jest najwieksza roznica
pomigdzy dystrybuantami empiryczng a teoretyczng. Odlegtosci pomiedzy dystrybuantami wyznaczane
sg dla wszystkich danych z proby. Dla kazdego punktu liczone sg wtasciwie dwie odleglosci: odlegtos¢

pomigdzy dystrybuantg teoretyczng F(Xi) a dystrybuanta empiryczng F, (Xi) oraz odlegto$¢ pomiedzy

F (Xi ) aF, (XH). Obliczenia wartos$ci statystyki A wygodnie jest przedstawia¢ w formie tabelaryczne;.

i | FO) =) | F() | FO6)=F () | [F(x)=Fi(x)
1.0 0.159 0.2 0.041 0.159
0.6 0.274 0.4 0.125 0.074
0.1 0.540 0.6 0.060 0.140
05 0.692 0.8 0.109 0.092
15 0.933 1.0 0.067 0.133
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Najwigksza odlegtos¢ pomigdzy dystrybuantami wystgpita dla pierwszego punktu préby i1 wyniosta
D = 0.159. Wartos¢ statystyki testowej wynosi wige A, = D+/n =0.1594/5 ~ 0.355.

Obszar krytyczny wyznacza si¢ wykorzystujac odwrotnos¢ dystrybuanty rozkladu testowej A

Kotmogorowa:

4 f(X)

A, =F'(1-a)=F,;*(0.99)~1.628

a

»
»

/ T

A A X

n a

Wartos$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym, nie mozna odrzuci¢ hipotezy Ho.

Graniczny poziom istotnosci p-value dla testu prawostronnego wynosi:
p—value=1-F,(1,)=1-F,(0.355) ~ 0.999

Zatozony poziom istotnosci « jest nizszy od poziomu granicznego nie mozna wi¢c odrzuci¢ hipotezy Ho.

6.3.Test niezaleznosci x>

Test niezaleznos$ci wykorzystywany jest do sprawdzenia czy wybrane dwie cechy populacji generalnej s
ze soba zwigzane tzn. czy sg zalezne.
Dwie zmienne losowe X i Y sa niezalezne, gdy dla kazdej wartosci a i b zachodzi réwno$¢:

P(x<a)P(y <b)=P((x<a)r(y<b)),
zmienne sg zalezne jesli istnieje taka para a, b dla ktorej zalezno$¢é powyzsza nie zachodzi.
Do oceny zaleznosci cech mierzalnych wykorzystywana jest analiza regres;ji i korelacji. Jesli jedna z cech
jest cecha niemierzalng analiza ta nie moze by¢ stosowana, moze by¢ natomiast zastosowany test
niezaleznos$ci 2. Warunkiem stosowalnosci testu jest duza liczebno$é proby. W tescie niezaleznosci 2
wykorzystywana jest ta sama statystyka testowa co w tescie zgodnosci x? — przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy o niezaleznoéci cech statystyka ta ma rozktad 2 o (r —l)(C —1) stopniach swobody (gdzie r i c to
liczby grup na ktore zostaly podzielone wartosci odpowiednio cechy X i cechy Y). Obszar krytyczny w
te$cie budowany jest jako prawostronny. Do wyznaczenia wartosci statystyki x> wykorzystywana jest
tzw. tablica niezaleznosci. Sposéb konstrukcji tablicy zostanie wyjasniony na ponizszym przyktadzie.

Przyktad 3.

Pewien produkt moze by¢ wytwarzany dwiema réznymi metodami. W celu sprawdzenia czy trwalosé
zalezy od uzytej metody produkcji przeprowadzono badania dwoéch partii produktow. Oceng trwatosci
przeprowadzano poprzez wyznaczenie liczby dni pracy do chwili uszkodzenia produktu, wyniki oceny
zostaly zebrane w ponizszej tabeli. Zweryfikowa¢ na poziomie istotno$ci « = 0.01 hipotezg, ze trwatosé

produktu zalezy od uzytej metody produkc;ji.

&
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Trwato$¢ w dniach | Metoda 1 | Metoda 2
40-50 10 10
50-60 30 110
60-70 20 20

Do sprawdzenia niezalezno$ci cechy X (trwalo$¢ produktu) od cechy Y (metoda produkcji)
wykorzystywana jest tablica niezaleznosci. Tablica ta ma tyle wierszy ile jest grup warto$ci cechy X i tyle
kolumn ile jest grup wartosci cechy Y. W komorkach tablicy wpisywane sa liczebnosci empiryczne nij
okreslajace liczbe elementéw proby posiadajacy jednoczes$nie ceche X na poziomie wynikajagcym z opisu
I-tego wiersza tablicy i cech¢ Y wynikajaca z opisu j-tej kolumny tablicy. Przedstawiona powyzej tablica
jest tzw. macierzq liczebnosci empirycznych. Tablice niezaleznosci otrzymuje si¢ po natozeniu na macierz
liczebnosci empirycznych macierzy liczebnosci teoretycznych. Do wyznaczenie liczebnos$ci teoretycznych
konieczne jest wczesniejsze policzenie teoretycznego prawdopodobienstwa pij wystapienia wynikow
posiadajacych ceche X na poziomie i oraz jednoczesnie cech¢ Y na poziomie j. Prawdopodobienstwa
teoretyczne obliczane sg przy zalozeniu, ze prawdziwa jest hipoteza Ho o niezalezno$ci cech X 1Y, tzn.:
Pij = Pi P,

gdzie: pi, pj — prawdopodobienstwo wystagpienia wynikow posiadajacych odpowiednio: ceche X na
poziomie i oraz ceche Y na poziomie j. Prawdopodobienstwa pi i pj obliczane sg z zaleznoSci:

gdzie: ni, nj — liczba wynikow posiadajacych odpowiednio: ceche X na poziomie i oraz cech¢ Y na
poziomie j; n — liczba wszystkich wynikow. Zaktadajac, ze wartosci cechy X zostaty podzielone na r grup

a wartosci cechy Y na ¢ grup liczebnosci te wyznacza si¢ Z WZOrow:
C r r C
n=2 Ny, mp=Xng, n=3Xn=>n;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Dla wygody macierz liczebnosci empirycznych uzupetia si¢ o dodatkowe kolumny i wiersze w ktorych

wpisywane sg liczebnosci nj, nj oraz prawdopodobienstwa pi, p;.

10+10=20
Trwato$¢ w dniach | Metoda 1 | Metoda 2 \ ni Pi
\ /r20/200 =0.1 j
40-50 10 10 20 0.1 T
50-60 30 110 140 0.7
60-70 20 20 40 0.2
s
Ni 60 140 200 n = 20+140+40 = 60+140 ’
! 7 ™~_
i 4{ 0.3 0.7 1.0
10+30+20 = 60 ’ ‘ 0.3+0.7=0.1+0.7+0.2=1.0 ’

N~—
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Nastgpnie wyznaczane sa prawdopodobienstwa teoretyczne p; i w oparciu o nie — liczebnosci
teoretyczne: np;;. Prawdopodobiefistwa p;; wpisywane sg w prawy gorny naroznik kazdej kratki tablicy,

liczebnosci np; — w lewy dolny naroznik.

| Trwalo$¢ w dniach | Metoda 1 | Metoda 2 ni pi
I 0.03 0.07
[0-1 0.3=0.03 W 10 10 20 | 01
6 14
0.21 0.49
50-60 30 110 140 0.7
42 98
0.06 0.14
60-70 20 20 40 0.2
12 28
Nj 60 140 200
Pj 0.3 0.7 1.0

Tak wypelniona tablica jest nazywana tablicq niezaleznosci. Tablica ta jest tez tworzona w wersji

skroconej — bez obliczania prawdopodobienstw: p;, p; i p;. W tym przypadku wykorzystywany jest

fakt, ze liczebno$ci teoretyczne mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

nn

_ _ ninj_ i
npij_npi pj =N——= :
nn n

Tablica niezaleznosci stanowi podstawe do obliczenia warto$ci statystyki testowej y:

4 :ii(nij -np, f .

i=l j=1

np;;

Obliczenia te przeprowadzane sg zwykle w formie tabelarycznej:

Y

ny | np; (nij -np, )2 (nij —np;; )2 /np;
10 6 16 2.67
10| 14 16 1.14
30| 42 144 3.43
110 98 144 1.47
20 12 64 5.33
20 28 64 2.29
200 200 16.33

Obliczona na podstawie wynikow z proby warto$¢ statystyki testowej wyniosta wiec: . ~16.33.
Obszar krytyczny wyznacza si¢ wykorzystujac rozktad y2 o (3 —1)(2 —1) = 2 stopniach swobody:
4 f(x)

25 =F 1, 1-a)=F,(099)~9.21

(
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Warto$¢ statystyki testowej lezy w obszarze krytycznym, hipoteze Ho nalezy wiec odrzuci¢ na rzecz
hipotezy alternatywnej — trwatos¢ produktu jest wigc zalezna od uzytej metody produkcji.

Identyczny wniosek mozna wyciagnaé wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—value, ktoéry w tym
przypadku wynosi (test jest prawostronny):
pvalue=1-F .., (?)=1-F ., (16.33) ~ 0.000284.
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