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8. ANALIZA KORELACJI | REGRESJI

Do sprawdzenia czy wybrane cechy mierzalne populacji generalnej (dwie lub wigcej) sa ze sobg zwigzane
wykorzystywane sg korelacja i regresja. Korelacja zajmuje si¢ silg tej zaleznos$ci, regresja skupia si¢ na jej
ksztalcie. RoOwnania regresji opisujace zwigzek funkcyjny badanych cech powinny by¢ wyznaczane gdy
korelacja pomigdzy tymi cechami nie jest zbyt staba.

W przypadku badania zwigzku dwoéch cech analiz¢ zalezno$ci rozpoczyna si¢ zwykle od sporzadzenia
wykresu rozrzutu. Poszczegdlne punkty wykresu odpowiadajg warto$ciom uzyskanym z kolejnych
obserwacji zmiennych analizowanych zmiennych.
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8.1. Analiza korelacji

8.1.1. Miary zaleinosci

Sita zwigzku analizowanych cech moze by¢ opisywana na kilka roznych sposobow. W przypadku
liniowej zaleznosci dwoch cech site ich zwigzku opisuje si¢ za pomoca wspélczynnika kowariancji lub
wspolczynnika korelacji liniowej Paersona, w przypadku nieliniowej zalezno$ci cech wykorzystywany
jest wskaznik nazywany stosunkiem korelacyjnym.

Kowariancja zmiennych X 1Y jest oznaczana jako cov(X ,Y).
= jezeli kazda z wartoéci cechy X moze pojawi¢ si¢ z kazda wartoscig cechy Y to zmienne sa
niezalezne a COV(X ,Y) =0,
= jezeli wartosci cechy X wigksze od sredniej tej cechy pojawiajg si¢ najczesciej z warto$ciami cechy
Y wigkszymi od jej $redniej to COV(X ,Y) >0,
= jezeli wartosci cechy X wigksze od sredniej tej cechy pojawiajg sie najczesciej z warto$ciami cechy
Y mniejszymi od jej Sredniej to COV(X ,Y) <0.
Wartos¢ kowariancji zalezy od wariancji zmiennych X i Y, w celu uniezaleznienia miary zaleznosci od
wariancji wprowadzono standaryzowang kowariancje, tzw. wspélczynnik korelacji liniowej Paersona:
cov(X,Y
p= af oy )

gdzie: o, , o, —odchylenie standardowe zmiennej XiY.
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Wspotczynnik korelacji jest miarg unormowang i przyjmuje wartosci:
-1<p<1
Jezeli | p| =1 to pomigdzy zmiennymi X i Y istnieje $cista zalezno$¢ liniowa, gdy p =0 zmienne nie sa

skorelowane, im warto$¢ | p| jest blizsza 1 tym korelacja zmiennych jest silniejsza.

Empiryczna kowariancja i korelacja wyznaczane sg z proby:
13 - -
cov(X,Y)= n Z((Xi - x)(yi - y))
i=1
. cov(X,Y)

SX SY
gdzie: x,, y;, — wartosci zmiennych XiY, )_(, 9, Sy, S, — Srednie i odchylenia standardowe zmiennych
X'iY; dla matych prob, podobnie jak w przypadku wzorow na odchylenia standardowe s, , s, stosowane
sa wzory z dzieleniem przez (n —1).
Wspotczynniki te zapisywane sg rowniez jako:

_— —_ _(*)

cov(X,Y)=xy—xy ’,

(6= )

R T S

e SRS

i=1 i=1

r

gdzie: xy = %in Y, .

i=1
(*) Wz6r cov(X,Y )= Xy—XYy otrzymuje si¢ po przeksztalceniach:

COV(X vY): %Zn:((xn _)_(>(yi - Y))= %i(xi Yi — Xiy_)_(yi +)_(§/): %(gxi% _9iz_rlllxi _)_(IZ:: Yi +|le)—(9]

i=1 i=1

cov(x,v):%(ixiyi_nyi_n;mwj:%ixiyi_;9=x—y_;9.

i=1 i=1

W przypadku badania wptywu wielu zmiennych niezaleznych na pewng zmienng zalezng, przy zatozeniu
istnienia liniowego zwigzku pomigdzy badanymi zmiennymi, miary zaleznosci: kowariancja i korelacja

sg uogodlniane i zapisywane w postaci macierzy kowariancji i macierzy korelacji.

Macierz kowariancji jest uogélniong na n wymiaréw wariancjg, zawiera informacje o sile zwigzku kazdej

pary zmiennych nie uwzgledniajac wptywu pozostatych zmiennych.

Macierz korelacji jest standaryzowang macierzg kowariancji, jej elementami sg wspotczynniki korelacji
liniowej Paersona wyznaczone dla kazdej pary zmiennych.
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Macierz kowariancji:

o} cov(X,, X,) ... cov(X,, X,)
cov(X,, X,) ol ... cov(X,,X,)
cov(X,, X,) cov(X,, X,) ... o
Macierz korelacj:i
i 1 cov(X,, X,) cov(X,, X,)]
O-Xlo-xz O-Xlo-xn 1 p(Xl,Xz) p(Xl,Xn)
cov(X;, X;) 1 cov(X,, X, ) (X5, X,) 1 (X5, X))
zeaxl O-Xzo-xn - n
cov(X,,X,) cov(X , X,) 1 pX X)) p(X,,%,) 1
L GXnJX1 O-Xnaxz ]

gdzie: X,,X,,...,X, — badane cechy, o, — wariancja zmiennej X,; cov(Xi,Xj) — kowariancja

pomigdzy parg zmiennych X; i X;, p(Xi,Xj) — wspotczynnik korelacji zmiennych X; i X,

cov(Xi,Xj):cov(Xj,Xi) [ p(Xi,Xj):p(Xj,Xi) — macierze kowariancji i korelacji sg wigc

symetryczne.

Przyklad 1.

Podczas badania zalezno$ci dwdéch wymiaréw pewnego detalu otrzymano z proby n=20 nastepujace
wyniki:

xi|33(24|3.2(105/51|26(15/94|6.2|07] 4 {86|94(61[43|09(82|65| 5 |87
yi [15.1| 38 | 26 |31.6|45.6|34.4|8.5]26.8|28.9| 30 {53.4|40.6|69.4|32.3|18.1|14.6|45.2{51.9|26.6|52.3

Narysowa¢ wykres rozrzutu, wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji.

— 70
X ~0,5669, s, ~ 2,9973, *
- 60 |
y ~34,415, s, ~153756, 50 | AR S
L 2 L

40 | . .

0. e A ¢
cov(X,Y)=~ 24,3619, o o ° .

20
r ~0,5286 S o *

10
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8.1.2. Istotnos¢ wspolczynnika korelacji

Skrajne warto$ci wspotczynnika korelacji jednoznacznie wskazuja na istnienie $cistej zaleznos$ci liniowej
(r=+1) lub braku korelacji (r=0) pomigdzy badanymi cechami. W przypadkach posrednich,
sprawdzenie czy analizowane cechy sg skorelowane przeprowadza si¢ testujac hipoteze Ho: o =0 (cechy
nie sg skorelowane) wobec hipotezy alternatywnej Hi: p = 0 (istnieje korelacja). Korelacje uznaje si¢ za
istotng jezeli test wykaze, ze hipoteze Ho nalezy odrzuci¢, tzn. warto$¢ statystyki testowej lezy w
obszarze krytycznym, lub graniczny poziom istotnosci jest mniejszy od zatozonego.

Jezeli badane cechy majg rozktad normalny lub zblizony do normalnego to do zbadania istotno$ci ich
korelacji wykorzystuje si¢ statystyke testowa:

r

N1-r?

gdzie: n to rozmiar préby a r to wspotczynnik korelacji wyznaczony na jej podstawie.

t= n-2,

Przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy Ho statystyka ta ma rozktad t-— Studenta o (n-2) stopniach
swobody.

Przykiad 2.

Na poziomie istotnosci a = 0,05 zbadac istotno$¢ wspodtczynnika korelacji z przyktadu 1.

Obliczona na podstawie wynikoéw z proby wartos¢ statystyki testowej wynosi:

t, :ﬂ\/ZO—Z ~ 2,6421,

\1-0,5286°

Graniczny poziom istotno$ci otrzymuje si¢ jako:
% p-value = Fyyq)(~t,) = Fyq) (- 2,6421) ~ 0,0083, — p—value ~0,0166 ,

a granica obszaru krytycznego wynosi w tym przypadku:

t, = —Ft(-lls)(?j ~2,1009.

(24

4 f(x)

Yyap-value Yop-value

*ta ta tn X

Hipotez¢ Ho nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej Hi (Jta| > |to], @ > p—value) — co oznacza,
ze z prawdopodobienstwem btedu mniejszym od 0,05 mozna twierdzi¢, ze korelacja wymiaréw detalu
jest istotna.

&
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8.2. Analiza regres;ji

Analiza regresji pozwala na ilosciowe okreslenie zwigzkéw pomig¢dzy kilkoma zmiennymi niezaleznymi
a zmienng zalezng — metoda nazywana jest analizq regresji wielorakiej (wielowymiarowej [ub
wielokrotnej), w przypadku dwoch zmiennych (jedna zmienna niezalezna i jedna zalezna) nazywana jest
analizq regresji*.

*Termin regresja wprowadzit Sir Francis Galton w pracy ,,Naturalna dziedziczno$¢” (1899). Opisat on
zjawisko ,,regresji do $redniej”: dzieci rodzicow uzdolnionych sa przecigtnie mniej uzdolnione, rozmiary

nasion groszku w kolejnych pokoleniach wracaja do $redniego rozmiaru, itp.

Analiza regresji pozwala na wyznaczenie parametrow teoretycznego modelu obiektu na podstawie

obserwacji jego wejs¢ 1 wyjsc. l 7
X1
X2 ' y= (X Xpreees X1 Z)
— obiekt —
Xm :
—>

Schemat obiektu badan (x1, X2, ..., Xm — wielkosci wejsciowe, z — zaklocenie, y — wielkosci wyjsciowa).

Regresja liniowa to jeden z najbardziej popularnych modeli regresji zaktadajacy, ze zwigzek pomiedzy

zmienng zalezng a zmiennymi niezaleznymi ma charakter liniowy.
Celem analizy regresji jest wyznaczenie parametréw modelu matematycznego obiektu w postaci:
Y= (X, Xp,..., X, By, 0y, 0,) *)

gdzie: y — przyblizona warto$¢ wyjscia obiektu; X1, X2, ..., Xm — wejécia obiektu; bi — nieznane parametry;
i=0, 1,..., k.

Funkcja (*) nazywana jest funkcjq regresji. W przypadku regresji liniowej, funkcja regresji jest funkcja

liniowa:
y=b,+b X +...+b, X,

a w przypadku regresji nieliniowej zaktada sie, ze funkcja regresji jest liniowg kombinacjg funkcji
bazowych:

y=b, (Po(x)+ by @1(X)+---+ b, (X)
gdzie: x =(X,,X,,...,X,, ) — wektor wejs¢ obiektu; ¢, (x) — z gory zadane funkcje bazowe.

Wspoétczynniki bi funkcji regresji wyznaczane sg zgodnie z zasadq najmniejszej sumy kwadratow
bledow, tzn. wyznaczane sg w taki sposob, aby suma kwadratéw odchylen pomiedzy zaobserwowanymi

wartosciami wyj$¢ a wyznaczonymi w oparciu o wspotczynniki bi byta minimalna:

sse = Zn:(yi —9,)* = min
i=1
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8.2.1. Metoda najmniejszych kwadratow
Zadanie.

Zalez¢ wspotczynniki b, funkcji postaci:

9 = by 0, (X)+, 9, (x)+...+b, ¢, (x) *)

tak aby w najlepszy sposéb (przy minimalnej sumie kwadratow btedow) funkcja ta odwzorowywata

zwigzek zmiennej zaleznej Y od zmiennych niezaleznych X = (Xl, Xoyeoe Xy )T .

Rozwigzanie.

Zatdzmy, ze wykonano n obserwacji:

Xll X12 te le yl
X21 X22 te X2m y2
an Xn2 te Xnm yn

gdzie: X;;,X,,...X;, — wartoSci zmiennych niezaleznych przyjete w i—tej obserwacji, y, — wartos¢

n

zmiennej zaleznej otrzymana w i—tej obserwacji.

Wprowadzajac oznaczenia:

wektor wejs¢ obiektu w i—tej obserwacji:
.
X; =(Xi1,Xi2,.. X ) )

1 %m

wektor parametrow funkcji:

macierz wejsc:

¢O(Xn) ¢71(Xn) §0k (Xn)
wektor przyblizonych warto$ci zmiennej zalezne;j:
=929 9)

rezultat przyblizania funkcji obiektu funkcjg aproksymujaca (*) dla wykonanych obserwacji mozna
zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego:

§=Xb.

Warto$ci poszukiwanych parametréw b nalezy wyznaczy¢ w taki sposob, zeby suma kwadratdw biedow:

&
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sse = zn:(ei ) = , (y, = 9,)* = min
i=1 i=1

osiggata warto$§¢ minimalng. Wektor e = (e €5y B, )T jest nazywany wektorem btedow lub wektorem

reszt (e =y; - ¥,).

Xy

(x1, y1)
Zapisujac zaobserwowane wartos$ci wyjs$¢ obiektu w postaci wektora:
Y=y Vore¥a)
btad sse mozna zapisa¢ jako:
sse=(y—9) (y-9)=(y—Xb) (y—Xb)=y"y—y"Xb-b"XTy+b"X"Xb ~—~

. sse=y'y—-2b"Xy+b"X"Xb

Zgodnie z teorig rachunku roézniczkowego funkcji wielu zmiennych, warunkiem koniecznym istnienia
ekstremum funkcji wielu zmiennych w okreslonym punkcie jest zerowanie si¢ jej wszystkich pochodnych

czastkowych w tym punkcie. Poniewaz btad aproksymacji musi by¢ minimalny to:

osse _ 0.
ob
Pochodng biedu wyznacza si¢ jako:
0% _ X Ty 42X Xb,

ob
wiec:

—2XTy+2X"Xb=0,
czyli:

XTXb=XT"y,
1 ostatecznie poszukiwane parametry funkcji aproksymujacej mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
b=(X"X)"XTy.
Istnienie rozwigzania zalezy od postaci macierzy X' X — macierz ta musi by¢ macierza nieosobliwg.

Przykiad 3.
&
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Podczas badania zaleznos$ci kosztow produkcji od ilosci produkowanych sztuk otrzymano z proby n=4

nastepujace wyniki:

Xi1234
yvi|] 3 |46 | 8

Zaktadajac liniowa postaé funkcji regresji wyznaczy¢ jej parametry, obliczy¢ otrzymang warto$¢ bledu,

narysowa¢ wykres rozrzutu, wykresli¢ znaleziong funkcje.

W zadaniu przyje¢to zalozenie:
y=Db,+b, x.
Z poréwnania zalozonej postaci funkcji z jej ogolna postacia: ¥ = b, ¢, (X)+ b, qol(x), wynika, ze funkcje
bazowe ¢, (X) i (pl(x) wynoszg w tym przypadku:
(pO(X)=1 [ ¢1(X): X

Dla otrzymanych danych pomiarowych macierz wejs¢ X oraz wektor wyj$¢ y wynoszg wigc:

o (Xl) (01()(1) 11 3
X — %(Xz) (Pl(xz) _ 12 = 4

Po (Xs) ¢1(X3) 13 6

Do (X4) ¢1(X4) 14 8
Poszukiwane parametry funkcji otrzymuje si¢ po obliczeniach:

11
11 1 1)1 2 4 10 _ 15 -05
XTX = - , (XTx)" = ,
1 2 3 4)|]1 3 10 30 -05 0.2
1 4
3
15 -05)(1 1 1 1)|4 1
b= = . 10
-05 02 )1 2 3 4)|6 17
8 8t 4
Znaleziona funkcja regresji ma wiec postac: 6! &
y=1+17x. 4l 7
¢
2,

Wektor przyblizonych warto$ci zmiennej zaleznej wynosi
w tym przypadku  §=(27, 44,6178 a suma 9% 1 o 3 4 &

kwadratéw bledow sse = (3—2,7)° +...+(8-7,8)" =0,3.
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Priykiad 4.

Podczas badania zalezno$ci zmian pewnego parametru procesu od czasu otrzymano nastepujgce wyniki:

t|] 1123415
z| 2 108/0,7[06]0,5

Na brak liniowej korelacji parametru od czasu wskazuje wykres rozrzutu oraz test istotnosci korelacji.

2—¢
1.5
1-
* .
0.5 - S S
0 2 4 6

Obliczony na podstawie wynikow z proby wspotczynnik korelacji wynosi: r = —0,824 , warto$¢ statystyki

testowej w tescie istotnosci korelacji otrzymuje si¢ jako:

t, = _—0824 55~ 25103

\1-0,8247

Graniczny poziom istotno$ci wynosi w tym przypadku:
% p-value = Fy(t,) = F;) (- 2,5193)~ 0,0431, — p-—value~0,0862,

a granice¢ obszaru krytycznego dla « = 0,05 stanowi:

{ = _Ft(-;)(_o’gs j ~31824.

o

(X)

Ya Ya

Yop—value

*ta tn ta

Hipotezy o braku istotnosci korelacji nie mozna wiec w tym przypadku odrzuci¢ (|tn| < [to], a < p—value).

W dalszych badaniach przyjeto, ze zaleznos¢ zmian analizowanego parametru od czasu ta ma postac:

2 — aoeal/t . (*)
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Parametry a, i a, nie moga by¢ bezposrednio wyznaczone poprzez zastosowanie analizy regresji,
poniewaz przyjeta posta¢ funkcji nie moze by¢ zapisana bezposrednio w postaci liniowej kombinacji
funkcji bazowych: 2 =b, @, (t)+b, ¢,(t)+...+b, ¢, (t). Funkcje ta mozna jednak przeksztatci¢ do takiej

postaci:
7=a,® = h(2)=hlae*) = In(2)=In(a,)+Mh(e>")

In(i):ln(ao)+%.

Po wprowadzeniu oznaczen:
y= In(i), b, = In(ao)’ b, =a,

mozna ostatecznie funkcj¢ (*) zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej funkcji bazowych (ao(t):l i

1.
gol(t):E jako:

9:b0+b1%.

Test istotnosci korelacji zmiennych In (Z) I 1/t pokazuje, ze korelacja ta jest istotna. W ponizszej tabeli

zestawiono wartosci przeksztatconych zmiennych:

1 105 033|025]| 0.2

t
In(z;)| 0,69 -0,22 | -0,36 | -0,51 | -0,69

Wspotczynnik korelacji dla nowych zmiennych wynosi: r~0.9934 a warto$¢ statystyki testowej
przyjmuje w tym przypadku wartos¢: t, ~15,098. Graniczny poziom istotnosci otrzymuje si¢ jako:

p—value =~ 0,0006 , granica obszaru krytycznego wynosi t, ~ 31824 . Wartosci te pokazuja, ze hipoteza o

braku istotno$ci korelacji musi by¢ w tym przypadku odrzucona (Jta| > |to| « > p-value) — korelacja
zmiennych In(z) i 1/t jest wiec istotna.

A

Analiza regresji pozwala na wyznaczenie parametrow b, i b, funkcji y. Dla przeksztatconych

zmiennych macierz wej$¢ X oraz wektor wyjs$¢ Y wynosza:

(/’o(tl) (Pl(tl) 1 1 0.69
o (t,) o) |1 05 ~0.22
X = @o(ts) (Dl(ts) =11 033 y:In(z): —-0.36 |.
2(t.) o(t,)] |1 025 ~0.51
oo(ts) oilts)) (1 0.2 ~0.69

Parametry funkcji § otrzymuje si¢ jako:

b

, -09716
(x7x) XTY”( 1,6499 j
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Funkcje ¥ mozna wigc zapisac jako: 26
Yy ~—-0,9716 +1’6499% :
) 15n 165
Wykorzystujac zaleznosci: 2 =¢’, a, =e™, a, =b, 7=0.38et
otrzymuje si¢ ostateczng posta¢ poszukiwanej funkcji 2(’[) :
1,6499 1r
7 ~0,3785e ' . ¢ .
4
0.5 - : L 4
1 2 3 4 5

Przykiad 5.

W celu zbadania wplywu dwoch parametréw procesu obrobki na wysoko$¢ nierownosci wykonano n=10

pomiaréw i otrzymano nastepujace wyniki:

x, 21 |11 31 11 24 |44 [a1 17 J11 |11
x,58 |46 [24 [56 [22 [23 |41 [37 [37 |21
vi [24.4 [184 116,0 [22,2 [14,0 18,6 [24,2 [17,7 [164 |114

Zaktadajac nastepujaca postac funkcji regres;ji:
9(x)=b, +b, X, +b, X, + b, XX, ,
wyznaczy¢ jej parametry, narysowaé wykres rozrzutu, wykresli¢ znaleziong funkcjg.
Z poroéwnania zalozonej postaci funkcji z jej ogdlng postacia:
§ = by 05 (x)+ by ¢, (x) + b, @, (x) + by 5 (%),
wynika, ze funkcje bazowe ¢, (X), 0 (x), 0, (X), R (X) wynosza w tym przypadku:
2()=1, a()=x, ®X)=x, eKx)=xx.

Dla otrzymanych danych pomiarowych macierz wej$¢ X oraz wektor wyjs¢ y wynosza odpowiednio:

Do (Xl) 2 (Xl) ?, (Xl) D3 (Xl) 121 58 12,8 24,4
X = ) (Xz ) 21 (Xz ) ?, (Xz ) @ (X?_ ) _ 1 11 46 5,06 y = 18,4
Po (Xlo ) 21 (Xlo ) ?, (XlO ) ?s (XlO ) 111 21 231 114

Parametry funkcji § otrzymuje sie jako: b=(XTX) X7y~ (32173 16963 28484 01255),

funkcje ¥ mozna wiec zapisaé jako:

9(x)=3,2173+1,6963 x, +2,8484 X, +0,1255 XX, .
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35 ~

8.2.2. Wybrane wilasnosci rozwigzania metody najmniejszych kwadratow

1. Macierz wejsé jest nieskorelowana 7 wektorem bledow:
XTe=0.
Mnozqgc znaleziony wektor wspotczynnikow rownania regresji b lewostronnie przez macierz (X T X)
otrzymuje sig: b=<XTX)_lXTy 2 X'Xb=XTy.
Korzystajgc z zaleznosci § = X b otrzymuje si¢ nastgpnie:

XTy=XTy = X'y-X'y=0 = X'(y-9)=0 = XTe=0. .

2. Suma elementow wektora e wynosi O:
n
D e =00
i=1

Jesli funkcja regresji zawiera statg to pierwsza kolumna macierzy X jest zbudowana z jedynek, i w
konsekwencji pierwszy wiersz macierzy X' jest réwniez zbudowany z jedynek. Na mocy poprzedniej

n
wiasnosci otrzymuje sig¢ wiec: Zei =0. -
i=1

(*) — zalezno$¢ jest prawdziwa o ile funkcja regresji zawiera stata.
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3. Wektor przyblizonych wartosci zmiennej zaleinej Y jest nieskorelowany 7 wektorem bledow:
y'e=0.

Wektor ¥ otrzymuje sie jako:
y=Xb.
Transpozycja i przemnoZenie prawostronne powyzszej zaleznosci przez wektor btedow e prowadzi do:
9y e=(Xb)e=b"X"e.
Z wlasnosci 1. otrzymuje sie ostatecznie:
YT e=b"X"e=b"0=0. »

4. Catkowita zmiennos¢ zmiennej zaleinej moie byé dekomponowana na zmiennosé¢ wyjasniong

rownaniem regresji i zmiennos¢ niewyjasniong:
sst = ssr +sse (9,

gdzie:

sst — calkowita zmienno$¢ zmiennej zaleznej jest mierzona jako suma kwadratow odchylen
n

zmiennej zaleznej od $redniej: Sst = Z(yi - ;/)2 ,
i=1

n
. , . . .. C . , . .. ~ P
SSI' — Zmi1ennosc Zmiennej zaleznej wyjasniona rownaniem regresji: SSI = E (yl - y) y
=Y

n

sse — zmienno$¢ zmiennej zaleznej niewyjasniona rownaniem regresji: SSe = Z:(yi -, )2 ,
i=1

(*) — zalezno$¢ jest prawdziwa o ile funkcja regresji zawiera stata.

Zaleznos¢ tg mozna latwo pokazac. Z definicji wektora bledu wynika, ze:
Vi=VYi+6&.
Po odjeciu od obu stron powyzszego rownania sredniej y i po podniesieniu do kwadratu powyzsza

zaleznoS¢ przyjmuje nastepujgcq postac:

(Yi _9)2 = (9. _y—'—ei )2 = (9. _;’)2 +2(9i _9# +ei2'
Zsumowanie powyzszego wyrazenia dla kazdego i =1:n prowadzi do:

Zn:()/i - Y)2 = Zn:(yl _9)2 +2iZl:(9i _9)9i +iZl:ei2 -

i=1 i=1

Wprowadzajqgc bledy sst, ssr i sse otrzymuje sie:

sst = ssr + 2i(yi —y)ei +5%€ .

i=1
n —
Teraz pozostaje jeszcze pokazac, ze 2(9, - y)ei =0. Rzeczywiscie:
i=1
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n —
Biorgc pod uwage wilasnosci 2. i 3. otrzymuje sie Z()?, — y)e. =0. [

i
i=1

Liczba niezaleznych zmiennych (czyli liczba stopni swobody) potrzebna do wyznaczenia sum Sst, SSr i

sse zostata zestawiona w ponizszej tabeli:

zmiennos¢é | liczba stopni swobody uwagi

do wyznaczania sumy sst = Zi”:l(yi — §)2 potrzebnych jest n

sst n-1 zmiennych vy, , jeden stopien swobody znika ze wzgledu na

ograniczeniey =1/n>"" y,

n

do wyznaczania sumy Ssr = Z(yi - 9)2 potrzebne sg
i=1

warto$ci Y, , ktore otrzymuje si¢ wykorzystujac k +1

ssr K , o ) . . .,
wspolczynnikow b, z rownania regresji, jeden stopien
swobody znika ze wzgledu na to, ze mozna pokazaé, ze
b, = y—(blgolixt+...+bk(pkix))
liczba zmiennych niezaleznych po obu stronach réwnosci
sse n—-k-1

sst = ssr +sse , czyli takze sse = sst —ssr, jest taka sama

5. Jakosé¢ dopasowania réwnania regresji

Jakos$ci dopasowania rownania regresji do danych empirycznych ocenia si¢ za pomoca wspofczynnika
determinaciji:

R? = S

sst
Wspotczynnik ten okresla wigec jaka cze§¢ zmiennej zaleznej jest wyjasniona rOwnaniem regresji.
Wartosci wspotczynnika R? naleza do przedziatu [0, 1], dopasowanie funkcji regresji jest tym lepsze

im warto$¢ wspotczynnika jest blizsza 1.

Wspotczynnik R* dla funkcji regresji zawierajacej stata moze by¢ przeksztatcony do postaci:
R2 :ﬂ: sst — sse :1_ﬁ.
sst sst sst
W przypadku regresji liniowej wspotczynnik determinacji R* jest rowny kwadratowi wspotczynnika

korelacji liniowej Paersona: R? =r?.

W celu uniezaleznienia wartosci wskaznika R® od liczby stopni swobody wprowadzany jest tzw.

skorygowany wspotczynnik determinacji:

ﬁzzl_wzl_(ﬁJ(n__l}zl_(l_RZ n-1 3
sst/n—1 sst J\n—-k-1 n-k-1
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Do oceny dopasowania rownania regresji wykorzystywany jest rowniez btagd standardowy estymacji:

| sse

* \n-k-1
Wielko$¢ bledu opisuje przecigtng rdéznice pomigdzy wartoSciami empirycznymi a warto$ciami
otrzymanymi z réwnania regresji, dopasowanie funkcji regresji jest tym lepsze im wartos¢ btedu jest

blizsza 0.

8.2.3. Istotnos¢ funkcji regresji

Badanie istotno$ci regresji moze by¢ realizowane poprzez weryfikacj¢ hipotez statystycznych.
Wyznaczone w wyniku metody najmniejszych kwadratow wspotczynniki b, stanowia przyblizenie (s
estymatorami) rzeczywistych wspotczynnikow g, funkcji regresji dla calej populacji. Funkcje regresji
uznaje si¢ za istotng jezeli przynajmniej jeden ze wspotczynnikow £, funkcji regresji jest istotnie rézny
od zera. Istotno$¢ funkcji regresji bada si¢ stawiajac hipoteze zerowa o braku wplywu zmiennych
niezaleznych na zmienng zalezna, tzn. Ho: S, =, =...= ., =0 wobec hipotezy alternatywnej, ze
przynajmniej jeden ze wspotczynnikow jest roézny od zera, tzn. Hi: S, # 0. Do przeprowadzenia tego

testu wykorzystuje si¢, podobnie jak w analizie wariancji, statystyke F:

_ossr/k
sse/n—k -1

Wyrazenie w liczniku jest wariancja zmiennej zaleznej wyjasniong rdwnaniem regresji, wyrazenie w
mianowniku jest wariancjg zmiennej zaleznej niewyjasniong rownaniem regresji. Statystyka F moze by¢

takze zapisana w postaci zaleznej od wspotczynnika determinacji:

Fossrn-k-1_ssr/sstn—k-1_ R n-k-1
- Pt

“sse ko osse/sst Kk 1-R?
Jezeli hipoteza Ho jest prawdziwa statystyka F ma rozktad F Snedecora (Fishera) o v, =k i
v, =n—Kk —1 stopniach swobody. Funkcj¢ regresji uznaje si¢ za istotna jezeli test wykaze, ze hipoteze¢ Ho

nalezy odrzucié, tzn. warto$¢ statystyki testowej lezy w obszarze Krytycznym (obszar krytyczny w tescie
budowany jest jako prawostronny), lub graniczny poziom istotnosci jest mniejszy od zatozonego.

8.2.4. Istotnos¢ wspolczynnikow funkcji regresji

Istotno$¢ i-tego wspodtczynnika funkcji regresji bada si¢ stawiajagc hipotezg zerowa o braku wptywu
odpowiedniej zmiennej niezaleznej na zmienng zalezna, tzn. Ho: S, =0 wobec hipotezy alternatywnej, ze
przynajmniej zmienna wplywa na zmienng zalezng, tzn. Hi: S, #0. Do przeprowadzenia tego testu

wykorzystuje si¢ statystyke t — Studenta o (n —k —1) stopniach swobody:

t_bi_ﬁi_bi_o__l
s s s
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gdzie: s; to estymator odchylenia standardowego parametru g, obliczany jako: s, =
wspolczynnik c;; to i-ty element diagonalny macierzy (XTX)_l.

Przykiad 6.

Dla funkcji regresji z przyktadu 5. zweryfikowaé na poziomie istotnosci oo = 0.05 hipotezg o istotnosci
funkcji regresji i istotnosci jej wspotczynnikdw. Wyznaczy¢ wspotczynnik determinacji.

Zmiennos$ci zmiennej zaleznej wyjasnione i niewyjasnione rownaniem regresji wynoszg odpowiednio:
sse = 0,8364, ssr ~161,8446 , wspotczynnik determinacji wynosi wigc:

R? =1->% £ 09949
sst

Otrzymana warto$¢ wspotczynnika oznacza, ze ponad 99% zmienno$ci zmiennej zaleznej jest wyjasniona
rownaniem regresji.
Do przeprowadzenia testu istotnosci funkcji regresji nalezy obliczy¢ warto$¢ statystyki testowej (n=10 i

k =3):

F_ R? n-k-1
" 1-R®

~ 386,9976 .

Graniczny poziom istotno$ci wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu F Snedecora (Fishera) o
v, =31 v, =6 stopniach swobody:

pvalie=1-F,(F,)~3e-7,
granica obszaru krytycznego dla « = 0,05 wynosi w tym przypadku:
F, =Friye)1-0,05)~4,7571.

Wartosci p—value i F, pokazuja, ze hipotez¢ o braku istotnosci funkcji regresji nalezy odrzucic¢

a

(Fn> Fo, a > p—value) — znaleziona funkcja regresji musi wigc by¢ uznana za istotna.

Do przeprowadzenia testu istotnosci wspotczynnikdéw funkeji regresji nalezy wyznaczy¢ dla kazdego
wspoiczynnika warto$¢ statystyki testowej. Ponizej zostaly zebrane wybrane wyniki czastkowe:

49562 -1,7946 -12101 0,4682
-1,7946 08083 04623 -0,2228

(xx7)* =
-12101 04623 0328 -01338
0,4682 -0,2228 -01338 0,068
sse
mse:n " 1z0,1394, Jmse = 0,3734,

t = —F@(%) ~ 2,4469,

a
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i 0 1 2 3
b, b, ~3,2173 b, ~1,6963 b, ~ 2,8484 b, ~0,1255
C, Cop ~ 4,9562 c, ~0,8083 c,, ~0,328 C.y ~ 0,068
s, s, ~0,3734,/4,9562 | s, ~0,3734,/0,8083 | s, ~0,3734,/0,328 | s, ~0,3734,/0,068
s, ~ 08312 s, ~ 03357 s, ~0,2138 s, ~0,0974
t t,, ~ 38706 t, ~50534 t, ~133209 t, ~12890
p —value p, = 0,0083 p, =0,0023 p, = 0,0000 p; = 0,2449

Test istotnosci dla wspolczynnikdéw funkcji regresji wskazuje, ze wszystkie wspotczynniki z wyjatkiem
ostatniego zwigzanego z iloczynem zmiennych XX, sg istotne (dla i=0,1,2: [t |>|t,| i a> p;, dla
i =31 Jt,g| <|t,| 1 & < p,).

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze znaleziong funkcje regresji nalezy uznac za istotng, jednak tylko
trzy sposrdd czterech wspotczynnikow zostaty uznane za istotne. Czwarty wspotczynnik b, powinien

zosta¢ wyeliminowany z modelu.

8.2.5. Dobor funkcji regresji

Funkcja regresji powinna w mozliwie jak najwiekszym stopniu wyjasnia¢ zmienno$¢ zmiennej zaleznej,
jednoczesnie jednak powinna mie¢ mozliwie najprostsza strukturg. Dobor modelu funkcji regresji nie jest
sprawa prosta, stosowane sa rozne strategie. W selekcji postgpujacej konstruowanie modelu rozpoczyna
si¢ od jednej zmiennej niezaleznej, w kolejnych krokach dodawane sg kolejne zmienne.

W eliminacji wstecznej poszukiwanie optymalnego modelu rozpoczyna si¢ od modelu maksymalnego a
w kolejnych krokach kolejno usuwane sg zmienne o najmniejszym wptywie na zmienng zalezna. Proces
eliminacji konczy si¢ gdy w modelu wystepuja wylaczne zmienne, ktdre w istotny sposob wyjasniaja
zmiennos$¢ zmiennej zaleznej. W kazdym kroku eliminacji najmniejszg istotno$¢ wspotczynnika wskazuje

najwigkszy graniczny poziomie istotnosci otrzymany dla tego wspotczynnika w tescie istotnosci.

Przyktad 8.
Stosujac eliminacj¢ wsteczng uproscic¢ funkcje regresji z przyktadu 6.

Funkcja regresji w przyktadzie 6. zawierala wspotczynnik, ktéry zostal uznany za nieistotny —
wspotczynnik ten, a wlasciwie skojarzona z nim interakcja zmiennych X1 i X2, zostanie usunigty z modelu,

po wyeliminowaniu z funkcji skladnika zawierajacego iloczyn zmiennych XX, funkcja regresji

przyjmuje nastepujaca postac:

9(x)=b, +b, x, +b, X,.

&
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Zmiana postaci funkcji wigze si¢ ze zmiang postaci macierzy wejs¢ X:

2 (X1) (2] (Xl) @, (Xl) 121 58 24,4
X = Dy (Xz ) 2] (Xz ) ?, (Xz ) _ 1 11 46 y = 18,4
20 (XlO ) %] (Xlo ) ?, (Xlo ) 111 21 114

Parametry funkcji § otrzymuje si¢ jako: b=(XTX) X"y~ (23533 21075 3,0953) , funkcje 9
mozna wie¢c zapisac jako:

9(x) = 2,3533+2,1075 x, +3,0953 X, .
Zmiennos$ci zmiennej zaleznej wyjasnione i niewyjasnione rownaniem regresji wynosza odpowiednio:
sse = 1,068, ssr 161,613, wspotczynnik determinacji wynosi wigc:

R? =1->¢ 09934,
sst

Warto$¢ statystyki testowej wykorzystywanej do przeprowadzenia testu istotnosci funkcji regresji

otrzymuje w tym przypadku warto§¢ (n=10 1 k =2):

E_ R? n-k-1
" 1-R?

~529,6127 .

Graniczny poziom istotno$ci wyznaczony z dystrybuanty rozktadu F Snedecora (Fishera) o v, =2 i

v, =7 stopniach swobody wynosi:
pvalue=1-F;,(F,)~2e-8,

a granice¢ obszaru krytycznego dla « = 0,05 otrzymuj si¢ jako:
F, =F}7)(1-0,05)~ 47374,

Wartosci p—value i F, pokazuja, ze hipotez¢ o braku istotnosci funkcji regresji nalezy odrzucié

a

(Fn> Fo, @ > p—value) — znaleziona funkcja regresji musi wigc by¢ uznana za istotng.

Do przeprowadzenia testu istotnosci wspotczynnikéw funkcji regresji wyznacza si¢, podobnie jak
poprzednio, wartosci statystyk testowych. Ponizej zostaty zebrane wybrane wyniki czastkowe:

17336 -0,2608 -0,2889
(xxT)* =|-02608 00783 00238
02889 00238 00647

sse
n—k—

mse =

1 ~ 01526, +/mse = 0,3906,

t, = —Ft(}l)[—o'gs) ~ 2,3646,
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i 0 1 2
b, b, ~ 2,3533 b, ~ 21075 b, ~3,0953
Cii Coo = 1,7336 c,, =0,0783 C,, =0,0647
. s, ~0,3906,/1,7336 | s, ~0,3906,/0,0783 | s, ~ 0,3906,/0,0647
s, ~ 05143 s, ~ 01093 s, ~0,0993
t, t,, ~ 45758 t,, ~19,2869 t,, ~ 31,1643
p —value p, = 0,0026 p, ~ 0,0000 p, = 0,0000

Test istotnosci dla wspotczynnikdow funkcji regresji wskazuje, ze wszystkie wspdtczynniki sg istotne (dla

i=0,1,2: [t,|>]t,| i @>p)).

Proces eliminacji wstecznej mozna juz zakonczy¢é — znaleziona funkcja regresji i wszystkie jej

wspotczynniki sg istotne. Wspotczynnik determinacji dla znalezionej funkcji wynosi: R? =0.9934, ma

wiec nieznacznie mniejsza warto$¢ w stosunku do obliczonego dla modelu petnego: R* = 0.9949.
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