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9. JEDNOCZYNNIKOWA ANALIZA WARIANCJI

Jednoczynnikowa analiza wariancji wykorzystywana jest do sprawdzenia czy wybrana zmienna

niezalezna ma wplyw na zmienng zalezng.

—» obiekt —>

Zaldzmy, ze przeprowadzony zostatl eksperyment wg. planu randomizowanego kompletnego. Plan taki

zaklada, ze:
» doswiadczenia wykonywane sa w losowej kolejnosci,

» warto$ci zmiennej niezaleznej sa z géry okreslone (liczba wartosci jest uzalezniona od rodzaju

przeprowadzanego badania, warto$ci nazywane sg poziomami, liczba pozioméw moze by¢

dowolna).

poziom zmiennej | numer doswiadczenia
niezaleznej 1 5 r

1

2

a

Dla wynikéw otrzymanych w eksperymencie mozna stworzy¢ model:
Vi = H; ey, (1)

gdzie: yij — wynik j—tej powtorki doswiadczenia przeprowadzonego na i-tym poziomie; ui — $rednia
warto$¢ zmiennej wyjsciowej dla i—tego poziomu; i = 1...a; j = 1...r; ejj — blad losowy zawierajacy
wszystkie pozostate sktadowe zmiennos$ci zmiennej wyjSciowej (poza wplywem poziomu czynnika

wejsciowego), zaklada sie, ze E(ejj) = 0 wige E(Yij) = ui.
Oznaczajac przez u 0golng srednig zmiennej wyjsciowej a przez 7; efekt +-tego poziomu czynnika:
M =H+T;,
model (1) mozna zapisac jako:
Yy =H+T; ey 2

Dodatkowo, zaktada sie, ze btedy maja rozktad normalny o tej samej wariancji o2, tzn. eij ~ M0, o), a ze
wzgledu na to, ze pomiary sg przeprowadzane niezaleznie réwniez €jj s3 niezaleznymi zmiennymi

losowymi.

&
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9.1. Jednoczynnikowa analiza wariancji — idea

Badanie istotnos$ci wplywu dla modelu (1) mozna przeprowadzi¢ testujac hipoteze zerowa:
Ho:ps =p2 = ... = ua

wobec hipotezy alternatywnej
H1: ui # 1 (co najmniej dla jednej pary (i, j)).

Test taki mozna przeprowadzi¢ badajac catkowitq zmiennos¢ zmiennej zaleznej SSt. Mozna pokazaé, ze
zmienno$¢ tg mozna dekomponowac na zmiennos¢ wyjasniong przyjetym modelem SS: (inaczej zmiennosé
miedzygrupowq) | zmiennos¢ niewyjasniong modelem SSe (inaczej zmiennos¢ wewngtrzgrupowgq).

Wprowadzajac oznaczenia:

r _ a r -
Vi=X Vi Yi=tyio y=DD v, y=iy,
J=1 =1 j=1

catkowita zmiennos¢ zmiennej zaleznej SSt, mierzona jako suma kwadratow odchylen tej zmiennej od

$redniej wartosci z wszystkich obserwacji (ang. total sum of squares), moze by¢ wyznaczona jako:

ssr =33y -f =32y -+7, -5 f X303 by -3)F -

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
a r ([ — 2 a r _ 2 a r - — _
33 [ I8 30 3 (P N 30 3P (A (T
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
a ([ =\2 a r _ a [ _\r .
:rZ(yi _y) +ZZ(J’:7 _J’i)z +22(yi —J/)Z(y,j —yi)
i=1 i=l j=1 i=1 j=1

Dodatkowo, uwzgledniajac ze:

r

Z(y,,- —yl-)=2y,,- > yi=yi—ry;=y;—y; =0,
i—1 i—1

j

otrzymuje si¢ ostatecznie:

SSt Jg(?i —;)2 +ii(«vij _;i)z :

i=1 j=1

Zmienno$¢ catkowita dajg wiec dwa sktadniki:

»  zmiennos¢ wyjasniona przyjetym modelem SS::
a. (. =y
ss, =3y -5f ©
i=1
»  zmiennos¢ niewyjasniona modelem SSe:

55, =33 (v, -7, P @)

i=1 j=1
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Wariancja zmiennej zaleznej moze by¢ szacowana zarowno w oparciu o zmienno$¢ wyjasniong SS; jak i

zmienno$¢ niewyjasniong SSe.

Wyniki do$wiadczen przeprowadzonych na i-tym poziomie zmiennej niezaleznej pozwalaja na

oszacowanie wariancji zmiennej zaleznej dla tego poziomu:
2 r R
_ 1
S —EZ(yij_yi) :
j=1
Wariancje calkowita otrzymuje si¢ obliczajac $rednig wazong z wariancji obliczonych dla kazdego z
poziomow:

2 _(V—l)sf‘ +(r—1)s§ +...+(r—1)s§
 (r=D)+(r=1)+...+(r-1)

Latwo zauwazyC, ze wariancja calkowita zmiennej zaleznej moze by¢ obliczona ze zmiennosci
niewyjasnionej modelem SSe jako:

2 SSe
s = .
a(r-1)

Zalezno$¢ powyzsza nazywana jest rOwniez Srednim btgdem kwadratowym MSe (ang. mean square

terror). Pokazuje si¢, ze niezaleznie od prawdziwosci hipotezy o rownosci srednich:
E(MS,)=c?.

Wariancje¢ catkowita zmiennej zaleznej mozna rdwniez szacowaé w oparciu o zmiennos¢ migdzygrupowq.

rg()_’i_):’)z

MS, = 5. _
a-1 a-1
Jezeli hipoteza o rownosci srednich p1 = p2 = ... = pa jest prawdziwa to:
E(MS,)=0c?,

a jezeli jest falszywa to:

E(M T)=0'2 + aillZ:l:Ti'

Istotno$¢ wptywu poziomu czynnika wejSciowego mozna wiec zbada¢ porownujgc wariancje: MS; i MSe.
Do poréwnania wykorzystywana jest zmienna:

F_MST_SST/ SS,
MS a-1/ N-a

)
e

gdzie: N = ar.
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Jezeli hipoteza zerowa Ho o réwnosci Srednich (tzn. 0 braku istotno$ci wptywu zmiennej niezaleznej) jest:
= prawdziwa to zmienna F =1,
» falszywa to zmienna F > 1.

Test o rownosci $rednich mozna wigc zastgpi¢ testem o rownosci wariancji, w tescie tym wyznaczany jest
prawostronny obszar krytyczny.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Ho statystyki:

SS, SS.
> ~;(2(N—a), — ~;(2(a—1).
o o

statystyka F ma wigc rozktad F o vi = (a— 1) i v2 = (N — &) stopniach swobody, tzn.:

F~F(a-1N-a)

Przyktad 1."
Nalezy zbada¢ wpltyw mocy reaktora plazmowego na szybko$¢ trawienia ptytek krzemowych. Planujac
eksperyment zdecydowano o wyborze 4 poziomoéw mocy: 160, 180, 200 i 220W 1 5 doswiadczen dla

kazdego z ustalonych poziomoéw mocy.

Po zaplanowaniu eksperymentu i ustaleniu® kolejnosci prowadzenia poszczegodlnych doswiadczen wyniki
uzyskanych szybkoéci trawienia w [A/min] zapisano w tablicy:

numer doswiadczenia

1 2 3 4 5

moc

160 | 57513 54214 53008 53905 57004

180 | 56518 | 959309 |[59006 |57916 | 61017

200 | 60007 65119 61010 63720 62901

220 | 72502 | 70003 | 71515 | 68511 | 71012

Rozwigzanie

y=2756+2937 + 3127 +3535=12355, y=12355/(4-5)=617,75,

Zmienno$¢ wyjasniong i niewyjasniong wyznacza si¢ jako:

a4 =\2
SS, = rZ(yl. -~ y) = 5((551,2 —617,75)? +(587,4—617,75)? +...+ (707 — 617,75)? )=6687o,55,
=1

* Montgomery D. C., Design and Analysis of Experiments, Wiley, 2012

T przygotowano w Excelu arkusz przypisujac kazdemu do$wiadczeniu losowa liczbe, po uporzadkowaniu liczb otrzymano

kolejnos¢ doswiadczen, indeksy dolne w tablicy z wynikami odpowiadaja uzyskanej kolejnosci przeprowadzania do§wiadczen

&



DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA — CD. 5

S, =3 (v, -, f =(6575-551,2)? + (542-551,2)? + ...+ (685 707)? + (710~ 707)? =5339,2,
i=1 j=1

Warto$¢ statystyki testowej otrzymuje si¢ po obliczeniach:
MS,=SS,/(N—a)=5339,2/16~3337, MS, =SS, /(a—1)~6687055/3~22290,18,
F, =MS,/MS,=2229018/333,7~66,8,
Dla poziomu istotnosci o =0,05 granica prawostronnego obszaru krytycznego wynosi:
F,, = Fp{316)(1-0,05)~3,24,
podobnie graniczny poziom istotnosci otrzymuje si¢ jako:
p—value=1-Fy(3,4)(66,8)~2,88-107°.

Wartos¢ statystyki testowej lezy wewnatrz obszaru krytycznego (Fn>F.) hipotez¢ Ho nalezy wiec
odrzuci¢. Podobnie, przyjety poziom istotnosci jest wiekszy od granicznego (a > p—value) — hipoteza Ho
musi zosta¢ odrzucona na rzecz hipotezy alternatywne;.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze poziomy czynnika wejSciowego w istotny sposob wptywaja na

warto$¢ zmiennej zaleznej.

9.2. Jednoczynnikowa analiza wariancji — sprawdzanie zatozen

W analizie wariancji zaklada si¢, ze bledy ejj sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie

normalnym, tzn. ejj ~ MO, o).

Sprawdzanie zatozen analizy sprowadza si¢ wigc do kontroli:
= typu i niezalezno$ci rozktadu bledow,

* jednorodnosci wariancji (wariancje bltedow na kazdym poziomie eksperymentu powinny by¢
rowne).

Bledy ejj nazywane sg tez resztami (ang. residual) i reprezentuja roznice pomiedzy warto$ciami
obserwowanymi yij a wartosciami otrzymywanymi z wykorzystywanego modelu y;; :

€ =Yy~ Vi

Warto$ci ;; szacuja warto$¢ obserwacji Yij i s obliczane jako:

)

1

Vi = HT
+

SIS
< |l

i

<<l

i
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Kontrola zatozen moze by¢ przeprowadzana graficznie:

» wykresy normalnos$ci (sprawdzanie zatozen o normalnosci rozktadu),

» wykresy reszt w funkcji numeru do§wiadczenia (sprawdzanie niezaleznosci),

= wykresy reszt w funkcji wartosci przewidywanych

wariancji).

Przykitad 1. cd. Po wyznaczeniu reszt

z modelu (sprawdzanie jednorodnosci

numer doswiadczenia - reszty
moc ¥y, moc
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
160 | 575 |542 |530 |539 |[570 |551,2 160 238 | -92| -212| -12,2| 18,8
180 |565 |593 |590 |579 |610 |587,4 180 | -22/4 5,6 2,6 -84 | 22,6
200 | 600 |651 |610 |637 |629 |625/4 200 | -254| 256| -154| 11,6 3,6
220 | 725 | 700 |715 |685 |710 |707,0 220 180| -7,0 8,0 -22,0 3,0
mozna narysowac: b) 30 .

a) wykres normalnosci, 00 =

b) wykres reszt w funkcji numeru do$wiadczenia, 1of i .

C) wykres reszt w funkcji warto$ci przewidywanych °l i

z modelu. -10 | . )
-20 [ ] - .
N 8043 6 8 10 12 14 16 18 20

a) Wykres normalnosci | C)

0.98 & 30 ‘

0.95 . = . )

0.90 - 20[ = .

0.75 10t " .

0.50 L I ] B m

= 0
0.25 /II"./ - = s
& 10 o

0.10 = m

0.05 201 ® . .

0.02 ] .

-25-20 -15-10 -5 0 5 10 15 20 25 -30 551’2 557‘4 6é5,4 767

Reszty

Z analizy wykresoOw wynika, Ze:

a) rozklad reszt jest w przyblizeniu rozktadem normalnym,
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b) nie wida¢ wpltywu kolejnosci przeprowadzania doswiadczen — zatozenie o niezaleznos$ci bledow

nie zostato naruszone (doswiadczenia byty przeprowadzane w losowej kolejnosci),

€) zalozenie o jednorodnos$ci wariancji zostato naruszone.

9.2.1. Sprawdzanie zaloZen: test Levene’a

Test Levene’a — test statystyczny wykorzystywany do sprawdzenia czy wariancja w probach jest rowna.
Dla potrzeb testu wyznaczane sg wartosci bezwzgledne odchylen zmiennej zaleznej od $rednich
grupowych:

yij_;i

Weryfikacja hipotezy o jednorodnosci wariancji sprowadza si¢ do przeprowadzenia analizy wariancji dla

zmiennej d. Wyznaczane sa wigc zmiennoSci:

L5 = SS,
SST—er:(di—d)z, MS.=—,

a r —\2 SSe
S, =33 (a, -d:}, MS, =—2e,

i=1 j=1

| wyznaczana jest statystyka testowa Levene’a:

F=MST=SST/ SS, .
a-1/ N-a

e

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy o jednorodnosci wariancji, powyzsza zmienna ma rozktad F o
vi =(@a—-1)iv2 = (N — a) stopniach swobody. Obszar krytyczny w teScie wyznaczany jest jako
prawostronny.

9.2.2. Sprawdzanie zaloZen: test Browna—Forsytha

Pomyst Levene’a zmodyfikowali Brown i Forsyth, ktorzy bezwzgledne odchylenia zmiennej zaleznej od
srednich grupowych wyznaczyli w oparciu o mediane ( y; —mediana obserwacji na i-tym poziomie):
dj=|vy = Vi

Uwaga! Uznaje si¢, ze test Browna-Forsytha jest bardziej odporny na odstepstwa od rozktadu
normalnego.
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Przyklad 1. test Levene’a

dij _
moc di

160 23,8 92| 212| 122 188 |17,04
180 22,4 5,6 2,6 84| 22,6 | 12,32
200 254 | 256| 154 | 116 3,6 | 16,32
220 18,0 7,0 80| 220 3,0 | 11,60

Rozwigzanie

d=238+92+...+30=2864, d=2864/(4-5)=1432,

Zmienno$¢ wyjasniong i niewyjasniong wyznacza si¢ jako:

SS_ = rza: (Zz,- —~ 3)2 = 5((17,04 ~14,32)? +...+ (11,6 —14,32)? )z113,984,
i=1

SS, = ii(d,.j —d;f =(238-17,04) +...+(3-116)% ~112397,
i=1 j=1

Warto$¢ statystyki testowej otrzymuje si¢ po obliczeniach:
MS, =SS, /(a—1)~113,984/3~ 37,99, MS,=SS,/(N—a)~112397/16 ~ 70,25,
F,=MS_/MS,=37,99/70,25~0,54
Dla poziomu istotnosci o =0,05 granica prawostronnego obszaru krytycznego wynosi:

F,, = Fji{316)(1—0,05)~324,

podobnie graniczny poziom istotnosci otrzymuje si¢ jako:
p—value=1- FF(3]16)(0,54) ~0,66.
Warto$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym (Fn<F,) nie ma wigc podstaw do odrzucenia

hipotezy Ho. Podobnie, przyjety poziom istotnosci jest mniejszy od granicznego (a < p—value) — hipoteza

Ho nie moze zosta¢ odrzucona.

Z przeprowadzonej analizy wynika, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci wariancji
- zatozenie o jednorodnosci wariancji nie zostato wiec naruszone.




DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA — CD. 9

Przykiad 1. test Browna—Forsytha

numer doswiadczenia ~ djj -
moc . 5 3 A c Yi moc 1 5 3 4 c di
160 |[575 |542 |530 |539 |570 |542 160 |33 0 12 3 28 15,2
180 | 565 [593 |590 |579 |610 |590 180 |25 30 0 11 20 11,8
200 | 600 |651 |610 |637 |629 |629 200 |29 22 19 8 0 15,6
220 | 725 |700 | 715 |685 |710 |710 220 |15 10 5 25 0 11,0
Rozwigzanie
d=33+0+...+25+0=268, d =286,4/(4-5)=134,

Zmienno$¢ wyjasniong i niewyjasniong wyznacza si¢ jako:

SS. =ri(3,- —3)2 =5((15,2-13,4)2 +...+ (11-13,4)? )~82,0,
i=1

SS, =ii(d,.j —d;f =(33-152)% +...+(0-11)? ~ 22328,
i=1 j=1

Warto$¢ statystyki testowej otrzymuje si¢ po obliczeniach:
MS, =SS, /(a-1)~82/3~27,33 MS,=SS,/(N—a)~2232,8/16 ~139,55,
F,=MS, /MS,=2733/139,55~0196.
Dla poziomu istotnosci o =0,05 granica prawostronnego obszaru krytycznego wynosi:
F, = Fr(316)(1-0,05)~3,24,
podobnie graniczny poziom istotno$ci otrzymuje si¢ jako:
p—value=1-Fp(314)(0196)~0,898,

Wyniki testu Browna—Forsytha sg w tym przypadku identyczne jak w przypadku testu Levene’a, tzn.:
wartos$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym (Fn<F.), przyjety poziom istotnosci jest
mniejszy od granicznego (a < p—value) — hipoteza Ho nie moze zosta¢ odrzucona, czyli nie ma podstaw

do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci wariancji.
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9.3. Testy post-hoc

Testy post-hoc (po fakcie) wykonywane sg po stwierdzeniu istotno$ci wptywu zmiennej niezaleznej na
zmienng zalezng. Celem testow jest okreslenie, ktore poziomy zmiennej zaleznej r6znig si¢ od siebie w

sposadb istotny.
Badanie istotno$ci mozna weryfikujac hipotezy parametryczne postaci:

Ho: ui = Ha: wi # 14, ®)
Testy takie powinny by¢ jednak stosowane tylko pod warunkiem, ze byly wykonane tylko dwie préby —

testy post-hoc biora pod uwage fakt, ze pobranych zostalo wigcej prob. Najprostszym testem z tej grupy
jest test NIR Fishera.

9.3.1. Testy post-hoc — test NIR Fishera
Test NIR Fishera (test Najmniej Istotnych Roznic, ang. LSD — Least Significant Difference). W tescie do

weryfikacji hipotezy o réwno$ci Srednich i oraz pj wykorzystywana jest zmienna o rozkladzie
t - Studenta o (N — a) stopniach swobody:

J—/i _J_}j
—2 .
ZMs,

r

=

W tescie wariancja zmiennej zaleznej szacowana jest w oparciu o wyniki wszystkich préb (w
obliczeniach wykorzystywany jest $redni btad kwadratowy MSe) a nie tylko w oparciu o wyniki
pomiaréw otrzymane dla poziomow i-tego i j-tego.

Test NIR Fishera nie uwzglednia jednak korekty poziomu a. Zaktadajac, ze do przeprowadzenia jest ¢
testow postaci (5), prawdopodobienstwo, ze zaden z testOw z testow nie odrzuci hipotezy zerowej
wyniesie:
(1-a)
prawdopodobienstwo popetnienia biledu I rodzaju, tzn. odrzucenia hipotezy zerowej w co najmniej
jednym tescie, wynosi wiec:
1-(1-a)

Btad I rodzaju przy takim sposobie analizy jest wigc wiekszy od btedu dla pojedynczego testu, stosowane
mogg by¢ rozne korekty poziomu a, korekta poziomu o przeprowadzana jest np. w tescie Bonferroniego.

9.3.2. Testy post-hoc — test Bonferroniego

Test Bonferroniego koryguje poziom o dla pojedynczego poréwnania odwrotnie proporcjonalnie do
liczby wszystkich par testow c, ktoére mozna bytoby przeprowadzié:

a

c
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Przykiad 1. cd. testy post-hoc
Nalezy zbada¢ czy szybko$¢ trawienia ptytek uzyskana dla mocy 160W rézni si¢ istotnie od szybkosci
uzyskanej dla mocy 180W.

numer doswiadczenia _

moc Vi
1 2 3 4 5
160 |575 |542 |530 |539 |570 |551,2
180 |565 |[593 |[590 |579 |610 |587,4
200 | 600 |651 |610 |637 |629 |6254

220 | 725 | 700 |715 |685 |710 |707,0

Test NIR Fishera

Y, _551,2-587,4

\/ MS, \/ 333,7

Dla poziomu istotnosci o =0,05 otrzymuje si¢ granice obszaru krytycznego:

~-313,

ty = F,(15)(0,05/2)~ =212,

oznacza to, ze warto$¢ statystyki testowej lezy wewnatrz obszaru krytycznego (th<t,) hipoteze zerowa o

braku istotnosci nalezy wigc odrzuci¢. Podobnie, poziom istotnosci a jest wigkszy od granicznego:

p —value=2F,)(t,)~0,0064,

hipoteza zerowa musi zosta¢ odrzucona na rzecz hipotezy alternatywnej. Z przeprowadzonej analizy
wynika, Ze moce generatora plazmowego: 160W i 180W daja istotnie rézne szybko$¢ trawienia ptytek.

Test Bonferroniego

W przypadku analizowanego eksperymentu mozna wykona¢ 6 testow:

1. Ho: pa60 = p1so  Hal paso # paso, 2. Ho: uaeo = pooo  Ha: paeo # w200,
3. Ho: tae0 = p220  Ha: puaso # w220, 4. Ho: p1so = peo0  Ha: paso # pzoo,
5. Ho: u1so = po20  Hal paso # w20, 6. Ho: p200 = p220  Hal 200 # p220.

Test Bonferroniego bedzie wigc korygowat poziom a dla pojedynczego poréwnania uwzgledniajac, ze
liczba wszystkich par testow wynosi w tym przypadku ¢ = 6, tzn. w tescie tym poziom a bedzie
przyjmowany jako:
0,05
C

~0,0083.
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Granica obszaru krytycznego dla tak dobranego a wynosi:
t,, = F,(15)(0,0083/2)~ -3,008,
Oznacza to, ze otrzymana warto$¢ statystyki testowej ¢, ~—313 lezy wewnatrz obszaru krytycznego,

podobnie graniczny poziom istotnosci.

p —value=c(p —value) ,;, =0,0385,

jest mniejszy od poziomu a, wigc tak jak w przypadku testu NIR Fishera hipoteza o braku istotnosci

wplywu mocy generatora na szybkos¢ trawienia ptytek musi zosta¢ odrzucona.
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