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Teoria eksperymentu – pojęcia 

Badania naukowe

prace badawcze (teoretyczne i doświadczalne), zmierzające do osiągnięcia postępu

wiedzy naukowej przez odkrywanie nowych praw i budowanie nowych teorii

naukowych o rzeczywistości, ... (Encyklopedia PWN)

Teoria eksperymentu

dyscyplina naukowa zajmująca się podstawami teoretycznymi badań doświadczalnych.

Eksperyment

próba, doświadczenie naukowe; celowe wywoływanie określonego zjawiska (lub jego

zmiany) w warunkach laboratoryjnych, w celu zbadania i wyjaśnienia jego przebiegu

(Encyklopedia PWN)

eksperyment jest przeprowadzany na drodze badań doświadczalnych; może być

przedstawiany jako ciąg doświadczeń.
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Teoria eksperymentu – pojęcia 

Doświadczenie

pojedyncza obserwacja wielkości objaśnianej (wyjściowej, zależnej) w zależności od

ustalonych lub zaobserwowanych wielkości objaśniających (wejściowych,

niezależnych).

Eksperyment czynny

doświadczenia przeprowadzane według przygotowanego wcześniej planu.

Eksperyment bierny

doświadczenia dla wyłącznie obserwowanych wielkości objaśniających.

Schemat typowego obiektu badań

𝑥1
𝑥2

𝑥𝑚

... obiekt

𝑧1
𝑦1
𝑦2

𝑦𝑙

...

𝑧2 𝑧𝑘...
𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚 – wielkości wejściowe 

(objaśniające, niezależne), 

𝑧1, 𝑧2, ⋯ , 𝑧𝑘 – zakłócenia, 

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑙 – wielkości wyjściowe 

(objaśniane, zależne)
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Teoria eksperymentu

Plan eksperymentu

Zbiór wartości wielkości wejściowych, dla których należy przeprowadzić obserwacje

wielkości wyjściowej. Matematycznie plan eksperymentu zapisywany jest w postaci

macierzy planu.

𝐗 =

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑚
𝑥21 𝑥21 … 𝑥2𝑚
… … … …
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 … 𝑥𝑛𝑚

Macierz planu  

𝐗 – macierz planu, 

𝑛 – liczba doświadczeń, 

𝑥𝑖1, ⋯ , 𝑥𝑖𝑚 – wielkości wejściowe 𝑖-tego doświadczenia.

𝑥1
𝑥2

𝑥𝑚

... obiekt

𝑧1
𝑦1
𝑦2

𝑦𝑙

...

𝑧2 𝑧𝑘...
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Teoria eksperymentu
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Plan wykładu

Podstawy teoretyczne badań doświadczalnych – teoria eksperymentu

planowanie doświadczeń (plany zdeterminowane: kompletne i selekcyjne, 

dwupoziomowe, trzypoziomowe i wielopoziomowe, plany randomizowane: kompletne, 

blokowe, typu kwadrat łaciński i grecko-łaciński)

Statystyczne metody analizy wyników pomiarów

estymacja punktowa i przedziałowa, wyznaczanie minimalnej liczebności próby

sprawdzanie prawdziwości hipotez badawczych – weryfikacja hipotez statystycznych i 

analiza mocy testów

badanie istotności wpływu czynników wejściowych na przebieg badanego procesu

analiza wariancji

aproksymacja funkcji obiektu badań

metoda najmniejszych kwadratów, analiza regresji, statystyczna weryfikacja 

istotności funkcji obiektu oraz jej parametrów
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Klasyfikacja planów doświadczeń

Klasyfikacja planów doświadczeń

Z. Polański: Planowanie doświadczeń w technice, PWN, Warszawa, 1984

PS/D Zdeterminowane

P Plany doświadczeń

PS Statyczne PD Dynamiczne

PS/DK Kompletne

PS/DS Selekcyjne

PS/DS-M Monoselekcyjne

PS/DS-P Poliselekcyjne

PS/R Randomizowane

PS/O Optymalizacyjne
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Klasyfikacja planów doświadczeń

PS – plany statyczne, stosowane do obiektów statycznych (tzn. opisanych 

zależnościami 𝑦 = 𝑓(𝑥)).

PD – plany dynamiczne, stosowane do obiektów dynamicznych opisywanych 

równaniami różniczkowymi (różnicowymi) zwyczajnymi, cząstkowymi.

PS/D – plany zdeterminowane, plan doświadczenia jest ustalany na podstawie

przyjętych założeń dotyczących np. postaci funkcji obiektu.

PS/DK – plany kompletne, plan doświadczenia tworzą wszystkie punkty z dziedziny

funkcji przy ustalonym zakresie zmienności wielkości wejściowych i przyjętym

sposobie ich dyskretyzacji; ogólna liczba pomiarów planu wynosi:

𝑛 = 𝑛1 ∙ 𝑛2 ∙ ⋯ ∙ 𝑛𝑚
(𝑚 – liczba wielkości wejściowych, 𝑛𝑖 – ilość wartości 𝑖-tej wielkości wejściowej,

wynika z jej zakresu i dyskretyzacji).

a)

Plan kompletny
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Klasyfikacja planów doświadczeń

PS/DS – plany selekcyjne, plan doświadczenia jest podzbiorem planu kompletnego.

PS/DK-M – plany monoselekcyjne, każda z wielkości wejściowych badana jest w całym

zakresie swojej zmienności przy ustalonych wartościach pozostałych

wielkości wejściowych.

PS/R – plany randomizowane, plany wykorzystywane do oceny istotności wpływu

wielkości wejściowych na wielkość wyjściową.

PS/O – plany optymalizacyjne, plany wykorzystywane do wyznaczania ekstremum

funkcji obiektu (nie wymagają wyznaczania samej funkcji).

Plan monoselekcyjny
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Statystyka matematyczna – pojęcia podstawowe

Populacja (populacja generalna) – zbiór elementów (osób, rzeczy, zjawisk), 

podlegających badaniu ze względu na jedną lub więcej cech. 

Cechy statystyczne mogą być:

▪ mierzalne (ilościowe)

przyjmują wartości ze zbioru liczbowego (np.: długość, waga)

▪ niemierzalne (jakościowe)

cechy których nie można wyrazić ilościowo, są opisywane słownie  lub wyrażane 

przy pomocy wybranej skali (np.: płeć, kolor, funkcjonalność).

Próba (populacja próbna) – wybrany w określony sposób (np. przez losowanie) 

podzbiór populacji generalnej. 

próbapopulacja

losowanie
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Statystyka matematyczna – pojęcia podstawowe

Wartości prób mogą być prezentowane w formie tzw. szeregów.

Szereg prosty

wartości porządkowane są rosnąco lub malejąco.

Szereg rozdzielczy

wartości dzielone są na klasy (kategorie), dla każdej klasy podawana jest jej liczebność

lub częstość (stosunek liczebności klasy do liczebności całej próby).

długość [2,5  3,0) [3,0  3,5) [3,5  4,0) [4,0  4,5]

liczebność 1 4 3 2

częstość 0,1 0,4 0,3 0,2

długość 2,9 3,0 3,2 3,3 3,4 3,5 3,5 3,6 4,0 4,1
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Statystyka matematyczna – pojęcia podstawowe

Zmienna – to wielkość, która może przyjmować wartości z określonego zbioru.

Zmienna losowa – to zmienna, która w wyniku pewnego doświadczenia przyjmuje

wartość z określonego zbioru z pewnym prawdopodobieństwem.

Skokowa (dyskretna) zmienna losowa – zmienna losowa która przyjmuje skończoną

lub przeliczalną liczbę wartości.

Ciągła zmienna losowa – zmienna losowa której zbiór wartości jest nieskończony i

nieprzeliczalny, może być np. przedstawiony w postaci przedziału liczbowego.

przykład zmienna/wartości

zmienna losowa „Liczba wadliwych produktów” jako wynik 

kontroli jakości 6 wybranych produktów z linii produkcyjnej
skokowa / 0, 1, ..., 6

zmienna losowa „Liczba sprzedanych sztuk” jako dzienna ilość 

sprzedanych sztuk wybranego produktu
skokowa / 0, 1, ...

zmienna losowa „Długość detalu" jako wynik pomiaru długości 

wybranych detali z linii produkcyjnej
ciągła / 19,9, ..., 30,9
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Jeżeli znany jest zbiór możliwych wartości zmiennej losowej oraz prawdopodobieństwa

przyjęcia tych wartości przez zmienną losową (bądź też prawdopodobieństwa, że

zmienna przyjmie wartość z określonego przedziału) to mówimy, że znany jest rozkład

tej zmiennej losowej*.

Rozkładem prawdopodobieństwa zmiennej losowej 𝑋 nazywana jest funkcja 𝑃(𝑆)

oznaczająca prawdopodobieństwo tego, że zmienna losowa przyjmie wartość z 𝑆

(funkcja ta przedstawia związek między wartościami zmiennej losowej a

prawdopodobieństwami, z jakimi te wartości występują). Sposób przedstawiania rozkładu

prawdopodobieństwa zależy od typu zmiennej losowej:

▪ dla zmiennej losowej skokowej podaje się wartości tej zmiennej wraz z 

odpowiadającymi im prawdopodobieństwami, 

▪ dla zmiennej losowej ciągłej rozkład zmiennej losowej podaje się za pomocą funkcji 

gęstości prawdopodobieństwa.

Dystrybuanta zmiennej losowej 𝑋: 𝐹(𝑋) – to funkcja opisująca prawdopodobieństwo

wystąpienia wartości zmiennej 𝑋 mniejszych od 𝑥:

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 < 𝑥

Uwaga! 𝐹 ∞ = 1

* Z.Pawłowski, Wstęp do statystyki matematycznej
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Do opisania rozkładu skokowej zmiennej losowej wystarczy podać wszystkie

prawdopodobieństwa:

𝑝𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖), 𝑖 = 1,2, …

gdzie: 𝑋 – zmienna losowa, 𝑥𝑖 – 𝑖 -ta wartość zmiennej losowej 𝑋 , 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) –

prawdopodobieństwo, że zmienna 𝑋 przyjmie wartość 𝑥𝑖, σ𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 1.

Dystrybuantę dyskretnej zmiennej losowej można zapisać wzorem:

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 < 𝑥 = ෍

𝑥𝑖<𝑥

𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖

Funkcja rozkładu prawdopodobieństwa i dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej

przedstawiane są w formie tabelarycznej lub w postaci wykresu.

𝑥𝑖 0 1 2 3 4

𝑝𝑖 1/8 3/8 3/8 1/8 0

𝐹𝑖 0 1/8 4/8 7/8 1
0

1

1 2 3 4
0

1/4

1/2

3/4

𝐹

𝑥0

1

1 2 3 40

1/4

1/2

3/4

𝑝

𝑥
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Do opisania rozkładu ciągłej zmiennej losowej wykorzystywana jest funkcja gęstości

prawdopodobieństwa 𝑓, dla której spełniona jest zależność:

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 < 𝑥 = න

−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝐹 𝑎 = 𝑃 𝑋 < 𝑎 = ∞−׬
𝑎
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 = 𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏 = 𝑎׬
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

a x

F(x)

f(x)

F(a)

a x

F(x)f(x)

F(a)

F(b)

b
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Rozkład normalny 

Rozkład normalny (rozkład Gaussa) jest jednym z częściej spotykanych rozkładów
zmiennych losowych ciągłych (wiele zjawisk fizycznych ma rozkład normalny).

Funkcja gęstości rozkładu 𝒇 i dystrybuanta 𝑭 rozkładu normalnego N(𝜇, 𝜎) opisane

są zależnościami (𝜇, 𝜎 – parametry rozkładu).

𝑓(𝑥) =
1

𝜎 2𝜋
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , 𝐹(𝑥) =
1

𝜎 2𝜋
න

−∞

𝑥

𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 𝑑𝑥.

0

0,2

0,4

0,6

0,8

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 𝑥

𝑓(𝑥) N(0, 1)

N(0, 0,5)

N(0, 2)

N(2, 1)
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Zmienna losowa 𝑈 utworzona ze zmiennej losowej 𝑋 o rozkładzie normalnym N(𝜇, 𝜎) za

pomocą przekształcenia:

𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎

ma rozkład normalny N(0, 1).

Zmienna 𝑍 jest nazywana zmienną losową normalną standaryzowaną, a rozkład

N(0, 1) jest nazywany jest rozkładem normalnym standaryzowanym. Funkcja gęstości

prawdopodobieństwa i dystrybuanta rozkładu opisane są zależnościami:

𝜑(𝑧) =
1

2𝜋
𝑒−

𝑧2

2 , Φ(𝑧) =
1

2𝜋
∞−׬
𝑢
𝑒−

𝑧2

2 𝑑𝑡.

Rozkład normalny standaryzowany

średnia populacji 𝜇 jest odejmowana od

każdej wartości cechy 𝑥, każda wyznaczona

różnica dzielona jest przez odchylenie

standardowe populacji 𝜎

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Φ

𝑧0

0,1

0,2

0,3

0,4

-3 -2 -1 0 1 2 3

𝜑

𝑧
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Przykłady – rozkład normalny

Na podstawie pomiarów długości dużej partii detali wykonywanych na pewnym

stanowisku stwierdzono, że rozkład długości jest rozkładem N(20, 1,5) . Obliczyć

prawdopodobieństwo, że długość losowo wybranego detalu:

a) jest mniejsza lub równa 20,5,

b) jest większa od 21,5,

c) mieści się w przedziale (20,5 21,5],

d) co najmniej o 2 jednostki  różni się od średniej,

e) obliczyć odchylenie od średniej dla którego prawdopodobieństwo wystąpienia detali 

o długości przekraczającej wyznaczone odchylenie wyniesie 0,1.

a) 𝑃 𝑥 ≤ 20,5 = 𝐹N 20,1,5 20,5 = Φ
20,5−20

1,5
= Φ 0,3333 = 0,6306

16 18 20 22 24

0,5

1

x

F(x)

–4 –2 0 2 4

0,5

1

z

(z)

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)
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Przykłady – rozkład normalny

b) 𝑃 𝑥 > 21,5 = 1 − 𝑃 𝑥 ≤ 21,5 = 1 − 𝐹N 20,1,5 21,5 = 1 − Φ
21,5−20

1,5
= 1 − 0,8413 = 0,1587

c) 𝑃 20,5 < 𝑥 ≤ 21,5 = 𝑃 𝑥 ≤ 21,5 − 𝑃 𝑥 ≤ 20,5 = 𝐹N 20,1,5 21,5 − 𝐹N 20,1,5 20,5 = 0,2108

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

= –

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

= –
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Przykłady – rozkład normalny

d) 𝑃 𝑥 − 20 ≥ 2 = 𝑃 𝑥 ≤ 18 + 𝑃 𝑥 ≥ 22 = 2𝑃 𝑥 ≤ 18 = 2𝐹N 20,1,5 18 = 2Φ
18−20

1,5
= 0,1824

e) 𝑃 𝑥 − 20 ≥ 𝑜𝑑𝑙 = 0,1

16 18 20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

16

odl

20 22 24

0,1

0,2

0,3

x

f(x)

odl

𝐹N 20,1,5 20 − 𝑜𝑑𝑙 = 0,05

𝑃 𝑥 − 20 ≥ 𝑜𝑑𝑙 = 0,1

𝑃 𝑥 − 20 ≥ 𝑜𝑑𝑙 = 2𝑃 𝑥 ≤ 20 − 𝑜𝑑𝑙 = 2𝐹N 20,1,5 20 − 𝑜𝑑𝑙

20 − 𝑜𝑑𝑙 = 𝐹N 20,1.5
−1 0,05 𝑜𝑑𝑙 = 2,4673𝑜𝑑𝑙 = 20 − 𝐹N 20,1,5

−1 0,05
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Rozkład normalny

Dla rozkładu normalnego N(𝜇, 𝜎) wyniki odległe od wartości średniej o

𝜎 – wypadają w ok. 68% przypadków,

2𝜎 – wypadają w ok. 95% przypadków,

3𝜎 – wypadają w ok. 99% przypadków (czyli praktycznie wszystkie).

Prawo 3 sigm: Prawie wszystkie wartości zmiennej losowej o rozkładzie normalnym

mieszczą się w przedziale [𝜇 − 3𝜎, 𝜇 − 3𝜎].

𝑃 𝜇 − 𝜎 ≤ 𝑥 ≤ 𝜇 + 𝜎 = 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 + 𝜎 − 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 − 𝜎 = 𝐹 𝜇 + 𝜎 − 𝐹 𝜇 − 𝜎 = Φ 1 − Φ −1 = 0,6827

𝑃 𝜇 − 2𝜎 ≤ 𝑥 ≤ 𝜇 + 2𝜎 = 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 + 2𝜎 − 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 − 2𝜎 = 𝐹 𝜇 + 2𝜎 − 𝐹 𝜇 − 2𝜎 = Φ 2 − Φ −2 = 0,9545

𝑃 𝜇 − 3𝜎 ≤ 𝑥 ≤ 𝜇 + 3𝜎 = 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 + 3𝜎 − 𝑃 𝑥 ≤ 𝜇 − 3𝜎 = 𝐹 𝜇 + 3𝜎 − 𝐹 𝜇 − 3𝜎 = Φ 3 − Φ −3 = 0,9973

x

f(x)

0,34130,3413

0,13590,1359

0,02140,02140,0013 0,0013

𝜇 𝜇 + 𝜎𝜇 − 𝜎𝜇 − 2𝜎𝜇 − 3𝜎 𝜇 + 2𝜎 𝜇 + 3𝜎
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Rozkład normalny

W rzeczywistości wiele wielkości losowych ma w przybliżeniu rozkład normalny – rozkład

ten ma bardzo duże znaczenie w statystyce i w zastosowaniach praktycznych.

Uzasadnieniem powszechności występowania rozkładów zbliżonych do normalnego jest

centralne twierdzenie graniczne.

Jeżeli 𝑋1, 𝑋2, ⋯, 𝑋𝑛 są niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkładzie o

wartości oczekiwanej 𝜇 i wariancji 𝜎2 to dla 𝑛 → ∞ zmienna losowa:

𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎 𝑛

ma w przybliżeniu rozkład N(0, 1).

W konsekwencji, dla 𝑛 → ∞ rozkłady poniższych zmiennych losowych są zbieżne do

rozkładu normalnego:

▪ 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 → N(𝑛𝜇, 𝜎 𝑛)

▪
1

𝑛
(𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛) → N(𝜇,

𝜎

𝑛
)
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Rozkład 2

Rozkład 𝝌𝟐 (chi kwadrat). Zmienną o rozkładzie 𝜒2 o 𝑛 stopniach swobody nazywana

jest zmienna zdefiniowana w postaci sumy kwadratów 𝑛 niezależnych zmiennych o

rozkładzie normalnym standaryzowanym:

𝜒2 = 𝑍1
2 + 𝑍2

2 +⋯+ 𝑍𝑛
2

gdzie: 𝑍1, 𝑍2, ⋯, 𝑍𝑛 – zmienne o rozkładzie N(0, 1), 𝑛 – liczba zmiennych niezależnych

𝑍𝑖 w sumie, parametr rozkładu (jedyny) nazywany liczbą stopni swobody, liczba stopni

swobody oznaczana jest także symbolem 𝑣.

Dla 𝑣 → ∞ rozkład 𝜒2 o jest zbieżny do rozkładu normalnego.

𝑣 = 1

𝑣 = 2
𝑣 = 3

𝑣 = 6
𝑣 = 10

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 5 10 15 20

𝑓(𝑥)

𝑥
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Zmienne losowe o rozkładzie 𝝌𝟐

Zakładając, że:

▪ 𝑋1, 𝑋2, ⋯, 𝑋𝑛 są niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładach N(𝜇, 𝜎),

▪ 𝑋 =
1

𝑛
σ𝑋𝑖 ,

zmienna losowa:

σ
𝑋𝑖−𝑋

𝜎

2

ma rozkład 𝜒2 o 𝑣 = (𝑛 − 1) stopniach swobody.

Zmienna ta po przekształceniach, zapisywana jest

także w postaci:

σ
𝑋𝑖−𝑋

𝜎

2

=
1

𝜎2
σ 𝑋𝑖 − 𝑋

2
=

𝑛𝑠2

𝜎2

"

1. niech 𝑛 = 2 i 𝑋 =
𝑋1+𝑋2

2
,

2.
𝑋1−𝑋

𝜎

2

+
𝑋2−𝑋

𝜎

2

=

𝑋1−
1

2
𝑋1+𝑋2

𝜎

2

+
𝑋2−

1

2
𝑋1+𝑋2

𝜎

2

=

𝑋1−𝑋2

2𝜎

2
+

𝑋2−𝑋1

2𝜎

2
=

𝑋1−𝑋2

2𝜎

2

3. zmienna 𝑋1 − 𝑋2~N 0, 2𝜎

więc:
𝑋1−𝑋2

2𝜎
~N 0,1

ostatecznie:

𝑋1−𝑋2

2𝜎

2
~𝜒2 1 ■
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Rozkład t – Studenta

Rozkład t – Studenta. Zmienną o rozkładzie t – Studenta o 𝑛 stopniach swobody

nazywana jest zmienna zdefiniowana w postaci ilorazu zmiennej o rozkładzie normalnym

standaryzowanym i zmiennej o rozkładzie 𝜒2 o 𝑛 stopniach swobody:

𝑡 =
𝑍 𝑛

𝜒2

gdzie: 𝑍 – zmienna o rozkładzie N(0, 1), 𝜒2 – zmienna o rozkładzie 𝜒2 o 𝑛 stopniach

swobody, 𝑣 = 𝑛 – liczba stopni swobody.

Dla 𝑣 > 30 rozkład t – Studenta pokrywa się z rozkładem N(0, 1).

x

f(x)

0

0,1

0,2

0,3

0,4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

𝑣 = 1
𝑣 = 4
N(0, 1)
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Zmienne losowe o rozkładzie t – Studenta

Zakładając, że:

▪ 𝑋1, 𝑋2, ⋯, 𝑋𝑛 są niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładach N(𝜇, 𝜎),

▪ 𝑋 =
1

𝑛
σ𝑋𝑖 , 𝑠

2 =
1

𝑛
σ 𝑋𝑖 − 𝑋

2
,

zmienna losowa:

𝑋−𝜇

𝑠
𝑛 − 1

ma rozkład t – Studenta o

𝑣 = (𝑛 − 1) stopniach swobody.

1.
𝑋−𝜇

Τ𝜎 𝑛
~N 0,1 ,

2.
𝑛𝑠2

𝜎2
~𝜒2 𝑛 − 1

3. zdefiniujmy zmienną o rozkładzie t(n–1):

𝑡 =
𝑍 𝑛−1

𝜒2
,

𝑡 =
𝑋−𝜇

𝜎
𝑛 𝑛−1

𝑛𝑠2

𝜎2

=
𝑋−𝜇

𝜎
𝑛 𝑛−1𝜎

𝑛𝑠
,

𝑡 =
𝑋−𝜇 𝑛−1

𝑠
■
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Rozkład F Snedecora (Fishera)

Rozkład F Snedecora (Fishera). Zmienną o rozkładzie 𝐹 i stopniach swobody 𝑣1 i 𝑣2
nazywana jest zmienna zdefiniowana w postaci ilorazu zmiennych o rozkładzie 𝜒2:

𝐹 =
𝜒1
2

𝑣1
/
𝜒2
2

𝑣2

gdzie: 𝜒1
2, 𝜒2

2 – zmienne o rozkładzie 𝜒2 z odpowiednio 𝑣1 i 𝑣2 stopniami swobody.

x

f(x)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 1 2 3 4 5

𝑣1 = 1, v2 = 1

𝑣1 = 2, v2 = 2

𝑣1 = 2, v2 = 5

𝑣1 = 5, v2 = 2

𝑣1 = 20, v2 = 20
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Statystyka matematyczna – dziedziny zastosowań 

Statystyka matematyczna zajmuje się wnioskowaniem statystycznym, tzn.

wnioskowaniem o populacji generalnej na podstawie znajomości próby. Podstawowymi

działami statystyki są:

teoria estymacji 

zajmuje się wnioskowaniem o własnościach rozkładu prawdopodobieństwa 

populacji generalnej na podstawie próby,

estymacja parametryczna zajmuje się wyznaczaniem (szacowaniem) wartości 

nieznanych parametrów rozkładu, estymacja nieparametryczna – poszukuje 

postaci funkcyjnej rozkładu,

szacowanie wartość parametru rozkładu populacji na podstawie próby nazywane 

jest estymacją punktową, estymacja przedziałowa wyznacza pewien przedział, do 

którego z określonym prawdopodobieństwem należy szacowana wartość 

parametru rozkładu,

teoria weryfikacji hipotez statystycznych

zajmuje się tworzeniem reguł umożliwiających rozstrzyganie o słuszności sądów 

(hipotez statystycznych),

testy parametryczne służą do weryfikacji hipotez o nieznanych parametrach 

rozkładu ale znanym samym rozkładzie, testy nieparametryczne weryfikują 

hipotezy w których nie ma założeń o postaci rozkładu.
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Estymacja punktowa – miary położenia 

Średnia arytmetyczna

𝑥 =
1

𝑛
σ𝑥𝑖

Średnia ważona

𝑥 = Τσ𝑤𝑖𝑥𝑖 σ𝑤𝑖

Średnia geometryczna

𝐺 =
𝑛 ς𝑥𝑖

Średnia harmoniczna

𝐻 =
𝑛

σ
1

𝑥𝑖

gdzie: 𝑥𝑖, 𝑤𝑖 – 𝑖-ta wartość badanej 

cechy i jej waga, 𝑛 – liczebność 

próby.

Wykonano 10 niezależnych pomiarów długości losowo

wybranego detalu.

Średnie wynoszą odpowiednio:

𝑥 =
18 + 21 +⋯+ 19,4

10
=
203,4

10
= 20,34

zakładając, że waga pierwszego i ostatniego pomiaru

są równe 2 a pozostałe 1:

𝑥 =
2 ⋅ 18 +⋯+ 2 ⋅ 19,4

12
=
240,8

12
≈ 20,07

𝐺 =
10
18 ⋅ … ⋅ 19,4 ≈ 20,25

𝐻 =
10

1
18

+⋯+
1

19,4

≈
10

0,496
≈ 20,16

W praktyce rozkład prawdopodobieństwa badanej zmiennej losowej może nie być znany

– mogą być mierzone natomiast pewne wielkości wyznaczające przybliżony opis

rozkładu. Miary położenia stosowane są do oceny miejsca skupienia wyników.

18 21 22,4 23 21,3 21,9 17,6 21 17,8 19,4
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Estymacja punktowa – miary położenia

Moda 𝑀0 (wartość modalna, wartość

najczęstsza) wartość najczęściej występująca

w próbie.

Kwantyl rzędu 𝒑 (0 < 𝑝 < 1) to wartość cechy

𝑥𝑝, która dzieli szereg na 2 części:

▪ w części 1. znajduje się 100𝑝 [%]

elementów próbki (wartości tych elementów

są mniejsze lub równe kwantylowi 𝑥𝑝),

▪ w części 2. znajduje się 100 1 − 𝑝 [%]

elementów (wartości tych elementów są

większe bądź równe kwantylowi 𝑥𝑝).

Kwantyle rzędu 𝑝 = 1

4
, 1

2
, 3

4
są nazywane

kwartylami.

Na podstawie wyników pomiarów z

poprzedniego przykładu

można określić modę:

𝑀0 = 21.

Kwartyle można wyznaczyć po uporządkowaniu

danych, tzn. po utworzeniu z wyników szeregu

prostego:

Jeśli liczebności poszczególnych ćwiartek

szeregu prostego są:

▪ liczbami całkowitymi, to kwartyle
wyznaczane są jako średnia arytmetyczna

▪ w przeciwnym przypadku rozdzielają kolejne 
ćwiartki szeregu

17,6 17,8 18 19,4 21 21 21,3 21,9 22,4 23

𝑄1 = 18

𝑄2 = 𝑀𝑒 = 21 + 21 /2 = 21

𝑄3 = 21,9

18 21 22,4 23 21,3 21,9 17,6 21 17,8 19,4

kwartyl rząd kwantyla

kwartyl dolny (pierwszy) 𝑄1 𝑝 = 1
4

mediana 𝑄2, 𝑀𝑒 𝑝 = 1
2

kwartyl górny (trzeci) 𝑄3 𝑝 = 3
4
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Estymacja punktowa – miary rozproszenia

Odchylenie standardowe 𝒔

𝑠 =
σ 𝑥𝑖−𝑥

2

𝑛−1

∗

, 𝑠 =
σ 𝑥𝑖−𝑥

2

𝑛

Wariancja 𝒔𝟐

𝑠2 =
σ 𝑥𝑖−𝑥

2

𝑛−1
, 𝑠2 =

σ 𝑥𝑖−𝑥
2

𝑛

Rozstęp r to różnica pomiędzy

wartością największą i najmniejszą:

𝑟 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛

Rozstęp międzykwartylowy IQR

𝐼𝑄𝑅 = 𝑄3 − 𝑄1

gdzie: 𝑛 – liczebność próby, 𝑥𝑖 – 𝑖-ta
wartość badanej cechy, 𝑥 – średnia

arytmetyczna, 𝑄3, 𝑄1 – kwartyl górny i

dolny, * małe próby.

Miary rozproszenia dla wyników pomiarów:

wynoszą:

𝑠 = 18 − 20,34 2 +⋯ /9 ≈ 2,0

𝑠 = 18 − 20,34 2 +⋯ /10 ≈ 1,9

𝑠2 = 18 − 20,34 2 +⋯ /9 ≈ 4,0

𝑠2 = 18 − 20,34 2 +⋯ /10 ≈ 3,6

𝑟 = 23 − 17,6 = 5,4

𝐼𝑄𝑅 = 21,9 − 18 = 3,9

Miary rozproszenia (rozrzutu) stosowane są do oceny stopnia rozproszenia wartości 
badanej cechy.

18 21 22,4 23 21,3 21,9 17,6 21 17,8 19,4
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Estymacja punktowa – miary zniekształcenia

Współczynnik skośności

𝑎 =
𝑀3

𝑠3
=

1
𝑛
σ 𝑥𝑖 − 𝑥 3

𝑠3

Współczynnik spłaszczenia (kurtoza)

𝑘 =
𝑀4

𝑠4
=

1
𝑛
σ 𝑥𝑖 − 𝑥 4

𝑠4
− 3

Miary zniekształcenia stosowane są do oceny asymetrii i stopnia spłaszczenia rozkładu 

w stosunku do rozkładu normalnego.

𝒂 wygląd rozkładu

= 0 symetryczny

> 0 wydłużona prawa strona

< 0 wydłużona lewa strona

𝒌 wygląd rozkładu

= 0 podobny do r. normalnego

> 0 bardziej stromy niż r. normalny

< 0 bardziej spłaszczony niż r. normalny

gdzie: 𝑛 – liczebność próby, 𝑥𝑖 – 𝑖-ta wartość badanej cechy, ҧ𝑥– średnia arytmetyczna, 

𝑠 – odchylenie standardowe, 𝑀3, 𝑀4 – momenty centralne rzędu 3 i 4.

a = 0a > 0
a < 0

k = 0
k > 0

k < 0
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Estymacja punktowa – miary rozkładu

Opis rozkładu zmiennej uzyskany w wyniku próby jest tylko przybliżonym opisem dla

całej populacji.

Parametry opisujące własności rozkładu zmiennej

populacja generalna próba (estymatory parametrów populacji)

wartość oczekiwana 𝜇
średnia arytmetyczna

𝑥 =
1

𝑛
σ𝑥𝑖

odchylenie standardowe 𝜎

odchylenie standardowe 𝑠

𝑠 =
σ 𝑥𝑖−𝑥

2

𝑛

dla małych prób (𝑛 < 30)

𝑠 =
σ 𝑥𝑖−𝑥

2

𝑛−1
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STATISTICA – estymacja punktowa 
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STATISTICA – estymacja punktowa 
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Graficzna prezentacja danych

Wykres pudełkowy – pozwala na ilustrację

miar rozkładu jednowymiarowej zmiennej

losowej. Jest rysowany w kilku odmianach.

Wykres pudełkowy może być rysowany dla

wielu grup danych w celu ich porównania.

Na wykresie przedstawiony zostały

wykres pudełkowy przedstawiający

dwie serie pomiarów długości pewnego

detalu mierzone dwoma różnymi

przyrządami.Ilustrowane 

miary
Wygląd

𝑚𝑖𝑛, 𝑚𝑎𝑥

𝑄1, 𝑀𝑒, 𝑄3

ҧ𝑥, s

min Q1 Q3 maxMe

𝑥 − 𝑠 𝑥 + 𝑠𝑥 −
𝑠

𝑛
𝑥 +

𝑠

𝑛
𝑥

1 seria 2 seria

18

19

20

21

22

23

24
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Graficzna prezentacja danych

Poniżej rozważone zostały typowe układy dwóch wykresów pudełkowych.

a) b) c)

a) prostokąty wykresów nie nachodzą na siebie – w tej sytuacji uznaje się że B jest większe od A,

b) prostokąty nachodzą na siebie ale jedna z median jest poza prostokątem drugiego wykresu – w tej

sytuacji wyciągany jest wniosek, że B jest prawdopodobnie większe od A,

c) prostokąty nachodzą na siebie, obydwie mediany są wewnątrz prostokątów sąsiedniego wykresu

– w tej sytuacji nie można stwierdzić, że istnieje różnica pomiędzy A i B.

W przypadku c) można wyznaczyć iloraz różnicy median do różnicy pomiędzy dalej położonym

dolnym i górnym kwartylem. Jeśli wielkość tak wyznaczonego wskaźnika przekracza pewną

wartość graniczną uznaje się że jest tendencja do różnicy pomiędzy A i B, za wartość graniczną

uznaje się wielkość: 0,33 dla próbek o rozmiarze 30, 0,2 dla próbek o rozmiarze 100, 0,1 dla

próbek o rozmiarze 1000.

A

B

A

B

A

B

A

B

lub A

B

różnica 

median

różnica 

pomiędzy 

kwartylami
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STATISTICA – graficzna prezentacja danych
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STATISTICA – graficzna prezentacja danych

Ramkowy   X grupowane względem nr

dane2 w wyklad_01 2v*20c

 Mediana 

 25%-75% 

 Zakres nieodstających 

 Odstające

 Ekstremalne

1 2

nr

17

18

19

20

21

22

23

24

X
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STATISTICA – graficzna prezentacja danych

Ramkowy   wiele zmiennych

dane3 w wyklad_01 2v*10c

Mediana; Współczynnik: 25%-75%; Wąs: Zakres nieodstających

 Mediana 

 25%-75% 

 Zakres nieodstających 

 Odstające

 EkstremalneX1 X2
17

18

19

20

21

22

23

24
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Graficzna prezentacja danych

Histogram – wykres słupkowy ilustrujący

rozkład prawdopodobieństwa określonej

cechy.

W przypadku małych prób wykres jest

budowany w oparciu o kolejne wartości

odpowiedniego szeregu prostego, dla

większych prób konstruowany na

podstawie danych szeregu rozdzielczego.

Podstawę słupków stanowią wartości lub

przedziały klasowe szeregu. Wysokość

słupków jest ustalana dla określonej

wartości lub przedziału na podstawie:

▪ liczebności (histogram liczebności)

▪ częstości (histogram częstości)

▪ skumulowanych liczebności (histogram 

liczebności skumulowanych)

▪ skumulowanych częstości (histogram 

częstości skumulowanych.

Wyniki pomiarów długości pewnego detalu:

Szereg rozdzielczy:
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Histogram   X

dane4 w wyklad_01 1v*10c

X = 10*1*Normal(Średnia=21,5; Sigma=1,1944)
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Histogram   X

dane4 w wyklad_01 1v*10c
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Wykres kwanty–kwantyl (wykres K-K lub Q-Q)

Wykres 𝑄 − 𝑄 umożliwia porównanie kwantyli dwóch zmiennych, jest często

wykorzystywany do porównania rozkładu zmiennej empirycznej z teoretycznym

rozkładem tej zmiennej. Na osi poziomej odkładane są kwantyle wyznaczone z rozkładu

pierwszej zmiennej a na osi pionowej drugiej zmiennej (lub kwantyle wynikające z

teoretycznego rozkładu badanej zmiennej).

a) b) c)

a) porównanie rozkładu kwantyli teoretycznych tego samego rozkładu normalnego,

b) porównanie rozkładu kwantyli teoretycznych dwóch różnych rozkładów normalnych,

c) porównanie rozkładu kwantyli z próby z kwantylami teoretycznymi rozkładu o średniej

i odchyleniu standardowym wyznaczonym na podstawie próby.
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Wykres kwanty–kwantyl (wykres K-K lub Q-Q)

a) b) c)

▪ Jeżeli kwantyle obydwu rozkładów układają się na wykresie tworząc linię prostą to

obydwa rozkłady są idealnie do siebie dopasowane (idealne dopasowanie można

uzyskać np. porównując ze sobą kwantyle tego samego rozkładu teoretycznego).

▪ W przypadku porównywania kwantyli z próby (empirycznych) z kwantylami

teoretycznymi punkty na wykresie tym bardziej dopasowane są do linii prostej im

lepiej rozkład empiryczny jest dopasowany do rozkładu teoretycznego.

▪ Wykres 𝑄 − 𝑄 jest bardzo często uzupełniany linią prostą pokazują liniowy trend

danych.
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Wykres prawdopodobieństwo-prawdopodobieństwo (wykres P–P)

▪ Wykres 𝑃 − 𝑃 umożliwia porównanie skumulowanego prawdopodobieństwa rozkładu

dwóch zmiennych, jest często wykorzystywany, podobnie jak wykres 𝑄 − 𝑄 do

porównania rozkładu zmiennej empirycznej z teoretycznym rozkładem tej zmiennej.

▪ Na osi poziomej odkładane są skumulowane prawdopodobieństwa wyznaczone z

próby, na osi pionowej odkładane są skumulowane prawdopodobieństwa rozkładu

teoretycznego.
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▪ Podobnie jak w przypadku wykresu 𝑄 − 𝑄

punkty na wykresie 𝑃 − 𝑃 są tym bardziej

dopasowane są do linii prostej im bardziej

rozkłady są zgodne, wykres 𝑃 − 𝑃 jest

często uzupełniany liniowym trendem

ułatwiającym sprawdzenie zgodności

rozkładów.
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Wykresy normalności

Wykres porównujące rozkład danych empirycznych z teoretycznym rozkładem

normalnym nazywane są wykresami normalności.

Jeżeli na wykresach 𝑄 − 𝑄 i 𝑃 − 𝑃 porównywany jest rozkład z próby z rozkładem

normalnym wykresy te nazywane są wykresami normalności 𝑄 − 𝑄 i wykresami

normalności 𝑃 − 𝑃.

Na wykresach normalności 𝑄 − 𝑄 oś pionowa, na której odkładane są kwantyle

wynikające z teoretycznego rozkładu normalnego badanej zmiennej, może być również

opisywana rzędami kwantyli.
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Wykres kwantyl-kwantyl   X

dane4 w wyklad_01 1v*10c

Rozkład: Rozkładu normalnego

X = 21,5+1,2522*x
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Wykres prawdopodobieństwo-prawdopodobieństwo   X

dane4 w wyklad_01 1v*10c

Rozkład: Normal(M=21,5, Sigma=1,19443)
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