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Planowanie doswiadczen



Teoria eksperymentu — pojecia

Badania naukowe
prace badawcze (teoretyczne i doswiadczalne), zmierzajgce do osiggniecia postepu
wiedzy naukowej przez odkrywanie nowych praw | budowanie nowych teorii
naukowych o rzeczywistosci, ... (Encyklopedia PWN)

Teoria eksperymentu
dyscyplina naukowa zajmujgca sie podstawami teoretycznymi badan doswiadczalnych.

Eksperyment
proba, doswiadczenie naukowe; celowe wywotywanie okreslonego zjawiska (lub jego
zmiany) w warunkach laboratoryjnych, w celu zbadania i wyjasnienia jego przebiegu
(Encyklopedia PWN)
eksperyment jest przeprowadzany na drodze badan doswiadczalnych; moze byc¢
przedstawiany jako cigg doswiadczen.
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Teoria eksperymentu — pojecia

Doswiadczenie
pojedyncza obserwacja wielkosci objasnianej (wyjsciowej, zaleznej) w zaleznosci od
ustalonych lub  zaobserwowanych  wielkosci  objasniajgcych  (wejsciowych,
niezaleznych).

Eksperyment czynny

doswiadczenia przeprowadzane wedtug przygotowanego wczesniej planu.

Eksperyment bierny

doswiadczenia dla wytgcznie obserwowanych wielkosci objasniajgcych.

lzll Zy l Zy X1, X2, ", Xm — Wielkosci wejSciowe
X1 ] ] (objasniajgce, niezalezne),
X2 > obiekt — V2 Zq1,Z9,,Zx — zakitocenia,
Xm = L L V1, Y2,y — wielkosci wyjsciowe

(objasniane, zalezne)

Schemat typowego obiektu badan
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Teoria eksperymentu

lzll ZZ...l Z,

X1 ) I
21 opiekt [ 72
Xm —> —>yl

Plan eksperymentu

Zbior wartosci wielkosci wejsciowych, dla ktorych nalezy przeprowadzi¢ obserwacje
wielkosci wyjsciowej. Matematycznie plan eksperymentu zapisywany jest w postaci
macierzy planu.

X11 X12 - X1m
X — X21 X21 - Xom
Xn1 Xn2 - Xnm
Macierz planu
X — macierz planu,
n — liczba doswiadczen,

Xi1, ", Xim — Wielkosci wejsciowe i-tego doswiadczenia.
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Teoria eksperymentu
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Plan wyktadu

Podstawy teoretyczne badan doswiadczalnych — teoria eksperymentu
planowanie doswiadczen (plany zdeterminowane: kompletne i selekcyjne,
dwupoziomowe, trzypoziomowe i wielopoziomowe, plany randomizowane: kompletne,
blokowe, typu kwadrat facinski i grecko-tacinski)

Statystyczne metody analizy wynikéw pomiarow
estymacja punktowa i przedziatowa, wyznaczanie minimalnej liczebnosci proby

sprawdzanie prawdziwosci hipotez badawczych — weryfikacja hipotez statystycznych i
analiza mocy testow

badanie istotnosci wptywu czynnikow wejsciowych na przebieg badanego procesu
analiza wariancji
aproksymacja funkcji obiektu badan

metoda najmniejszych kwadratéw, analiza regresiji, statystyczna weryfikacja
istotnosci funkcji obiektu oraz jej parametrow
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Klasyfikacja planéw doswiadczen

P Plany doswiadczen

PS Statyczne PD Dynamiczne

PS/D | Zdeterminowane

PS/DK | Kompletne

PS/DS | Selekcyjne

PS/DS-M| Monoselekcyjne

PS/DS-P | Poliselekcyjne

PS/R | Randomizowane

PS/O | Optymalizacyjne

Klasyfikacja planow doswiadczen

Z. Polanski: Planowanie doswiadczen w technice, PWN, Warszawa, 1984
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Klasyfika¢ja planéw doswiadczen

PS — plany statyczne, stosowane do obiektow statycznych (tzn. opisanych
zaleznosciami y = f(x)).
PD — plany dynamiczne, stosowane do obiektow dynamicznych opisywanych

rownaniami rozniczkowymi (roznicowymi) zwyczajnymi, czgstkowymi.

PS/D - plany zdeterminowane, plan doswiadczenia jest ustalany na podstawie
przyjetych zatozen dotyczgcych np. postaci funkcji obiektu.

PS/DK — plany kompletne, plan doswiadczenia tworzg wszystkie punkty z dziedziny
funkcji przy ustalonym zakresie zmiennosci wielkosci wejsciowych i przyjetym
sposobie ich dyskretyzacji; ogolna liczba pomiaréow planu wynosi:

N=1Ng Ny Ny
(m — liczba wielkosci wejsciowych, n; — ilos¢ wartosci i-tej wielkosci wejsciowej,
wynika z jej zakresu i dyskretyzacji). ‘

Plan kompletny

Planowanie doswiadczen s. 1-8




Klasyfikacja planow doswiadczen

PS/DS — plany selekcyjne, plan doswiadczenia jest podzbiorem planu kompletnego.

PS/DK-M — plany monoselekcyjne, kazda z wielkosci wejsciowych badana jest w catym
zakresie swojej zmiennosci przy ustalonych wartosciach pozostatych
wielkosci wejsciowych.

PS/R — plany randomizowane, plany wykorzystywane do oceny istotnosci wptywu
wielkosci wejsciowych na wielkoS¢ wyjsciowsq.

PS/O — plany optymalizacyjne, plany wykorzystywane do wyznaczania ekstremum
funkciji obiektu (nie wymagajg wyznaczania samej funkciji).

Plan monoselekcyjny

Planowanie doswiadczen s. 1-9



Statystyka matematyczna — pojecia podstawowe

Populacja (populacja generalna) — zbidr elementéw (osbb, rzeczy, zjawisk),
podlegajgcych badaniu ze wzgledu na jedng lub wiecej cech.

Cechy statystyczne moga byc:
= mierzalne (iloSciowe)
przyjmujg wartosci ze zbioru liczbowego (np.: dtugos¢, waga)
* niemierzalne (jakoSciowe)

cechy ktorych nie mozna wyrazic ilosciowo, sg opisywane stownie lub wyrazane
przy pomocy wybranej skali (np.: ptec¢, kolor, funkcjonalnosc).

Proba (populacja probna) — wybrany w okreslony sposéb (np. przez losowanie)
podzbior populacji generalnej.

o %
losowanie e i‘(*

populacja proba
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Statystyka matematyczna — pojecia podstawowe

Wartosci prob mogg byé prezentowane w formie tzw. szeregow.
Szereg prosty
wartosci porzgdkowane sg rosngco lub malejgco.

dtugos¢ | 2,9 3,0 3,2 3,3 3,4 3,5 3,5 3,6 4,0 4,1

Szereg rozdzielczy

wartosci dzielone sg na klasy (kategorie), dla kazdej klasy podawana jest jej liczebnosc
lub czestosc (stosunek liczebnosci klasy do liczebnosci catej proby).

dtugosé¢ [2,5 3,0) | [3,0 3,5 | [3,5 4,0) | [4,0 4,5]
liczebnosé 1 4 3 2
czestos¢ 0,1 0,4 0,3 0,2
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Statystyka matematyczna — pojecia podstawowe

Zmienna — to wielkos¢, ktéra moze przyjmowac wartosci z okreslonego zbioru.

Zmienna losowa — to zmienna, ktora w wyniku pewnego doswiadczenia przyjmuje
wartos¢ z okreslonego zbioru z pewnym prawdopodobienstwem.

Skokowa (dyskretna) zmienna losowa — zmienna losowa ktéra przyjmuje skonczong
lub przeliczalng liczbe wartosci.

Ciggfa zmienna losowa — zmienna losowa ktorej zbior wartosci jest nieskonczony i
nieprzeliczalny, moze by¢ np. przedstawiony w postaci przedziatu liczbowego.

przyktad zmienna/wartosci

zmienna losowa ,Liczba wadliwych produktow” jako wynik

skokowa /0,1, ..., 6
kontroli jakosci 6 wybranych produktow z linii produkcyjnej

zmienna losowa ,Liczba sprzedanych sztuk” jako dzienna ilos¢

skokowa /0, 1, ...
sprzedanych sztuk wybranego produktu W

zmienna losowa ,Dtugosc detalu” jako wynik pomiaru dtugosci

iagta / 19,9, ..., 30,9
wybranych detali z linii produkcyjnej ciggta
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Jezeli znany jest zbior mozliwych wartosci zmiennej losowej oraz prawdopodobienstwa
przyjecia tych wartosci przez zmienng losowg (bgdz tez prawdopodobienstwa, ze
zmienna przyjmie wartos¢ z okreslonego przedziatu) to méwimy, ze znany jest rozkfad
tej zmiennej losowej*.

Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowe] X nazywana jest funkcja P(S)
oznaczajgca prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa przyjmie wartos¢ z S
(funkcja ta przedstawia zwigzek miedzy wartosciami zmiennej losowe] a
prawdopodobienstwami, z jakimi te wartosci wystepujg). Sposoéb przedstawiania rozktadu
prawdopodobienstwa zalezy od typu zmiennej losowej:

» dla zmiennej losowe] skokowej podaje sie wartosci tej zmiennej wraz z
odpowiadajgcymi im prawdopodobienstwami,

» dla zmiennej losowej ciggtej rozktad zmiennej losowej podaje sie za pomocg funkcji
gestosci prawdopodobienstwa.

Dystrybuanta zmiennej losowej X: F(X) — to funkcja opisujgca prawdopodobienstwo
wystgpienia wartosci zmiennej X mniejszych od x:

F(x) =P(X <x)
Uwaga! F(w) =1

* Z.Pawtowski, Wstep do statystyki matematycznej
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Do opisania rozktadu skokowej zmienne] losowej wystarczy podac¢ wszystkie
prawdopodobienstwa:

Pi = P(X = Xl'), | = 1,2,
gdzie: X — zmienna losowa, x; — i-ta wartos¢C zmiennej losowe] X, P(X = x;)—
prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmie wartos¢ x;, ), P(X = x;) = 1.

Dystrybuante dyskretnej zmiennej losowe] mozna zapisa¢ wzorem:

F(x) = P(X < x) = z P(X = x,)

xXi<x
Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa i dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej
przedstawiane sg w formie tabelarycznej lub w postaci wykresu.

A
1] P 1 F —
—] —
3/4 3/4
p; | 1/8 |3/8|3/8|1/8| 0 1a ‘ ‘ i
Fi| 0 |18 |4/8|7/8] 1 . _
0To 1 2 3 4, 970 1 2 3 4,
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Jednowymiarowe zmienne losowe

Do opisania rozktfadu ciggfej zmiennej losowe] wykorzystywana jest funkcja gestosci
prawdopodobienstwa f, dla ktorej spetniona jest zalezno$¢:

F(x)=PX<x)= ff(t)dt

A
£(x)
\F(X)
/ a
F@) ‘A{/ ) Fla)=PX <a)=[__ f(x)dx
a X
|
F(b)
f(x) \F(X)
\\ F(b) - F(a) = P(a < X < b) = [ f(x)dx
F(a) A - -—
X
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Rozkiad normaliny

Rozktad normalny (rozkfad Gaussa) jest jednym z czesciej spotykanych rozktadow
zmiennych losowych ciggtych (wiele zjawisk fizycznych ma rozktad normalny).

Funkcja gestosci rozktadu f i1 dystrybuanta F rozktadu normalnego My, o) opisane
sg zaleznosciami (i, o — parametry rozktadu).

1 (x—p)? 1 p (x—u)?
f) =—=e 2", F(x) = f e” 207 dx.

oV2n

— 00
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Rozkiad normalny standaryzowany

Zmienna losowa U utworzona ze zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym My, o) za
pomocg przeksztatcenia:

7 = Srednia populacji ¢ jest odejmowana od
o kazdej wartosci cechy x, kazda wyznaczona
roznica dzielona jest przez odchylenie

ma rozktad normalny M0, 1). standardowe populaciji o

Zmienna Z jest nazywana zmienng losowg normalng standaryzowang, a rozktad
MO, 1) jest nazywany jest rozktadem normalnym standaryzowanym. Funkcja gestosci
prawdopodobienstwa i dystrybuanta rozktadu opisane sg zaleznosciami:

z2 z2

1z 1 _z
(p(z)zﬁe 2, q)(z)zﬁf_uooe 2 dt.

0,4“ (p 1 “(I)

03 0,8
0,6
0,2
0,4

0,1
0,2
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Przyktady - rozkiad normaliny

Na podstawie pomiarow dtugosci duzej partii detali wykonywanych na pewnym
stanowisku stwierdzono, ze rozktad dtugosci jest rozktadem «(20,1,5). Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze dtugos¢ losowo wybranego detalu:

a) jest mniejsza lub réwna 20,5,

b) jest wieksza od 21,5,

C) miesci sie w przedziale (20,5 21,5],

d) co najmniej o 2 jednostki rozni sie od sredniej,

e) obliczy¢ odchylenie od sredniej dla ktérego prawdopodobienstwo wystgpienia detali
o dtugosci przekraczajgcej wyznaczone odchylenie wyniesie 0,1.

20,5-20

) — ©(0,3333) = 0,6306

N

a)  P(x<205) = Fy,5(205) = & (

$1(¢) FOO1 @
0,3 17 i
0,2
05| 05
0,1

v

-4 -2 0 2 4
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Przyktady - rozkiad normaliny

b) P(x >215) = 1 — P(x < 21,5) = 1 — Fypp01.5)(21,5) = 1 — @ (21'5‘20) —1-0,8413 = 0,1587

\‘ 1:5

A f(X)
0,3 0,3 0,3
_ .
0,2 - 0,2 -
0,1

0,1 0,1

16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X

€) P(20,5 < x < 21,5) = P(x < 21,5) — P(x < 20,5) = Foyt201.5(21,5) — Foytz01.5)(20,5) = 0,2108

A f(X) A f(x) A f(X)
0,3 0,3\ 3
0,2 B 0,2 0,2\
0,1 0,1 0,1
16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X 16 18 20 22 24 X
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Przyktady - rozkiad normalny

d) P(lx — 20| = 2) = P(x < 18) + P(x > 22) = 2P(x < 18) = 2F 20,15 (18) = 2 (18;520) = 0,1824
4 (%)
0,3
0,2
0,1

16 18 20 22 24 X

T1(x)
e) P(Jx — 20| = odl) = 0,1 0,3
0,2
0,1
16 0 2 24 X
P(]Jx — 20| = odl) = 0,1 odl odl

} =) Fogous(20 —odl) = 0,05 =)

P(lx — 20| = odl) = 2P(x < 20 — odl) = 2F g201,5)(20 — odl)

) 20— odl = Fag,y,5 (005 M=y odl=20-Fag,, (005 ) o4l=24673
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Rozktad normaliny

Dla rozktadu normalnego M u, o) wyniki odlegte od wartosci $redniej o
o —wypadajg w ok. 68% przypadkow,
20 —wypadajg w ok. 95% przypadkdw,
30 — wypadajg w ok. 99% przypadkow (czyli praktycznie wszystkie).

Prawo 3 sigm: Prawie wszystkie wartosci zmiennej losowej o0 rozktadzie normalnym
mieszczg sie w przedziale [y — 30,1 — 30].

t (x)

0,1359

0,0013 0,0214 0,0013

v

u—30c u—20 u—o u u+o u+20c u+ 3o

Plu—o<x<u+o)=Px<u+o)—Px<u—-o)=Fu+o)—F(u—o0)=>o1)—-d(—1) =0,6827
Plu—20<x<u+20)=Px<u+20)—Px<u—20)=Fu+20)—F(u—-20)=>®2)—d(-2) =0,9545
Pu—30<x<pu+30)=Px<pu+30)—Px<p—30)=F(u+30)—F(u—30) =d(3) — d(—3) = 0,9973
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Rozktad normaliny

W rzeczywistosci wiele wielkosci losowych ma w przyblizeniu rozkfad normalny — rozktad
ten ma bardzo duze znaczenie w statystyce i w zastosowaniach praktycznych.
Uzasadnieniem powszechnosci wystepowania rozktadow zblizonych do normalnego jest
centralne twierdzenie graniczne.

Jezeli X1, X,, -, X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie o
warto$ci oczekiwanej i i wariancji o2 to dla n — c zmienna losowa:

oyn

ma w przyblizeniu rozktad MO0, 1).

W konsekwencji, dla n — o rozktady ponizszych zmiennych losowych sg zbiezne do
rozktadu normalnego:

"X+ X+ o+ X, - Mnpy, g/n)

1
s X et X)) o M)
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Rozkiad y?

Rozktad y? (chi kwadrat). Zmienng o rozkladzie y? o n stopniach swobody nazywana
jest zmienna zdefiniowana w postaci sumy kwadratow n niezaleznych zmiennych o
rozktadzie normalnym standaryzowanym:

X:=Zt+7Z5+ -+ 73

gdzie: Z,, Z,, -+, Z,, — zmienne o rozktadzie M0, 1), n — liczba zmiennych niezaleznych
Z; W sumie, parametr rozktadu (jedyny) nazywany liczbg stopni swobody, liczba stopni
swobody oznaczana jest takze symbolem v.

0'5 4 f(X) _—y =
v=2
a1 -
—Uv=06
03 A —v =10
0,2 1
0,1 1
0 T T = > x
0 5 10 15 20

Dla v — o rozktad y? o jest zbiezny do rozktadu normalnego.
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Zmienne losowe o rozkladzie x>

Zaktadajgc, ze:

= X;, X5, -, X,, $g niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach M u, o),

- 1
| [ — .
X ~ > X,
zmienna losowa:

()

ma rozktad y?* o v = (n — 1) stopniach swobody.

2

Zmienna ta po przeksztatceniach, zapisywana jest

takze w postaci:

D) =500 =)' =2

~

1. niechn=2iXx =222

2 (25) + (557 =

<X1 —%(X1 +X2)>2 n (Xz —%(X1 +X2)>2

o
B + (552 - (2
3. zmienna X; — X,~ M0,v20)

. X1-X
wiec: % ~ MO0,1)

ostatecznie:

) ewe

o
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Rozktad t — Studenta

Rozktad t — Studenta. Zmienng o rozktadzie t — Studenta o n stopniach swobody
nazywana jest zmienna zdefiniowana w postaci ilorazu zmiennej o rozktadzie normalnym
standaryzowanym i zmiennej o rozktadzie y? o n stopniach swobody:

2
Ve

gdzie: Z — zmienna o rozktadzie 2(0,1), y* — zmienna o rozktadzie y* o n stopniach
swobody, v = n — liczba stopni swobody.

t

 f()

Dla v > 30 rozktad t — Studenta pokrywa sie z rozktadem MO0, 1).
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Zmienne losowe o rozktadzie t — Studenta

Zaktadajgc, ze:

= X;, X5, -, X,, $g niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach M u, o),

- 1 1 <\ 2
" X=-%YX;,s? :;Z(Xi—X) »
zmienna losowa:

ma rozktad t — Studenta o

v = (n — 1) stopniach swobody.

-

1.

-

t

h

O-/‘\/EN ‘W(OJ]‘),
2
—~x*(n-1)

zdefiniujmy zmienng o rozktadzie t(n—1):

p o 2V
e
%\/ﬁ\/n—l 7f;ﬂx/ﬁ\/n—lo'
a ns2 N Vns ’
o2
_ Kopn-1
S

/
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Rozkiad F Snedecora (Fishera)

Rozktad F Snedecora (Fishera). Zmienng o rozktadzie F i stopniach swobody v, | v,
nazywana jest zmienna zdefiniowana w postaci ilorazu zmiennych o rozktadzie y?:

2 2

X1 ,X2

F =—
v/

%)

gdzie: x7, x5 — zmienne o rozkfadzie y? z odpowiednio v, i v, stopniami swobodly.

14 ()

—171:1,\/2:1

v1:2,V2:2
—v1:2,V2:5
_U1:5,V2:2

0,6 7] —Ul = ZO,VZ = 20

0,4 1
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Statystyka matematyczna — dziedziny zastosowan

Statystyka matematyczna zajmuje sie  wnioskowaniem  statystycznym, tzn.
whnioskowaniem o populacji generalnej na podstawie znajomosci proby. Podstawowymi
dziatami statystyki s3:

teoria estymacji

zajmuje sie wnioskowaniem o wtasnosciach rozktadu prawdopodobienstwa
populacji generalnej na podstawie proby,

estymacja parametryczna zajmuje sie wyznaczaniem (szacowaniem) wartosci
nieznanych parametrow rozktadu, estymacja nieparametryczna — poszukuje
postaci funkcyjnej rozkfadu,

szacowanie wartosc¢ parametru rozktadu populacji na podstawie préby nazywane
jest estymacjg punktowsg, estymacja przedziatowa wyznacza pewien przedziat, do
ktérego z okreslonym prawdopodobienstwem nalezy szacowana wartos¢
parametru rozktadu,

teoria weryfikacji hipotez statystycznych

zajmuje sie tworzeniem regut umozliwiajgcych rozstrzyganie o stusznosci sgdow
(hipotez statystycznych),

testy parametryczne stuzg do weryfikacji hipotez o nieznanych parametrach
rozktadu ale znanym samym rozktadzie, testy nieparametryczne weryfikujg
hipotezy w ktérych nie ma zatozen o postaci rozktadu.
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Estymacja punktowa — miary potozenia

W praktyce rozktad prawdopodobienstwa badanej zmiennej losowej moze nie by¢ znany
— mogg by¢ mierzone natomiast pewne wielkoSci wyznaczajgce przyblizony opis
rozktadu. Miary potozenia stosowane sg do oceny miejsca skupienia wynikow.

Srednia arytmetyczna Wykonano 10 niezaleznych pomiarow dtugosci losowo
wybranego detalu.
X ==Y x
T onet 18 | 21 |22,4| 23 (21,3|21,9|17,6| 21 |17,8(19,4
Srednia wazona Srednie wynoszg odpowiednio:
X = wix;/)w; 18+ 21+--+19,4 2034
Z 4 L/Z l E — 10 — 10 — 20,34
Srednia geometryczna S : . . .
zaktadajgc, ze waga pierwszego i ostatniego pomiaru
sg réwne 2 a pozostate 1:
G = n\/]_[xi
, _ _ 2-18+4--+2-194 2408
Srednia harmoniczna X = = ~ 20,07
12 12
H=-" G ="18-..-19,4 =~ 20,25
25
l H = 10 20,16
gdzie: x;, w; — i-ta wartos¢ badanej - 1,1 70496
cechy i jej waga, n — liczebnogé 18 19,4

proby.
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Estymacja punktowa — miary potozenia

Moda M, (wartos¢ modalna, wartosc
najczestsza) wartosC najczesciej wystepujgca
w probie.
Kwantyl rzedu p (0 < p < 1) to wartosc¢ cechy
xp, ktora dzieli szereg na 2 czesci:
= w czesci 1. znajduje sie 100p [%]
elementdéw prébki (wartosci tych elementow
sg mniejsze lub réwne kwantylowi x,,),
= w czesci 2. znajduje sie 100(1 — p)[%]
elementow (wartosci tych elementéow sa
wieksze bgdz rowne kwantylowi x,,).

Kwantyle rzedu p=3 - > sg nazywane

kwartylami.

kwartyl rzad kwantyla
kwartyl dolny (pierwszy) Q; p=3
mediana Q,, Me p = %
kwartyl gorny (trzeci) Qs p= %

Na  podstawie  wynikbw  pomiarow  z
poprzedniego przyktadu

18(21|22,4|23|21,3|21,9(17,6|21|17,8|19,4

mozna okreslic mode:
MO == 21

Kwartyle mozna wyznaczy¢ po uporzgdkowaniu
danych, tzn. po utworzeniu z wynikdw szeregu

prostego:

17,6117,8|18(19,4|121(21({21,3(21,9|22,4|23

Q, = 18 ‘ 05 = 21,9
Q, =M, =(21+21)/2 =21

Jesli liczebnosci poszczegolnych  Cwiartek
Szeregu prostego s3g:
= liczbami catkowitymi, to kwartyle
wyznaczane sg jako srednia arytmetyczna

» w przeciwnym przypadku rozdzielajg kolejne
Cwiartki szeregu
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Estymacja punktowa — miary rozproszenia

Miary rozproszenia (rozrzutu) stosowane sg do oceny stopnia rozproszenia wartosci

badanej cechy.
Odchylenie standardowe s

*

¢ = Y(x;—x)?2 ’ ¢ = Y(x;—x)2
n-—-1 n

Wariancja s>

SZ — Z(Xi—f)z 52 — Z(xi—f)z

n—1 n

Rozstep r to rdznica pomiedzy
wartoscig najwiekszg i najmniejsza:

' = Xmax — Xmin

Rozstep miedzykwartylowy 1QR
IQR = Q3 — &4

gdzie: n — liczebnos¢ proby, x; — i-ta
wartos¢ badanej cechy, x — $rednia
arytmetyczna, Q;, 0, — kwartyl gorny i
dolny, * mate proby.

Miary rozproszenia dla wynikdw pomiarow:

181|21(22,4|23|21,3(21,9|17,6|21(17,8|19,4

Wynosza:

s = \/((18 —20,34)24+)/9 = 2,0

s = \/((18 —20,34)2 +--)/10 = 1,9

s2=((18—-20,34)2 +)/9 = 4,0
s? =((18—20,34)2 + -+ )/10 ~ 3,6

r=23-17,6 =54

IQR =219-18=39
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Estymacja punktowa — miary znieksztatcenia

Miary znieksztatcenia stosowane sg do oceny asymetrii i stopnia sptaszczenia rozktadu
w stosunku do rozktadu normalnego.

Wspobiczynnik skosnosci Wspdbiczynnik sptaszczenia (kurtoza)
1 — 1 —
M; ﬁZ(Xi —X)° M, ﬁZ(Xi - x)*
a=337 3 k= o4 o4 -
A a > O a - O
/ d /a <0
a wyglad rozkiadu k wyglad rozktadu
=0 | symetryczny =0 | podobny do r. normalnego
> 0 | wydtuzona prawa strona > (0 | bardziej stromy niz r. normalny
< 0 | wydluzona lewa strona < 0 | bardziej sptaszczony niz r. normalny

gdzie: n — liczebnos¢ préby, x; — i-ta wartos¢ badanej cechy, x— srednia arytmetyczna,
s — odchylenie standardowe, M, M, — momenty centralne rzedu 3 i 4.
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Estymacja punktowa — miary rozktadu

Opis rozktadu zmiennej uzyskany w wyniku proby jest tylko przyblizonym opisem dla
catej populaciji.

Parametry opisujgce wifasnosci rozktadu zmiennej

populacja generalna proba (estymatory parametrow populaciji)

Srednia arytmetyczna

wartosS¢ oczekiwana u _ 1
X ==)X;
n l

odchylenie standardowe s

co [P
n

odchylenie standardowe o dla matych préb (n < 30)

Y(xi—x)2

n—1
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STATISTICA - estymacja punktowa

9w cQ@f - STATISTICA - wykl

Podstawowe Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

L) 1 T - _— = = .
,/,-'-‘ 3 % Lc{(lkJ @Modele Iagwansowane ﬁSlECl neuronowe = Karty kontrolne = [g] Analiza procesu SSTA
Sratystic — AA . ﬁt 5 . I:(d _ R wielowymiarowe = [ PLS, PCA, ... E wielowymiarowe (5 DOE b8 Gru
atystyki egresja ieparametryczne Dopasowanie Rozkiady i _ - ) e —
odstawowe Aiieloraka rozkltadu  symulacja Nif Analiza mocy testu VEP’E‘C g Predykecyjne ﬁa‘.’: szesc sigma Kalk

Podstawowe Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe

BR wyklad_o01.stw - dane -10| x|

[ = wyklad_D1.stw

E¥2 Test t dla prob niezaleznych (wzgl. arup) & Opge -
E—El Test t dla prob niezalezrmych (wzal. zmn.)
[ Test t dia prdb zaleznych

i Test t dla pojedynczej proby

== Przekroje, prosta ANOVA
[I:E Przekroje uproszczone
HH Tabele licznosci

M Inne testy istotnogc = Otwérz dane
E{,ﬁh Kalkulator prawdopodobienstwa
W s | S|
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STATISTICA - estymacja punktowa

E"Efatvstvki opisowe: dane w wyklad_01.stw
@ Zmienne: | X
Podstawowe  Wiecej |deorne | Nnrmalnuéf:l W, prawd. i rozrzutu | W. skategoryzowane | Opdge I Anulsj |
Statystyk | = | =2 wg| Oblicz statystyk: B Opce ~ |
~Polozenia, N — [ Zmiennosd, gamenty —— [ Percentyle, zakresy | Grupami... |
¥ Nwaznych ¥ Odchylenie standardowe | | [~ Minimum i maksimum
I % wasnych I~ PU dia odch. std. _ [y i mnatr e
¥ Srednia S IQS":":I % [T Zakres percentyli
[~ wsp. zmiennosc : = : =
I~ Suma = w:‘:ianqa T e |1u:|.u:u:| o Drugl:l 50,00 % s | & '”l
¥ Mediana — = =
¥ Moda r Blad stand. sredniej £ Granice 1S S e e R ﬂ r Mamenty wazone
e - [ Przedz. ufn. Sredniej ;I -
r. geometr, —OF = ————————
W Sr. harman. Przedziat; |95.|:||:| g 2 C Preedziaty [0 | TR gl 1|
L =
¥ Skognosc
V' Rozstep IV Rozstep kwartylowy —U ieBD ——
I~ Blad st. skofnoéci = — — SUwanE &
¥ Kurtoza Wszystkie | Od nowa | " Przypadkami
. i¥ i
[ Blad st. kurtozy Fapisz ustawienia jako domyslne | e

. Dane: Statystyki opisowe (dane w wyklad 01.stw)

Statystyki opisowe (dane w wyklad_01.stw)
Nwaznych | Srednia Geometr. Harman. Mediana Moda Licznosc Dolny Garny Rozstep | Kwartyl.
Zmienna Srednia Srednia Mody Kwartyl. Kwartyl. Rozstep
|_|x_| 100 2034000 2024398 2015846  21,00000) 21.00000 2 18.000000 21.90000 5400000  3.900000
L =10 x|

-

Wariancja | Odch.std | Skosnosc Kurtoza

3.984889  1.996219  -0,310473  -1,53576 =
a7
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Graficzna prezentacja danych

Wykres pudefkowy — pozwala na ilustracje
miar rozktadu jednowymiarowej zmiennej
losowej. Jest rysowany w kilku odmianach.

llustrowane

miary Wyslad

min, max

Q1. Me, Q3 | pin Q, M, Q;  max

— —
X, S | | | | |
X—S y__ x ¥4+— X+s
X NG X N

Wykres pudetkowy moze by¢ rysowany dla
wielu grup danych w celu ich poréwnania.

SZIM &

Na wykresie przedstawiony zostaty
wykres pudetkowy przedstawiajgcy
dwie serie pomiarow dtugosci pewnego
detalu mierzone dwoma réznymi
przyrzadami.

24
23]

22 —

21 —

20
19 —

18 —

B
>

1 seria 2 seria
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Graficzna prezentacja danych

Ponizej rozwazone zostaty typowe uktady dwoch wykresow pudetkowych.

a)

b) C)

B T B | B T | | | _________
r B B roznica
| lub A A Al [ _'_'_1‘_'_ pomiedzy

| A | | 4 kwartylami
: [ e

L -l | rozmnica

| l | —= | — median

prostokgty wykresdw nie nachodzg na siebie — w tej sytuacji uznaje sie ze B jest wieksze od A,

prostokaty nachodzg na siebie ale jedna z median jest poza prostokgtem drugiego wykresu — w tej
sytuacji wyciggany jest wniosek, ze B jest prawdopodobnie wieksze od A,

prostokgty nachodzg na siebie, obydwie mediany sg wewnatrz prostokgtéw sgsiedniego wykresu
— W tej sytuacji nie mozna stwierdzié, ze istnieje réznica pomiedzy A i B.

W przypadku c) mozna wyznaczy¢ iloraz réznicy median do réznicy pomiedzy dalej potozonym
dolnym i gornym kwartylem. Jesli wielkos¢ tak wyznaczonego wskaznika przekracza pewng
wartos¢ graniczng uznaje sie ze jest tendencja do réznicy pomiedzy A i B, za warto$¢ graniczng
uznaje sie wielkosé: 0,33 dla probek o rozmiarze 30, 0,2 dla prébek o rozmiarze 100, 0,1 dla
prébek o rozmiarze 1000.
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

WEH cQ&EE -~ STATISTICA - wykl
Podstawowe :Edyq'{ Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

3 | 2w~ FiE Macierz |48 Wykresy bloku - B Uzytkownika
I8, Sekw, 3W - :: Obrazkowy Wykresy danych wejsciowych ~ Uktad wielu wykresow =

Histogram Rozrzutu SredNje Ramka Zgfiennoi¢  Linia o
* ategoryzowane ~
FIwnmz- g skat

Popularne Wiecej... Marzedzia

BR wyklad_01.stw - dane2 -0l =| Bf wyklad_01.stw* - dane3 -0 x|

[ wyklad_01.5tw [Zr wyklad_01.stw
----- danel danel =
sy s oy B dane?
Liffldanes W—nvrut————+——— & || 0000 | i

b

LL-----

; 4
“ | »]| Ll danel || dane2 || | dane3] 4] [ o] L [danet]] 'dane2 [ dane3 |
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

varesv ramka-wasy 2W

Podstawowe |'I||'|.|"|gcej | Wyglad | Sk_ategurymwan&l Opcie.

— Przedzialy |
™ Tryb calkowity W Automatyczry
% Unikalne wartosci

{* MNiesot. { Rosi Mal

" Kategorie: |1D
™ Kody: brak |

Min. nizodstajaoych

Purnikt mdwl

Wartosé: Im
Styl: I Punkt - I

™ wiarancia wapdlha

S5 Warurki selekcii |

& Wagi prrypadiciw |

B2 Galeria wykreséw |

Aldualizyj: Auto |

24

23

22

21

HZNM

20

19

18

17

Ramkowy X grupowane wzgledem nr
dane2 wwykad 01 2v*20c

T

0 Mediana
[ 25%-75%

2 T Zakres nieodstajgcych
© QOdstajace
nr + Ekstremalne
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

Wykresv ramka-wasy 2W *

Podstawowe |W|chg I Wyglad I Skategorymwanel Opcje

E' Grupujgca: brak
El ZLaleina: WSZYSTRIE
~ Przedzialy | W Hises Warunki selekci |
" Tiyb calkowity ¥ Automatyczny 7% -
Wagi przypadidw
& Unikalne wartosci Medizna o Wag 2 |
' Miesot. ¢ Ros( Mal 5% @ Galeria wylresow |
Kategorie: |10 N I Aldualizuj: Auto vl
" Kody: brak | Purkt srodkovwy

Wartosc: Im
Styl: Linia hd

™ | warancia wepdlna

e Raml wiele zmiennyc
1 kowy wiele zmiennych
dane3 wwykiad_ 01 2v10c
Mediana; Wspotczynnik 25%-75%; Was: Zakres nieodstajacych

24

23
22

21

B

20

19

ds — Mediana
[125%-75%
T Zakres nieodstajgcych
17 © Odstajace
X1 X2 + Ekstremalne
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Histogram — wykres stupkowy ilustrujgcy
rozktad prawdopodobienstwa okreslone
cechy.

W przypadku matych prob wykres jest
budowany w oparciu o kolejne wartosc
odpowiedniego szeregu prostego, dlg
wiekszych  prob  konstruowany  n38
podstawie danych szeregu rozdzielczego.

Podstawe stupkow stanowig wartosci lub
przedziaty klasowe szeregu. Wysokosa
stupkow jest ustalana dla okreslonej
wartosci lub przedziatu na podstawie:

= Jiczebnosci (histogram liczebnosci)
= czestosci (histogram czestosci)

= skumulowanych liczebnosci (histogram
liczebnosci skumulowanych)

= skumulowanych czestosci (histogram

Graficzna prezentacja danych

Wyniki pomiarow dtugosci pewnego detalu:

czestosci skumulowanych.

19,5120(20,9(21,2121,6121,6|22(22|22,6|24
Szereg rozdzielczy:
[19,20) | [20,21) | [21,22) | [22,23) | [23,24]
liczebnoSci 1 2 3 3 1
czestosci 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1
|. skumul. 1 3 6 9 10
c. skumul. 0,1 0,3 0,6 0,9 1,0
3 0,3 —
I [— 02 4 —
! —I 0,1 —
19 20 21 22 23 2|4' 10 20 21 22 23 24
10 : S 1,0 :‘ -
9 1 — 0,9 —
8 0,8
7 - 0.7 -
6 — — 0,6 - —
5 — 0,5
4 5 04
34 03
2 - 0,2
1 0,1

19 20 21 22 23 24

19 20 21 22 23 24
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

H9 oG & = STATISTICA - wykl
Podstawowe Edycia Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

ﬁ @ @ \Hl_ﬂf @ | 2w~ FiE Macierz |48 Wykresy bloku - B Uzytkownika

14 Sekw, 3W - :: Obrazkowy Wykresy danych wejsciowych ~ Uktad wielu wykresow =
@BWK\"Z* %g Skategoryzowane ~ 24

Y

Histogram Pozrzutu Srednie Ramka Zmiennoi¢  Linia

Popularne Wiecej... Marzedzia
Histo-granw 2w 2| _ | =
EE wyklad_01.stw - daned . lzd I S{ategcrymwanel Opcie 1 I quezl | 0K I
[ = wykad_01.stw ﬂj/__ —
danel Frzedzialy N Anulyj |
dane2 Zmienna: X \
: " Tryb calkowity W Automatyczry E Opcje b |
LT P
2 Wylaczone 4 " Unikalne wartodci Grupami |
L ety o Coe T S Wanria sl |
EJd Podwéiny Y [ Beta " Kategorie: [10
Fall] Wyiladriczy 4| % Granice: 18/1/24 > Wagi przrpadkéw|
Sposdb wySwietlania [&dH] Ekstremalny " Kody: brak B Galeria wykreséw |
IStandarduwe j [&51H Gamma ™ Podzbiory wielowarunkowe
[ Geometryezny Aldualizuj: Auto = |
™ Viykres Pareto e T \ Okredl granice | /
: ™ Odstepy miedzy ~—__ —
f kalumnami Statystyld
danel dane2 4| »
A | ¢ I L] I L] I Lelo] [~ Pokaz procenty [~ Test Shapiro Wika [~ Catkowita licznosc
[ Pokazheay [ Statystyki opizowe [~ Test Kolmogorowa-Smimowa
DEY: IN j
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

Okres| granice dla X ? Okres| granice dla X

2285 2255
to oty masz crteny proedzishy: to otrzymasz ceteny preedziahy:

(1) x5=2, () 2ex<=25, (3)25xa=5 i {4) 5ex

. - — .
Wpﬂmdmg@e_g_ranice i

Zmienne
Histogram X Histogram X
. dane4 wwykad 01 1v*10c dane4 wwykad 01 1v*10c
@ Zmienne: X = 10*1*Normal(Srednia=21,5; Sigma=1,1944) X = 10*1*Normal(Srednia=21,5; Sigma=1,1944)
6
5
3
4
2 2
[=] [=]
g3 g2
S S
3 3
2
1
1
0 0
19 20 2 2 23 2
X X
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Graficzna prezentacja danych

Wykres kwanty—kwantyl (wykres K-K lub Q-Q)

Wykres Q — Q umozliwia porownanie kwantyli dwoch zmiennych, jest czesto
wykorzystywany do porownania rozktadu zmiennej empirycznej z teoretycznym
rozktadem tej zmiennej. Na osi poziomej odktadane sg kwantyle wyznaczone z rozktadu
pierwszej zmiennej a na osi pionowej drugiej zmiennej (lub kwantyle wynikajgce z
teoretycznego rozktadu badanej zmiennej).

24

23

22

21

Y Quantiles

20

«

P

4|
A

19
19

20

21 22
X Quantiles

23

24

Y Quantiles

24

23

22

21

20

19

v

-2

-1

0
X Quantiles

1

Y Quantiles

24

23

22

21

20

<L__

+

2

JL__

19
19

20

21 22
X Quantiles

a) porownanie rozktadu kwantyli teoretycznych tego samego rozktadu normalnego,

23

24

b) porownanie rozktadu kwantyli teoretycznych dwoch réznych rozktadéw normalnych,

C) porownanie rozktadu kwantyli z proby z kwantylami teoretycznymi rozktadu o Sredniej
| odchyleniu standardowym wyznaczonym na podstawie proby.
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Graficzna prezentacja danych

Wykres kwanty—kwantyl (wykres K-K lub Q-Q)

a)
24

231

Y Quantiles

20

19

22

21

S
//
+-

v
v
/
A

e
/

/
L
/%-

19

20

21 22
X Quantiles

23

24

b)

Y Quantiles

24

231
22
21
20

19
-2

X Quantiles

O
~

Y Quantiles

24

231

22

21

20

P

<L__

~

+ -
-+

+

19
19

20

21 22
X Quantiles

23

24

= Jezeli kwantyle obydwu rozktadow uktadajg sie na wykresie tworzgc linie prostg to
obydwa rozktady sg idealnie do siebie dopasowane (idealne dopasowanie mozna
uzyskac np. poréwnujgc ze sobg kwantyle tego samego rozktadu teoretycznego).

= W przypadku porownywania kwantyli z préby (empirycznych) z kwantylami
teoretycznymi punkty na wykresie tym bardziej dopasowane sg do linii prostej im
lepiej rozktad empiryczny jest dopasowany do rozkladu teoretycznego.

= Wykres Q — Q jest bardzo czesto uzupetniany linig prostg pokazujg liniowy trend
danych.
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Graficzna prezentacja danych

Wykres prawdopodobienstwo-prawdopodobienstwo (wykres P—P)

il
4ZIm &
B

Wykres P — P umozliwia poréwnanie skumulowanego prawdopodobienstwa rozktadu
dwéch zmiennych, jest czesto wykorzystywany, podobnie jak wykres Q — Q do
poréwnania rozktadu zmiennej empirycznej z teoretycznym rozktadem tej zmiennej.

Na osi poziomej odktadane sg skumulowane prawdopodobienstwa wyznaczone z
proby, na osi pionowej odktadane sg skumulowane prawdopodobienstwa rozktadu

teoretycznego.

Podobnie jak w przypadku wykresu Q — Q
punkty na wykresie P — P sg tym bardziej
dopasowane sg do linii prostej im bardziej
rozktady sg zgodne, wykres P — P jest
czesto uzupetniany liniowym trendem
utatwiajgcym  sprawdzenie  zgodnosci
rozktadow.
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Graficzna prezentacja danych

Wykresy normalnosci

Wykres porownujgce rozktad danych empirycznych 2z teoretycznym rozktadem
normalnym nazywane sg wykresami normalnosci.

Jezeli na wykresach Q —Q i P— P poréwnywany jest rozktad z proby z rozktadem
normalnym wykresy te nazywane sg wykresami normalnosci Q —Q 1 wykresami
normalnosci P — P.

Na wykresach normalnosci Q —(Q o0s pionowa, na ktorej odktadane sg kwantyle
wynikajgce z teoretycznego rozktadu normalnego badanej zmiennej, moze by¢ rowniez
Opisywana rzedami kwantyll Normal Probability Plot
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STATISTICA - graficzna prezentacja danych

Mo o @i STATISTICA - wykl

Podstawowe Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt
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varesv kwantyl-kwantyl il I
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Mo o @i STATISTICA - wykl

Podstawowe Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt
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