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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Dwuwymiarowg zmienng losowag jest nazywany uktad dwoch zmiennych losowych
(X,Y) jesli znane sg prawdopodobienstwa wystgpienia zdarzenia (x,y) lub
prawdopodobienstwa, ze (x,y) przyjmie wartos¢ z okreslonego dwuwymiarowego
przedziatu (tzn. z okreslonego prostokata).

Graficzna prezentacja danych

Obserwacje pochodzgce z obserwacji rozktadu
dwuwymiarowego przedstawiane sg na tzw. wykresach
rozrzutu. Wykres rozrzutu to wykres punktowy,
poszczegolne punkty wykresu odpowiadajg wartosciom
uzyskanym z kolejnych obserwacji zmiennych X i Y.

Y <

Miary zaleznosci

Dla dwuwymiarowych zmiennych losowych, oprécz miar wprowadzonych dla zmiennych
jednowymiarowych, definiowane sg miary zwigzane z istnieniem (lub nieistnieniem)
zaleznosci pomiedzy zmiennymi tworzgcymi ten rozktad: kowariancja i wspofczynnik
korelacji.
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Dla zmiennych losowych X i Y
EX+Y)=EX)+E()

Dodatkowo, jesli zmienne sg niezalezne spetniona jest zaleznosc:
E(XY) = E(X)E(Y)

Réznica E(XY) — E(X)E(Y) jest miarg zaleznosci zmiennych jest to tzw. kowariancja
oxy = E(XY) — E(X)E(Y)

jest ona rowniez definiowana w rownowazny sposob jako
oxy = E(X—EX))E(Y —E(V))
Wtasnosci
jezeli zmienne X i Y sg niezalezne to oy, = 0,
jezeli wartosci X wieksze od sredniej pojawiajg sie najczesciej z wartosciami Y
wiekszymi od sredniej to oyy > 0,
jezeli wartosci X wieksze od sredniej pojawiajg sie najczesciej z wartosciami Y
mniejszymi od Sredniej to gy, < 0.
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Wspoifczynnik korelacji liniowe] Paersona to standaryzowana kowariancja, miara
zostata zdefiniowana w celu uniezaleznienia kowariancji od wariancji zmiennych X i Y

Oxy
Ox Oy

Pxy =
Wtasnosci
* przyjmuje wartosci
-1 < Pxy <1

* Oopisuje site zwigzku zmiennych

oy, oy to odchylenia standardowe zmiennych X i Y

0

0,2
0,4
0,7

0,9

0,2 brak

0,4 staba
0,7 Srednia
0,9 silna

1 bardzo silna
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Kowariancja i korelacja mogg by¢ szacowane na podstawie proby

kowariancja oyy jest szacowana jako:
1 " = = 1\ = =
sr=iti ), (=BO=M) W sy=1) ((i-D-»)
1= 1=

korelacje pyy przybliza sie z wzoru:

Sxy

Txy =
SxSy

Sy, Sy 10 oszacowane z proby odchylenia standardowe oy i gy,

do szacowania oy wykorzystywane sg zaleznosci:

n n
Sy = \/%zl 1(Xi - E)Z lub Sy = \/%zizl(xi — E)Z
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Statystyka — wielowymiarowe zmienne losowe

Rozktad prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej losowe] (X, X5+, X;) jest
opisany w postaci tgcznego rozktadu zmiennych losowych X, X,, -+, X;.

Zaleznosci pomiedzy zmiennymi tworzgcymi ten rozktad opisuje sie macierzami
kowariancji I korelacji, ktore sg uogolnionymi na k wymiarow kowariancjg i korelacja:

— 2 -
01 012 °° O1k
2
Z — 021 02 = Oz
ee 2
LOk1 Ok2 Ok -
B 012 O1k 7
1
9192 910k 1 p12 - Pk
021 O2k
T == _|p2r 1 - po
p = | 0201 020k —_ . . . .
Ok1 Ok2 .. 1 Prk1  Pk2 1
L0 |01 00>

to wariancja zmiennej X;
o;j to kowariancja zmiennych X; i X;, macierz kowariancji jest symetryczna

poniewaz: o;; = 0j;
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Statystyka — wielowymiarowy rozkiad normainy

Wielowymiarowy rozkfad normalny jest jednym 2z najwazniejszych rozktadow
wielowymiarowych zmiennych losowych, jest on uogolnieniem rozktadu normalnego
Mu, o) o funkcji gestosci:

_1(x-p)?
e 2 o?

f(x)=ma

Wielowymiarowy rozktad normalny k—wymiarowej zmiennej losowej (X, X,, -+, X;) jest
zapisywany jako M, 2) a funkcja gestosci tego rozktadu dana jest wzorem:

£(x) = 3T E T (x-)

u to wektor srednich p = [uy, 1y, - 1], = to (k x k) wymiarowa macierz kowarianciji,

parametry u i £ mogg by¢ szacowane z proby, oznaczane sg jako x i S:

n

1

n

_ 1 _ _

x==/ X S:mZ(Xi—X)(Xi—X)T
i=

=1

gdzie: n —rozmiar proby, tzn. ilos¢ obserwaciji, x; = [x;4, ..., X;;] t0 i-ta obserwacja

’ 1M & Planowanie doswiadczen s. 5-1



Statystyka — dwuwymiarowy rozkiad normainy

Dwuwymiarowy rozktad normalny o $rednich p=[0 0]7 i

0,8]

macierzy kowariancji: ~ a) Z=[(1) (1) b) Z:l018 1
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

W tabeli zebrane zostaty wartosci cech X
dwuwymiarowego rozktadu N(y, ) o parametrach:

Wyznaczy¢ macierze kowariancji i korelacji, narysowacC wykres

rozrzutu.
__1os28
=720 777
20 2
Z (x; — %) ~ 40,63 5%
i=1
> Gi-yre2s20 S
i=1

20
D =D —7) = 1669

16,69

Sxyy = —(—/—(—— = 0,88,

0,47

- 1079
XY = 091-066

[IM &

[ 15000

I Y wylosowane z

1 99,62
2 98,57
3 100,53
- 2 08
= . 4 100,78
08 1
5 100,34
6 98,28
7 102,22
. [2,14 0,88 R_[ 1 0,79] o
10,88 1,33 10,79 1 9 100,54
' 10 98,81
53 11 97,85
~ 2,14

o | 12 97,94
¢ @ 13 100,72

51
~ 1,33 @ 14 98,48
501 o ® ¢ o 15 99,51

& @

40 S 16 97,30
* ® 17 99,04

48 -
® ¢ 18 100,26
47 19 98,21
46 T T T T T T 1 20 96,65

96 97 98 99 100 101 102 103

% 1982,83

49,49
49,91
49,82
49,59
49,93
47,72
51,62
49,88
51,78
49,10
49,47
49,53
49,60
50,54
49,98
48,47
48,27
49,91
51,55
47,51
993,66
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STATISTICA — macierz korelacji

do o= STATISTICA - wykl

Podstawowe Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

; % E{H{J @Modele Zaawansowane * ﬁSieci neuronowe %Karty kontrolne = ﬁﬁnaliza procesu QSTA
=l A p

E@Wielowmiarowe b @ﬁ PLS, PCA, ... EWielowmiarowe E{: DOE 4 Gru
Statystyki  Rggresja ANOVA Mieparametryczne Dopasowanie Rozkiady i . - ) .
podstawowe wieloraka rozkltadu  symulacja Wi} Analiza mocy testu VEPAC E Predykaoyjne ﬁﬂ szesc sigma T Kall
Podstawowe Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe

BB wyklad_o05.stw - danel -0l x|

lr"',;-lﬁtilt\«stvki podstawowe i tabele: danel wwyklad @ h ol .

Podstawowe | oK

2 Test t dla prab niezalezrych (wezgl. grup) E‘ Opcje
E"‘EI Test t dia préb niezalezrych (wzgl. zmn.)
EE Test t dia préb zalezrych
E Test t dla pojedynczej praby

== Przekmoje. prosta ANOVA
[[QE:__ Przekroje uproszczone

D dane1 ID daneZI FHH Tabele licznodei

5 Inne testy istotnogci = Otwérz dane
,?ﬁh Kalkulator prawdopodobienstwa
s | &
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STATISTICA — macierz korelaciji

( @ Jedna lista zmien. @ Dwie ligty zmienmych | i !.l.:'..'i?

Pierw._ lista: brak Annhii I

- X S QK l ’
Viylresy | = | Anuluj |
Macierz wykreséw rozrz. dla wybr. zmien. | [ Zestawy]... |

R Wizcz opoje
“Pokazyj tylko

r F‘ Korelacje i korelacje czgstkowe: danel w wyklad | il

i @ Jedna lista 1n1ien.| @ Dwie ligty zmienmych |
| Rozwif Broybliz pigrw lista: WSZYSTKIE Al |

Lo L
i Wybierz zmienne: Druga lista:  brak E Opcie - |
(12 Podstawowe | Wigcs | Opcie | Kolory |

Podstawowe |'|-"'uﬁ¢c:ej I Cpcje I Kialony |

Korelacje

Grupami... |

[™ Pokazuj tylko zmienne o odpowiedniej skali

Macierz wykresdw rozrz. dla wybr. zmien. |

SELECT
CASES 2 | o ﬁl

[~ Momenty wazone

~DF =
ORI
RI=TEY
Korelacje (dane1 w wyklad 05 stw) ZI  Usuwanie BD ——
Oznaczone wsp. korelacji sg istotne z p < ,05000 ' Prrypadkami
M=20 (Braki danych usuwano przypadkami) " Parami
Zmienna Srednia | Odch.std | X | y
X [ 991420001 1461836 1.000000 05217454
| 49683500 1.151293 0521745 1.000000 =
I iy
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Aproksymacja funkcji obiektu

Aproksymacja — to inaczej przyblizanie, polega na zastepowaniu jednych wielkosci
innymi, bliskimi im w pewnym okreslonym sensie.

Typowym zastosowaniem aproksymacji jest poszukiwanie zaleznosci funkcyjnej
pomiedzy pochodzgcymi z pomiaréw: wartosciami wyjsciowymi a wejsciowymi badanego
obiektu. Ze wzgledu na to, ze uzyskane dane mogg byC obarczone btedami

pomiarowymi — wymaganie dokltadnego przyjmowania przez poszukiwang funkcje
okreslonych wartosci nie ma sensu — gdyz nie odpowiada wtasciwe] zaleznosci
funkcyjnej.
= f(x
4 y=f&)

(X V)

(%3, ¥3)
(%2, ¥2)

(X1, y1)

X

Aproksymacja funkcjg liniowg zaleznosci funkcyjnej obiektu o jednym wejsciu i jednym wyjsciu.
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Analiza regresii

Analiza regresji pozwala na ilosciowe okreslenie zwigzkéw pomiedzy kilkoma
zmiennymi niezaleznymi a zmienng zalezng — metoda nazywana jest analizg regresji
wielorakiej (wielowymiarowe| lub wielokrotnej), w przypadku dwoch zmiennych (jedna
zmienna niezalezna i jedna zalezna) nazywana jest analizg regresiji’.

Analiza regresji pozwala na wyznaczenie parametrow teoretycznego modelu obiektu na
podstawie obserwaciji jego wejs¢ i wyjsc. Zaleznos¢ wyjscia od wejsc¢ jest, ze wzgledu na
wystepujgce zawsze zaktocenia losowe, zaleznoscig stochastyczng a nie funkcyjng.

y = f(xl;xz; ,Xm)

obiekt —y

X )

Schemat obiektu badan (x4, x,, ..., x,, — wielkosci wejsciowe, y — wielkos¢ wyjsciowa)

*Termin regresja wprowadzit Sir Francis Galton w pracy ,Naturalna dziedzicznosc¢” (1889). Opisat on
zjawisko regresji do sredniej:

» dzieci rodzicow uzdolnionych sg przecietnie mniej uzdolnione,

= rozmiary nasion groszku w kolejnych pokoleniach wracajg do sredniego rozmiaru, itp.
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Sir Francis Galton — regresja do sredniej

Dziedzicznosé wzrostu —'dziedziczna regresja do przecietnosci'

ide R hy e Gen Zbiér danych
1 785 67 732 M informacje o wzroscie 928 dorostych dzieci z 205 rodzin,
1 785 67 692 F gdzie:

1 785 67 69 F idy — identyfikator rodziny

Jen — pte€ dziecka

1 785 67 69 F . .. .
hs, hon, hep — Wzrost ojca, matki i dziecka (w calach)

2 755 665 655 F . . . : . .
mezczyzni sg srednio o0 8% wyzsi od kobiet:

2 755 665 655 F — —_ — —
hf = 1,08 hyp, hch(M) = 1,08 hch(F)

205 685 65 72 M ‘Y T M h, — $éredni wzrost rodzica (mid-parentage height),
1 75,43 73,2 hp — %(hf + 1,08 hm)
L 754374736 p. — ujednolicony wzrost dziecka
1 7543 74,52 (dla kobiet h; = 1,08 h.y,, dla mezczyzn h; = h.y)

1 7543 74,52
2 73,66 70,74

2 73,66 70,74

205 69,35 72
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Sir Francis Galton - regresja do sredniej

TABLE I

Numper of Apurr CHILDREN OF VARIOUS STATORES BORN OF 205 MID-PARENTS OF VARIOUS STATURES.

(All Female heights have been multiplied by 1-08).

( ) )
Heights of Heights of the Adult Children. Total Number of
the Mid- .
parents in Medians.
inches. . . . . . .9 lag- . . . . . Adult Mid-
Below |62:2 [63'2 642|652 |66°2 [67°2 68'2 69°2 70'2 |71°2 |72:2 732 | Above Children. | parents.

Above . A PR P .. 1| 38 . 4 5 e
725 . PR [T R I AU I 1| 2 1) 2| 7| 2 4 19 6 72-2
715 . PR A N 1 3| 4| 3 5| 10| 4| 9| 2 2 43 11 699
705 1 o 1., 1) L| 3(12|18|14| 7| 4| 3 3 68 22 695
69°5 . o 1,16 4|17 |27 /20|33 |25|20|11| 4 5 183 41 689
685 1 e 7111 |16 | 25|31 |34 |48 | 21|18 4| 3 . 219 49 682
675 . 3 5|14 |15 |36 | 38 | 28|38 |19 |11 4 .. +e 211 33 676
665 . 3 3| 5 2017 |17 |14 |13 L R N 78 20 672
655 1 . 9| 5 Ti1rf1| 7 7 50 20 1., 66 12 667
64'5 1 1 4| 4 1 51 5. b2 R N I I . 23 b 658

\Beluw D, 1 . _2_ 4 1 2| 2 1 B I O O I . 14 1 . Y,

Totals H 7132 59| 48 |117 (138 (120 {167 | 99 | 64 | 41 | 17 14 928 205

| —
Median! . 1663 i67'8 679|677 |67°9 683 68'5 690 i69'0 700 .. ‘e
Note.—In calculating the Medians, the entries have been taken as referring to the middle of the squares in which they
stand. e reason why the headings run 622, 632, &c., instead of 62'5, 635, &c., is that the observations are unequally
distributed between 62 and 63, 63 and 64, &c., there being a strong bias in favour of integral inches. After careful conjideration,
e of the

I concludled that the headings, as adopted, best satisfied the conditions. This inequality was not apparent in the

Mid-parent:

[IM

&

hy e

725 722
715 69,9
705 69,5
695 689
68,5 682
675 67,6
66,5 67,2
655 66,7
64,5 65,8

DIAGRAM BASED ON TABLE | .
(all female heights are multiplied by 1'08)

1nches

MID-PARENTS

Heights| Deviates|
i

ADULT CHILDREN
their Heights , and Deviations from 684 inches.

q5 66 Gf" 68 69 70 71 72 '7‘{1

in
inches

72—

71—

70 —

69 —

68 —

67 —

66 —

+3 —

+2 —

76

74

72

mid - parents
&

&

62

L 2

¢

0000 o

0000
0000000
000009
OO0 0000 o
00000000
0000000
® 90000090
00 OO
o o0

0000000
0000000 o

00000000
00000000

65 70

children

75
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Sir Francis Galton — regresja do sredniej

73 73
72 e 72
°
71 71
°
70 ° 70 °
c e o c (]
S 69 ° D 69
S s S
c 68 T 68
o ° @ S
66 66
® o
65 65
°
63 65 67 69 71 73 63 65 67 69 71 73
mid - parents mid - parents
[} ht = hp . . . . L. h . 5 5 h
Regresja (cofanie) w kierunku przecietnosci ¢ = 21,540,685 h,,
o h, R Odchylenie od przecietnego w przypadku wzrostu dzieci
795 722 wynosi 2/3 odchylenia wzrostu rodzicow ...
715 699 Wysocy rodzice maja dzieci nizsze od siebie, niscy rodzice
705 695 maja dzieci wyzsze od siebie. E
69,5 68,9 3
685 682 The Deviates of the Children are to those of their Mid-Parents
675 67.6 as2to3...
665 67.2 When Mid-Parents are taller than mediocrity, their Children
655 66.7 tend to be shorter than they. When Mid Parents are shorter
than mediocrity, their Children tend to be taller than they.

64,5 65,8
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Analiza regresii

obiekt —y

X

Celem analizy regresji jest wyznaczenie parametréw modelu matematycznego obiektu:

y = f(x1, %2, e, Xm, bo, by, ., by) + €
gdzie:
f —funkcja regresji
y — wartos¢ wyjscia obiektu
X1y Xy weey X

by, by, s b

— wejscia obiektu

m

, — hieznane parametry modelu

e — btgd losowy zawierajgcy wszystkie pozostate sktadowe zmiennosci zmiennej
wyjsciowej (poza wptywem zmiennych  wejsciowych), zaktada sie, ze:
Ele] = 0iD?[e] = o?
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Analiza regresii

Regresja liniowa to jeden z najbardziej popularnych modeli regresji zaktadajgcy, ze
zwigzek pomiedzy zmienng zalezng a zmiennymi niezaleznymi ma charakter liniowy. W
przypadku regres;ji liniowej, funkcja regresji jest funkcjg liniowa:

Yy =bg+bixy+ -+ bux, +e

a w przypadku uogolnionej regresiji liniowej zaktada sie, ze funkcja regresji jest liniowg
kombinacjg funkcji bazowych:

y = bo‘l—')o(x) + b1¢1(x) + et bp¢p(x) t+e
gdzie:
x =[x, xy, ..., x,,]T —wektor wej$¢ obiektu

) m

¢,(x) — z gory zadane funkcje bazowe

Planowanie doswiadczen s. 5-18



Analiza regresiji

Zaktadajac, ze funkcja regresiji jest liniowg kombinacjg funkcji bazowych

y = b0¢0(x) + b1¢1(x) + et bp¢p(x) te
zadanie analizy polega na wyznaczeniu nieznanych wartosci parametrow b, w oparciu o
wyniki przeprowadzanych doswiadczen.

Wykorzystujgc dane pomiarowe z n obserwacji:

X11, X120 o X1m»y V1
X21, X220, o Xom Y2
xnli xnz» xnm yn

mozna wyznaczyc¢ tzw. macierz wejsc:

(Po(x1)  P1(xq) - Pp(ag)]
bo(xz)  P1(xz) - d)p(xZ)

bo(n) b1(xn) by,

gdzie: x; = [x,1, x5, ..., ;|7 to wektor zawierajgcy warto$ci wej$¢ obiektu i -tej
obserwacji; i = 1,2, ..., n.
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Metoda najmniejszych kwadratow

Zapisujgc przyblizone wyniki wyjS¢ oraz szacowane wartosci parametrow poszukiwanej
funkcji w postaci wektorow:

Y =919z, 91" b=[bo,by, .., bp]"

rezultat przyblizania funkcji obiektu funkcjg aproksymujgcag dla wykonanych obserwacji
mozna zapisaC w postaci:
y = Xb.

Wartosci poszukiwanych parametrow b nalezy wyznaczy¢ w taki sposob aby jak
najlepie] dobra¢ funkcje aproksymujgca. Ocene jakosci aproksymacji przeprowadza sie
liczgc odchylenie pomiedzy wartosciami wyjS¢ zaobserwowanymi a wyznaczonymi na
podstawie przyjetej funkcji. Najczesciej za miare btedu aproksymaciji przyjmuje sie:

n n
$Se =) & =) (=9,
i=1 i=1

Przedstawiony sposob rozwigzania opiera sie na zasadzie najmniejszych kwadratow
bteddw, metoda rozwigzania oparta na tej zasadzie nazywana jest metodg najmniejszych
kwadratow.
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Metoda najmniejszych kwadratow

Zadanie znalezienia najlepszej funkcji aproksymujgcej, sprowadza sie do znalezienia
takich wspotczynnikow b aby btad aproksymacii:

n
SSe = ) (i =907
i=1

byt jak najmniejszy.
Zapisujgc zaobserwowane wartosci wyjs¢ obiektu w postaci wektoray = [y, v,, ..., v,]",
btad aproksymacji mozna zapisac zaleznoscia:
§5Se =@ ="' -9» =0 —-Xb)'(y—Xb) =y"y—y"Xb - b"X"y + b"X"Xb.
SS,(b) = yTy — 2b"XTy + bTXTXb.

Wielkos¢ btedu jest wiec zalezna od wartosci wspotczynnikdw b. Zgodnie z teorig
rachunku rézniczkowego funkcji wielu zmiennych, warunkiem koniecznym istnienia
ekstremum funkcji wielu zmiennych w okreslonym punkcie jest zerowanie sie jej
wszystkich pochodnych czgstkowych w tym punkcie:

0SS,
ob
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Metoda najmniejszych kwadratow

Pochodng btedu SS,
SS.(b) = yTy —2b"X"y + bTX"Xb
wyznacza sie jako:

9SS, (b)
ob

= —2XTy + 2XTXb

wiec po przyréwnaniu jej do zera otrzymuje sie zaleznosc¢

—2XTy +2XTXb = 0
czyli
X"Xb = XTy
Ostatecznie poszukiwane parametry b wyznacza sie jako
b=X"X)"'X"y
symbol” uzywany jest do oznaczenia estymatorow wspotczynnikdw wyznaczonych

metodg najmniejszych kwadratow.

Z analizy zaleznosci b =--- wynika, ze istnienie rozwigzania b zalezy od postaci
macierzy X"X — macierz ta musi by¢ macierzg nieosobliwg.
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Interpretacja wspétczynnikow

Prognozowane z modelu wartosci zmiennej zaleznej dla i—tej i j—tej obserwacji wynoszg
yi = Boxio + leil +--+b xip
y]—bo 0+b1 1+ -I-bpx]p

gazie: x;, xy, ..., Xy, X, — Wartosci z macierzy wejsc X.

Réznice w prognozach obliczymy odejmujgc od siebie obywa rownania, tzn.
A9 = boAxy + byAxy + -+ + b,Ax,

Stad, jezeli zatozymy, ze:

Ax, = 1 oraz Axy = ... = Axp_q = Axpyq =+ =0x, =0
to: Ay = by,

Wspoétczynnik by, mierzy zmiane w y w przypadku gdy k-ta zmienna niezalezna®
zmieni swg wartos¢ o 1 jednostke a pozostate zmienne niezalezne” nie ulegaja
zmianie.

"W przypadku gdy w macierzy wej$¢ wystepujg funkcje zmiennych niezaleznych — zmiana dotyczy wartosci funkcji
bazowych.
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Wspétczynniki standaryzowane

Wspotczynniki by, nie moga byé wykorzystywane do oceny, ktory z nich ma najwiekszy
wptyw na y. Ocena taka bylkaby mozliwa, gdyby wszystkie zmienne modelu byty
standaryzowane:

. YTy X1 — X4

*
y = X1 =

1

Po przeksztatceniu, niestandaryzowane zmienne mozna zapisa¢ w postaci
y=0,y"+y X1 = Oy, X1 + X1 Xy = gxpx; + X,
a podstawiajgc otrzymane zaleznosci do réwnania regres;ji
y =Dbo+byxy + -+ byx, +e
otrzymuije sie model zawierajgcy standaryzowane zmienne i wspétczynniki (slajd =) )
y* =Bi‘xi‘+---+13;x;+e.

Standaryzowane wspétczynniki b, = b, —% moga byé wykorzystane do oceny wplywu na

Oy

k-tej zmiennej niezaleznej na zmienng zalezna.
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Wspétczynniki standaryzowane

Réwnanie regres;ji y =bo+byix; + -+ byx, +e
po podstawieniu y =o,y" +y, X3 =0y, Xx; + X1, ., Xp= prx;; + X,
zapisuje sie kolejno

o,y  +3 = by + by(0y,x1 +%1) + -+ b, (axpx;; + §p) +e
ayy* = byoy x{ + -+ byoy xp + e + by + byxy + -+ + byX, — y

.
a uwzgledniajgc, ze =0

_ 1 1 ~ ~ ~ ~ ~ _ ~_
y = Ez Y = EZ(bO + bixip + -+ bpxip + el-) =bg + bixy + -+ bpxp, t e
=0
tzn. by + byx; + -+ b,x, —y = 0, rownanie mozna zapisa¢ w postaci

x _ 1. * 7 *
oyy" = byoyx X1 + -+ bpaxpxp +e

po wprowadzeniu wspdtczynnikow standaryzowanych b;. = b, — ostatecznie jako

X
Oy

y*=bixi+-+b,x,t+e.
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Metoda najmniejszych kwadratow

Celem badan doswiadczalnych jest okreslenie funkcji obiektu badan y = f (x4, x,) przy
zatozeniu, ze:
y = bo + byx1 + byx, 1<x;,<3, 0<x,<4

Planujgc eksperyment zdecydowano o przeprowadzeniu 4 doswiadczen: po jednym na
kazdym poziomie zmiennej wejsciowej.

----
- :

4
3 0

3 4 12
Wyniki otrzymanych obserwacji mozna zapisac¢ w postaci wektora y = ol
L% ox oy 0

- Y.

B oo

B o -

a3 4 26
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Metoda najmniejszych kwadratow

Z przyjetej postaci funkcji v = by + b;x, + by,x, wynika, ze funkcje bazowe nalezy w tym

przypadku przyjgc jako

Pox) =1, $1(x) =x;, ¢r(x) = x,.

Dla takich zatozen i przyjetych w eksperymencie wartosci zmiennych wejsciowych macierz

wejs¢ nalezy zapisa¢ w postaci

Go(x1)  Bd1(x1)  Pa(xq) 1 x4
X — bo(xz)  P1(xz)  Pa(x2) _ 1 x4
bo(x3)  P1(x3) P(x3) 1 x34
bo(xs) P1(xs) Pa(x)] 11 Xay
Wspétczynniki funkcji regresji wyznacza sie jako

-1

R 1111 1 1 2

b=X"X)"XTy={[1 1 3 3|
0 4 0 4 L3 0
1 3 4

wiec znaleziona funkcja ma postac
y - _1 + 3x1 + 2x2.

X12 1
X221 _ |1
x32| |1
X492 1
1 1 1
: ll 1 3
0 4 O

10
1 4
3 ol
3 4
11(2) -1
31151 =1 3
al |5 2
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Metoda najmniejszych kwadratow

Aproksymowane wartosci zmiennej wyjsciowej mozna otrzymac podstawiajgc do powyzszego
wzoru wartosci zmiennych wejsciowych lub korzystajgc z wzoru

11 0] . [2
1 3 4 2 16

30
Poréwnujgc wartosci aproksymowane z

obserwowanymi

12
_| o
Y=l

26

otrzymuje sie wektor reszt

10
—10
—10

10

e =
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Interpretacja wspétczynnikow

Wspotczynniki wyznaczonego modelu y = —1 + 3x; + 2x, oznaczajg, ze:
= zmiana wartosci zmiennej x, 0 1 jednostke spowoduje wzrost zmiennej y 0 3 jednostki,

= zmiana wartosci zmiennej x, 0 1 jednostke spowoduje wzrost zmiennej y 0 2 jednostki.

Do oceny, ktéra ze zmiennych niezaleznych ma najwiekszy wptyw na y mozna wykorzystac
wspotczynniki standaryzowane b; i b;. Obliczajgc kolejno:

% =2 y=09 5, = \/g(uz _9)2 44 (26— 9)2) ~ 12,91

Oy, = \/g((1 —2)24+(B3-2)2)~ 116, gy, = \/g((o —2)2+ -+ (4—2)?%) =~ 2,31,

otrzymuje sie:

szBl‘;iyl:&llz’—flzo,zz Bngza—"yZ:z-fz'—zzo,% Lp. %, x, ¥

1 1 0 12

CO Oznacza, ze zmienna x, ma wiekszy wptyw na zmienng 7. 2 1 4 0
3 3 0 -2

4 3 4 26
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Metoda najmniejszych kwadratow

Zatozmy, ze celem badan jest okreslenie funkcji obiektu w postaci y = by + byx, + byx, + by x1%5.
Funkcje bazowe nalezy w tym przypadku przyjac jako

Go(x) =1, P1(x) =x1, P2(x) =xp,  P12(x) = x1x5.

Dla takich zatozen i przyjetych w eksperymencie wartosci zmiennych wejsciowych macierz
wejs¢ nalezy zapisaC w postaci

bo(x1) P1(x1)  Pa(xy)  P3(xq) 1 x11 X2 X11X12 1 1 0 O
X = Bo(xz)  d1(xz)  da(xz)  P3(xy) _ |1 xa1 X2 XaXpp| _ |11 4 4
Bo(x3)  d1(x3)  Pa(x3) P3(x3) 1 X371 X32 X31X32 1 3 0 0
bo(xs) d1(xs) d2(xs) P3(x)] L1 Xa1 Xaz XaaXerl 11 3 4 12
Wspétczynniki funkcji regresji wyznacza sie jako
19
b=X"X)"'X"y = :;
wiec znaleziona funkcja ma postac 5 Lp. x, x, y
y=19—7x1—8x2+5x1x2. 1 1 0 12 12
Wartosci aproksymowane odpowiadajg obserwowanym, wszystkie 2.1 4 0 0
reszty sg zerowe — znaleziona funkcja idealnie opisuje wptyw | 8 3 0 -2 -2
zmiennych wejsciowych na zmienng wyjsciowa. 4 3 4 26 26
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Analiza regresji — zatozenia

Btedy losowe ¢;:
» sg od siebie niezalezne, tzn.: dla i # j kowariancja Oeie; = 0,
= wartos¢ oczekiwana Efe;] = 0,
= wariancja D?[e;] = a2,
= oraz e; ~ MO,o0),
tzn.

= reszty e majg n — wymiarowy rozktad normalny o parametrach = 0i % = oI
e~ N (0,0%)

(I to macierz jednostkowa)
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Wektor obserwaciji

Wiasnosci wektora obserwaciji y
Z przyjetego modelu funkciji regresji: y = Xb + e, wynika, ze:
= wartos¢ oczekiwana E|y]| = E[Xb]

Ely] = E[Xb + e] = E[Xb] + E|[e] = E[XD]

= macierz kowariancji D*[y] = o°1
D?[y] = D*[Xb + e] = D?*[e] = o°1
tzn.
= wektor obserwacji y ma n — wymiarowy rozktad normalny o p = Xb i X = oI

y ~ N,(Xb, 0°I)
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Wspoétczynniki b

Wiasnosci parametréow b

= warto$¢ oczekiwana E[b] = b

E[b] = E[(XTX)"1XTy] = E[(XTX)"1XT(Xb + )] = E[(XTX)"1X"Xb + (XTX)"1XTe] =
= E[(XTX)"1XTXb] + E[(X"X)"1XTe] = E[b] + (X"X)"X"E[e] = E[b]

—_——

=1 =0

= macierz kowariancji D?[b] = o(X"X)~*
D2[b] = D*[(X"X)"X"y] = (X"X)"1X" D2[y]((X"X)"!X")" =
=o0?l

= (XTX)"1XT - 621 - X(XTX)"! = ¢2(XTX)"IXTX(XTX)"! = ¢2(XTX) !
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Wspoétczynniki b

Wiasnosci parametréow b

= parametry b ~ N, (b, d2(X"X)™1)

—

1. b=X"X)"1XTy

2. b jestliniowo zalezne od wektora obserwacji y parametry b majg rozktad normalny

3. obserwacje y majg rozktad normalny

4. E[b] = biD?[b] = c2(X"X)?

b ~ Ny11 (b, a2(XTX)™1)
wprowadzajgc C = (X"X) ! oraz ¢; (i-ty element diagonalny macierzy C)

. 2 _ L )
b Wp+1(b; o C) wariancja b; wynosi UZCii

Bi ~ _'N(bi, U\/C_u)

kowariancja pomiedzy b; i b; wynosi o?¢;;
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Wektor reszt

Wiasnosci wektorareszt e

1) macierz wejsc¢ jest nieskorelowana z e, tzn.: X’e = 0

XTe=XT(y-9) =X"y—X"p=X"y —X"Xb = X"y — X"X(X"X)"XTy

:XTy—XTyZO = |

2) suma elementéw wektora e wynosi 0 (tylko jezeli funkcja regresji zawiera statg)

jesli funkcja regresiji zawiera statg to pierwsza kolumna macierzy X jest zbudowana

z jedynek i w konsekwencji pierwszy wiersz macierzy X’ jest rowniez zbudowany z
jedynek, na mocy wiasnosci 1) otrzymuje sie wiec:

Zei=0

3) wektor y jest nieskorelowany z wektorem reszt, tzn.: y7e = 0

ye = (XB)Te =b"XTe=0

=0
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Dekompozycja zmiennosci zmiennej zaleznej

Jezeli funkcja regresji zawiera statg to catkowitg zmiennosC¢ zmiennej zaleznej SS;
mozna zdekomponowac¢ na zmiennos¢ wyjasniong réwnaniem regresji SS, i zmiennosc¢

niewyjasniong przyjetym modelem SS,, tzn.:

SS; =SS, + SS,

n n n
$Sp =) G =) S, =) G- SSe=) i— 9’
i=1 i=1 i=1

n n n n n
SSp =) Gi=PP =) Gi=F+%=90*= ) Gi =P +2) G =N =9+ ) 0~ 9
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

| S —

n n n n n ‘
Z(?i - —9) = 2()71' —ye; = Z)A’i e; — Eyei =y'e~— zel 0
=1 i=1 i=1 i=1 =
N
(wlasnosé¢ 3) =0 = O (wlasnosc 2)
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Jakos¢ dopasowania rownania regresiji

Wspoétczynnik determinaciji

Wspotczynnik opisuje site zwigzku pomiedzy rzeczywistym wyjsciem obiektu y a
prognozowanym wyjsciem Yy,

R2 — ?=1(5;i _y)Z _ SSy
?:1(3’1‘ —-y)?  SSt

Wspotczynnik przyjmuje on wartosci z przedziatu [0, 1].
Jesli funkcja regresiji jest:
= stabo dopasowana to wskaznik R? ma wartosci bliskie 0 (staby zwigzek y z y)

= im lepiej dopasowana funkcja (silniejszy zwigzek y z y) tym wyzsza wartos¢ R?.
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Jakos¢ dopasowania rownania regresji

Wspoétczynnik determinaciji

Dla modeli zawierajgcej statg, wspotczynnik determinacji zapisywany jest rowniez jako:

R SS,  SSp—SS. . SS,
- SSy  SS; T SS;°
W przypadku regresji liniowej wspotczynnik determinacji  jest rowny kwadratowi

wspoétczynnika korelacji liniowej Paersona: R? = r2.

Skorygowany wspotczynnik determinaciji

W celu uniezaleznienia wartosci wskaznika od liczby stopni swobody wprowadzany jest
wspotczynnik skorygowany:

—2 SS,/n—p—1 n—1 SS n—1
1-— /NP =1- f=1—-—— (1 -R?
SSr/n—1 n—p—18Sr n—p-—1
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Jakos¢ dopasowania rownania regresji

-.----
e

Wspotczynnik determinacji dla modelu

5;: —1+3X1+2x2 - 1 4 0 10 -10
. . : 3 0 -2 8 -10
wyznacza sie obliczajgc kolejno -
43 4 2 16 10
y =9
n n
SSe= ) (i =907 = ) & =400
i=1 i=1
S5y =) G =P = (2= 9%+ (10~ 9% + (8 = 9% + (16— 9)* = 100
SSr=S8S,+5S, =400+ 100 = 500
R2 =1 — 5Se —1— @ — 02 dopasowanie jest bardzo stabe,
SSt 500 > zmiennos$é niewyjasniona modelem
, n—1 SS 4—1 400 znacznie przewyzsza zmiennosc
R =1- A . =14 wyjasnion
n—p—1 SSr 4—-2-1 500 ' 7 b
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Szacowanie a2

Po wprowadzeniu srednich kwadratow odchylen:

1 1 1
n—1°°T pooT n—p-1°5e

| obliczeniu ich wartosci oczekiwanych:

MS, MS,

1 7 ~
a? + W bTX’gXCb 0-2

okazuje sie, ze wariancje ¢> mozna oszacowac W oparciu o:
= Srednig MS, — jezelidla kazdego i prawdziwa jest hipoteza H,: b, = 0

= Srednig MS, — niezaleznie od prawdziwosci stawianych hipotez zerowych H,: b, = 0

‘b = [by, ..., by]T X, — wycentrowana macierz wejs¢
D.C. Montgomery, E.A. Peck, , G.G. Vining, Introduction to Linear Regression Analysis, John Wiley & Sons, 2015
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Testy istotnosci

Istotnos¢ funkcji regresji
Funkcje regresji uznaje sie za istotng jezeli przynajmniej jeden ze wspotczynnikow
funkcji jest istotnie rézny od zera. Istotnos¢ bada sie stawiajgc hipoteze zerowg o braku
wptywu zmiennych niezaleznych na zmienng zaleznag, tzn.

Hy: by = b, = ... = b, =0
wobec hipotezy alternatywnej

H;: b, # 0.

Do przeprowadzenia tego testu wykorzystuje sie statystyke

MS, SS, / SS,

F =
" MS, p

n—-p—1

Statystyka F, ma rozktad F Fishera-Snedecora o v, = p i v, = (n- p- 1) stopniach
swobody. Jesli hipoteza H, jest prawdziwa rozktad jest centralny, jesli prawdziwa jest
hipoteza H, rozktad jest niecentralny o stopniu niecentralnosci:

5= m% bTXTX_.b.
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Testy istotnosci

Istotnos¢ wspoétczynnika regresji b;
Wspodtczynnik uznaje sie za istotny jezeli jest istotnie rozny o zera. Istotnosc¢
wspotczynnika bada sie wiec testujgc hipoteze o braku istotnosci
Hy: b; = 0
wobec hipotezy alternatywnej
Hy: b, # 0.

Wspoiczynniki rownania regresji majg rozktad normalny b; ~ M b;, 04/c;), do
przeprowadzenia testu wykorzystywana jest statystyka t,, o0 rozkfadzie t—Studenta o
(n-p-1) stopniach swobody

. Bi—() . Bi

t
n )
S+/Cii Sw/cii

s =, MS,.

»

%p — value /N %p — value
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Istotnos¢ funkcji regresiji

-.----
e

W tesScie istotnosci dla modelu

y=—143x; + 2x,

1 4 0 10 -10
: : : 3 0 -2 8 -10
oblicza sie kolejno -
43 4 2 16 10
SS, 400
MS, = = = 400

n-p—1 4-2-1
SS, 100

MS, =T " _ 50 fx)
T p 2
E _MS, _ 50 = 0,125
" MS, 400
Ey

Fy = Fpiza_z-1)(1 —0,05) ~ 199,5

p—value =1—Fppnp1)(F) =1 — Fpa—2-1(0,125) =~ 1 - 10,1056 ~ 0,894

wartos¢ statystyki testowej poza obszarem krytycznym nje ma podstaw _dO odrzgcenia
poziom istotnosci a jest mniejszy od p — value hipotezy o braku istotnosci
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Istotnos¢ wspoétczynnikéw funkcji regresiji

Test istotnosci wykazat, ze znaleziona funkcja regresji jest statystycznie nieistotna — oznacza to, ze
wspotczynniki funkcji b, b, nie réznig sie w sposob istotny od zera. Brak istotnosci wspotczynnikéw
mozna réwniez pokazac przeprowadzajgc testy istotnosci dla kazdego wspodtczynnika oddzielnie.

Do przeprowadzenia testu konieczne jest oszacowanie wariancji wspotczynnikdw b;

-1

1 1 1 1 1 1 2 1,5 -0,5 —-0,125
C=X"X)"1= [1 1 3 3] 11 3 o = [ -0,5 0,25 0 | s=MS,=+400 =20
0 4 0 4 —0,125 0 0,0625
1 3 4
R b;
i | b; t, = p — value = 2Fy(n_p—1)(ty)
S+/Cii
-1 .
= ~ —0,04 | 2F;4_p_1)(=0,04) ~ 0,9740 wartosci statystyk testowych
20y1,5 oraz p —value wskazujg, ze
3 B nie mozna odrzucié¢ hipotez o
1] 3 200025 03 | 2F¢(a-2-1(—0,3) ~ 0,8145 braku istotnosci wspétczynnikéow
; ' regresji
2 2 ——————=04 | 2F;4_»_1(—0,4) = 0,7578
20,/0,0625 t(s-2-1) (=04)

te = —F;4_5_1)(0,05/2) ~ 12,7062
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Analiza regresiji

Zbadana zostanie istotnos¢ funkcji regresji y = —1 + 3x; + 2x, przy zatozeniu, ze reszty é; = +0,1.

~ (3,4,16,1)

20 207\ E 4

15 (1,0,12) 15

10 10

. 1)
5 € 5
o o
(3,0,-2)

® 4 3 2 1 0 44 3 2 10 ® 43 2 1 0 14 3 2 10

11 1 1 i 1 2 11 1 1
b=X'X)"X"y=||1 1 3 3]- 13 0 1 1 3 3 [ ]

040 4| 3, 0404161
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Jakos¢ dopasowania rownania regresji

Wspotczynnik determinacji dla modelu

y=—143x; + 2x,

wyznacza sie obliczajgc kolejno

y=9

n n
§Se = z(% —9)% = Z éf = 0,04
i=1 i=1

=Il---
1

1

SN

99 10 -01
0 79 8 -01
4 16,1 16 0,1

w w

ss, = Z(yi P2 =(2-9)2+ (10— 9)2 + (8 — 9)2 + (16 — 9)2 = 100

SS; =SS, +SS, = 0,04 + 100 = 100,04

SSe . 0,04

0,04

R?=1- =1- = 0,9996
SSr 100,04
—2 n—1 SS, 4—-1
R =1- . =
n—p—1 S5¢

WM &

T 4—2-—1 100,04

= 0,9988

dopasowanie jest bardzo silne,
zmiennosc¢ wyjasniona modelem
Zznacznie przewyzsza zmiennosc¢
niewyjasniong
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Istotnos¢ funkcji regresiji

W tescie istotnosci dla modelu -..---
Bl o

y=-143x+2x 201 4 99 10 -01
. . . 3 0 79 8 -01
oblicza sie kolejno -
T 3 4 161 16 01
Ms, =—>0e = 00 04
* " n—-p-1 4-2-1 "
MS,,=&=E=50 f(x)
p 2
MS, 50 /0‘
E, = =—— =1250
" MS, 0,04 s—s
Fa Ey

Fy = Fpiza_z-1)(1 —0,05) ~ 199,5

p—value =1—Fpopnp1)(F) =1 — Fpa—2-1)(1250) = 0,02

Wartosc¢ statystyki testowej w obszarze krytycznym hipoteze o braku istotnosci
poziom istotnosci a jest wiekszy od p — value nalezy odrzucic
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Istotnos¢ wspoétczynnikéw funkeji regresji

Test istotnosci wykazat, ze znaleziona funkcja regres;ji jest statystycznie istotna — testy istotnosci dla
poszczegolnych wspoétczynnikow pozwolg zweryfikowacé ich istotnosé.

Do przeprowadzenia testu konieczne jest oszacowanie wariancji wspotczynnikdw b;
1;5 _0,5 _0,125

C=X"X)"'=| -0,5 0,25 0 |, s=.,/MS,=+/0,04=
-0,125 0  0,0625

R b;
i | b t, = — p — value = 2F ;(n—p—1)(tn)
S/Cii
wartosci  statystyk testowych
0, 2‘/ oraz p — value wskazuja, ze:
* nie mozna odrzuci¢ hipotezy
1| 3 ————==30 | 2F;(4-2-1)(=30) = 0,0212 o braku istotnosci wsp. b,
0,2,/0,25 .
nalezy odrzucié hlpotezy 0
, , 2 ~ 40 | oF (—40) ~ 0,0159 braku istotnosci wsp. b, i b,
0,24/0,0625 ta-2m) T

te = —F;4_5_1)(0,05/2) ~ 12,7062
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STATISTICA - analiza regresiji

do cQ&f - STATISTICA - wykl
Plik Pids we Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

é % [@ﬂ lél‘l.-‘lndele Zaawansowane © ﬁlﬁSieci neuronowe Karty kontrolne = ﬁﬂ«naliza procesu QSTA

B Wielowymiarowe ~ I PLS, PCA, ... E wielowymiarowe [ DOE b Gru
Regresja ANDVA MNieparametryczne Dopasowanie Fozktady i - . —
rozktadu  symulaga %Analiza mocy testu WVEPAC E Predykoyjne EE S5zesd Sigma Kalt
Podstawowe Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe

Bf wyklad_o5.stw - dane2 -0l x|
E Regresja wieloraka: dane2 w wyklad _05.stw 7 | - | X|

Podstawowe | Wigcej I

3] Zmienne
Zaleina: brak

Miezaleine: brak

1
2
3
4

? ﬂ i D dane? ID daneEI

J [
1
i
[N

[ Zestawy 1... |

Wiscz opoje
"Pokazuj tylko
zmienne o
odpowiedniej skali
. aby na listach, w
Patrz talee modd Ogolne modele regr e
Wsz\rsﬂ{iel Rozwi | Praybliz | Wszysﬂ{iel Rozwi | Praybli | Peiresby. pojswisty

sig tylko zmiznne

; N . . ; ; . jakogcivwe albo
Zmignne zaleine: Lista zmiennych niezaleznych: iosciowe. Nacibni
| 3 | 1-2 F1 aby uzyshat
wiercej informacji.
[ Pokazuj tylko zmienne o odpowiednie] skali
A
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E Regresja wieloraka: dane2 w wyklad _05.stw

Podstawowe | Wigcej I

3] Zmienne |

Zaleina: ¥

Miezalezne: w1

Fdmemnty
WEZENE

~DF =
CRTEN ol |

Patrz takze modul Ogdine modele regresji (GRM)

~ Usuwanie BD —
* Przypadkami
" Parami

" Zastepowanie

grednig

test istotnosci funkcji regresii
F — statystyka testowa
df — liczba stopni swobody F

p —p-value

E Whyniki regresji wielorakiej: dane2 w wyklad_05.stw 7 x

\ F
:

Wyniki regresji wielnrak\ej

Imn. zalez.y Hielor. B = (44721380 = ,1z50000
n-z= ,znnnonno] = z,1
Liczkbe przyp.-. 4 Popraw. R~Z= -1, 4000000 = ,B544Z27
Bizd standardowy estymacii:Z0, 000000000
[ Wyr. wolny -1,000000000 Biad std.: 24,434%0 ¢l 1y = -,0408 p = L5740 ]

test istotnosci dla wyrazu wolnego

Wyr. wolny — b,

t — statystyka testowa
(w nawiasie liczba stopni

swobody)
p — p-value

[IM &

x1 b*=, &8 xZ b*=, 358

5

{istotne b* sg podiwietlone na czerwono)

Afa do podéwietlania efektow: [ .05

Podstawowe  Wiecsj | Reszty, zalozenia, predylccja I

[5unn]

Podsumaowanie: Wyniki regresii | Korelacie czastkowe

Bl AMOVA {sum. dobroé dopasow.) | il MNadmiarowosc

Grupami

Bl Kowarancia wspdlczynnikaw | EE

Podsumowanie r. krokowej |

il Aldualna macierz wymiarmy | BEE ANOVA poprawiona na srednig
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EW\Jniki regresji wielorakiej: dane2 w wyklad_05.stw il P

Wyniki regresji wielorakiej

Zmn. zalez.y Hielpx. B = 24721560 F = 1250000
B~2= 20000000 df = 2,1
Liczha preyp. 4 Popraw. BR~Z= -1,4000000 B = ,23944Z7
Bigd standardowy estym=acji:-Z0,000000000
Wyr. wolny -1,000000000 Bigd std.: 24,45430 ¢ 1) = -,0408 p = L5740
xl b*=, ZE8 xZ b*=, 358

{istotne b* 3g podiwietlone na czerwono)

Afa do podswietlania efektow: .05

Podstawowe  Wiecej I Reszty, zaloZenia, predykcia I

i
Podsumowanie: @ Korelacje czastkowe

|. Dane: Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: y (dane2 w wyklad_0! - |EI|5|
i anﬁ{mm_dgm&dgpam_}l i Madmiarowosé Podsumowanig_regresi zmienne zale#nej- dane? w wyklad_05_stw) j
R= 44721360 R*2= 20000000 Popraw. R2= —
Hl Kowarancia wepdlczynnildw | BH  Podeumowanie r. krokowej F(2,1)=,12500 p=,89443 Biad std. estymacji: ZU,UUU]
: : | : — " b* ) Btstd [ b ) Bt std t1)y Y p
i} Alktualna macierz wymiary BEH ANOWA poprawiona na srednig N=4 7 b* =
jW./wolny -1,00000 2449490 -0,040825( 0,974025
X1 0.268325| 0894427 3.00000() 10,00000 0,300000{ 0,814453
w2 0.357771) 0894427 2,00000 5.00000 0.400000( 0,757762 |
. o B N Il N N BN w
test istotnosci funkcji regresiji 4 A 4 ‘ -
b{ b; t, p— value

test istotno$ci wspoétczynnikéw funkcji regresji: —
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funkcja regresji nieistotna

|. Dane: Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: y (dane2 w wyklad D!

Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: v (dane2 w wyklad 05_stw) ZI

R= 44721360 R"2= 20000000 Popraw. R2= —

F(2.1)=.12500 p=,89443 |Btad std. estymacji: 20,000

b* Bt.std. ( b ) Bt std t(1) ~ p W
Nw:‘l | | = 1,00000 2:12:?949[] 0,040825( 0974025 © | Wspéiczynniki funiji
. wolny -1, . -0, . LT

%1 0,258328. 0,894427 3,00000{ 10,00000 0,300000( 0,814453 regresji nieistotne
2 0357771 0,894427\ _ 2,00000)  5,00000 0,400000 U,TE??E_ILI
14 x A

372—1+3X1+2X2

R= 99980006 R"2= 99960016 Popraw. RZ .998800448
Fi2.1)=1250,0 p<.02000)Btad std. &stymacji: ,.20000

b* Bt.std. [ b )| Btstd (1) |~ e wyraz wolny nieistotny
MN=4 Zp* zb -t . e
W.wolny | I 1.00000] 0244949  408248| 0.152928 wspotczynniki by, b, istotne
X1 0.599880, 0.0{9996] 3.00000| 0,100000| 30.00000| 0,021213
X2 0799840 0.0/9996\_ 2.00000/ 0,050000 40,00000 \_0,015912)~
14 v

funkcja regresiji istotna
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