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Sekwencyjne karty kontrolne — wprowadzenie

Karty X —RiX—S
» skutecznos¢ kart maleje wraz ze zmniejszaniem
rozregulowania monitorowanego procesu,

» zaleca sie stosowanie w pierwszej fazie wprowadzania
kart kontrolnych gdy monitorowany proces nie jest
statystycznie uregulowany i wystepujg duze (tzn. = 1,50)
przesuniecia kontrolowanych parametrow,

» skutecznosc¢ kart na etapie monitorowania procesu kiedy
jest on juz uregulowany i wystepujg tylko mate
przesuniecia (tzn. < 1,5¢) jest juz mniejsza — wada ta
wynika z faktu, ze karty w matym stopniu wykorzystujg
informacje ukryte w sekwencji probek postugujgc sie
gtdbwnie biezgcymi informacjami o stanie procesu.

Karty sekwencyjne: CuSum, MA, EWMA

przesuniecie procesu

1,50 lo

ARL, | I |ARL, | I

2 8 6,3 25,2

1,57 | 785 | 45 | 225

1,33 [ 798 | 34 20,6

ololo|lnx~|S

1,07 | 9,63 2 18

= wykorzystujg w obliczeniach informacje ukryte w sekwencji obserwacji,

» sg skuteczne do wykrywania matych przesunie¢ sredniej procesu, zaleca sie stosowanie

na etapie monitorowania procesu,

* sg mniej czute na duze przesuniecia monitorowanego procesul.

I
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Karta CuSum

Karta CuSum (ang. Cumulative Sum Control Chart) to tzw. karta sum skumulowanych,
pozwala na analize odchylen od wartosci zatozonej:

= (czesciej) do obserwacji pojedynczych pomiaréw (n = 1),

» (rzadziej) dla probek o ustalonej licznosci (n > 1).

Punkt karty C; odpowiada sumarycznej odchytce od zatozonej wartosci docelowej p,:

= w karcie dla pojedynczych obserwacii:

i i—1
Ci = Z(xj — o) = Z(Xj — o) + (x; — o) = Cimy + (x; — po),
=1 =1
= w karcie dla prébek:
i
Ci = Z(Yj — 1o) = Ciq + (x; — o)
=1

gdzie: x, — i—ta obserwacja, x; — Srednia w i—tej probce.

Linie kontrolne karty wyznacza sie wykorzystujgc albo maskownice w ksztatcie litery V,
albo algorytm tabelaryczny.
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CuSum - wiasnosci statystyki C,

Wartos$¢ oczekiwang statystyki C; = C;_; + (x; — 1p) Wyznacza sie jako:

E(C;) = E(Ci—1) + E(x; — o) = E(Ci—1) + E(x;) — o,

a przyjmujac, ze E£(x;) = p;:

E(C;) = E(Ci—1) + p; — po.

W przypadku gdy monitorowany proces:
» nie ulega przesunieciu (¢, = y,)
E(C) = E(Ci—y), tzn. C; nie zmienia sie,
= ulega przesunieciu w gore (u; > 1)
E(C) = E(Ci—1) + u; — po > E(Ci—1), tzn. C; dryfuje w gore,
» ulega przesunieciu w dot (u; < ;)

EC) =E(Ciy) + iy — g < E(Ci_y),  tzn. C; dryfuje w dot.
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Karta CuSum pojedynczych obserwaciji

W tabeli zebrane zostaty wartosci wylosowane z rozktadu normalnego.
Pierwszych 10 wynikédw wylosowano z rozktadua(5,1), pozostate symulujg
przesuniecie procesu o 1s, tzn. pochodzg z rozktadu »(6,1). Nalezy
wykorzysta¢ karte CuSum do monitorowania odchylen pojedynczych pomiaréw
od nominalnej sredniej procesu p, = 5.

Wartosci kolejnych odchylen wyznacza sie jako:

Cl == Xl— 5 == 3,6_ 5 :_1,4‘,C2 == Cl + (xz_ 5) :_1,5, °°c

G

25

20 v

15

10

Dla pierwszych 10 obserwaciji wartosci uktadajg sie wokot wartosci 0,
kolejne wyniki (procesu przesuniety) dajg wzrost C;.

or|x; |x-5| C;
13,6 -1,4| -1,4
2149 -01] -1,5
3|56/ 06|-09
4(54| 04| -0,5
5/ 48| -02| -0,7
6,49 -01| -0,8
7,69 19| 11
8| 46| -04| 07
941 -09| -0,2
10| 46| -0,4| -0,6
11(69| 19| 13
12| 43| -0,7| 0,6
13(56| 06| 1,2
14| 68| 18 3
15( 5 0 3
16( 63| 1,3| 43
17| 6,2 1,2 55
18 5 0| 55
19( 72| 22| 7,7
20| 65| 15| 9.2
321 7,3| 23227

IHHM & Sterowanie jakoscig s. 4-5




CuSum - algorytm tabelaryczny

W celu wprowadzenia linii kontrolnych w algorytmie tabelarycznym wyznaczane sg 2
skumulowane sumy C;" i C;:

Ci+ — maX(O, Cl+—1 + xi - (,uo + K))
C; =max(0, C;_; + (uo—K) —x;)

gdzie: ¢ = C; = 0, K to tzw. warto$¢ odniesienia.

Wartos¢ odniesienia K

= czesto przyjmowana w postaci potowy odlegtosci pomiedzy wartoscig zatozong i, a
niedopuszczalng wartoscig p,

|l — ol
2

K =

» dla niedopuszczalnego przesuniecie procesu wyrazonego Ww odchyleniach
standardowych procesu wzorcowego: i, = iy + s, przyjmowana jako:

K=zko.

N[ =
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CuSum - algorytm tabelaryczny

Wiasnosci C;" i €
Cit = max(O, Cri + x;— (uo + K))

C; =max(0, C;_; + (uo—K) —x;)

C;" i C; sumujg odchylenia przekraczajgce warto$¢ odniesienia K
= w ;" liczone sg odlegtosci pomiedzy wartoscig obserwacji a wartoscig (1, + K)
= w (C; liczone sg odlegtosci pomiedzy wartoscig (1, — K) a wartoscig obserwaciji

= jesli skumulowana odlegtos¢ spada ponizej 0, odpowiednie sumy sg zerowane

dla procesu przesunietego o wielko$¢ wiekszg od (i, + K), C;" dryfuje w gore

dla procesu przesunietego o wielkos¢ mniejszg od (1, — K), C;” dryfuje w gore,

dla procesu mieszczgcego sie w granicach od (y, —K) do (uy+ K) nie ulegajg
zmianom
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CuSum - algorytm tabelaryczny

Linie kontrolne

Przyjmuje sie, ze proces jest statystycznie niestabilny w przypadku gdy sumy C;" i
C;” przekraczajg pewng wartos¢ H (nazywang przedziatem decyzyjnym)

H = ho

Wielko$¢ przedziatu decyzyjnego H moze byC¢ przyjmowana tak aby wskaznik ARL,
uzyskiwat takg samg wartosc jak w przypadku kart Shewharta tzn. ARL, = 370.

W tabeli zestawione zostaly wartosci k* | odpowiadajgce im wartosci h dla
ARL, = 3702,
k* h
0,5| 8,01
1| 4,77
1,5 | 3,34
2| 2,52
25| 1,99
3| 1,61

1 Montgomery D., Introduction to Statistical Quality Control — John Wiley & Sons, New York 2009
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CuSum - ARL

Ze wzgledu na prostote i dobre przyblizanie doktadnych wartosci wskaznika ARL dla
jednostronnej karty CuSum, monitorujgcej zmiany C;" lub C;” czesto wykorzystywany jest
wzOr opracowany przez Siegmunda:

e 2Ab 4 2Ap — 1

ARLE =
2A2

gdzie
AdlaC:A=k—2k* dlaC: A=~k -k
jesliA = 0 przyjmuje sie ARL = b?
k to przesuniecie procesu, dla ktérego jest wyznaczane ARL, k wyrazane jest w
jednostkach odchylenia standardowego: k = “1=¢
b = h + 1,166

Dla karty dwustronnej $rednig dtugos$¢ serii wyznacza sie wykorzystujgc ARL obliczone
dla ¢ i ARL " obliczone dla C;*
1 1 1
ARL _ ARL* T ARL-
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CuSum - algorytm tabelaryczny

Wyznaczy¢ parametry karty CuSum: k* i h tak aby wykrywata przesuniecie procesu o 1o z
zatozonej wartosci i, = 5 na niedopuszczalng wartosc¢ 1, = 6 zapewniajgc zblizong do kart
Shewharta wartos¢ wskaznika ARL, tzn.: ARL, = 370. Wyznaczy¢ wartoS¢ wskaznika ARL, dla
zatozonego przesuniecia procesul.

Wartos¢ parametru k* zostanie dobrana w taki sposob, zeby niedopuszczalna wartos¢
powodowata zmiany warto$ci skumulowanych sum C;", C; :

N[~

|1 —pol |6—5] 1 1 2K 2
K: K1~ Ho — = -, K:—k*O' - k*:—:
2 2 2 2 o

= 1.

~|

Parametr h zostanie wyznaczony metodg prob i btedow w taki sposob, zeby zapewni¢ wartos¢
ARL, zblizong do 370. Wyznaczajgc ARL, przyjmuje sie, ze proces nie ulegt przesunieciu, tzn.
k = 0. Na poczatek niech h = 4:

b=h+1166 =4+ 1,166 = 5,166

AN =k—k'/2=0-1/2=—0,5 A" =—-k—k*/2=0-1/2=-0,5,
+ _ _ e 2AbyoAp-1  72(-05)516647.(-0,5)-5166-1 _
ARL{ = ARL; = —=——= ey ~ 3381,
L - 4+ 1 =2.-1 00059 - ARL, ~ 169,05.
ARLg ARL ARLj, 338,1

Otrzymana wartos¢ wskaznika ARL, jest zbyt mata, przyjmijmy wiec, ze h = 5.
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CuSum - algorytm tabelaryczny

Wartos¢ ARL, dla h = 5 otrzymuje sie po obliczeniach:

b=h+1166=5+ 1,166 = 6,166

AM=k—k'/2=0-1/2=—0,5 A =—k—k'/2=0-1/2=—-0,5,
+ _ _ e 2AbyoAp-1  72(-05)616647.(—0,5)-6,166-1 _
ARLY = ARLy = *——~— = e ~ 9382,
L = 4 =2.—2_~00021 - ARLy ~ 469,1.
ARLg ARL, ARL, 938,2

Wskaznik ARL, ma wartoS¢ wiekszg do zatozonej (dla h = 4,77 wartos¢ ARL, = 371,5).
Zbadajmy wartos¢ wskaznika ARL, dla h = 5 i procesu przesunietegoo k = 1.

M =k-k'/2=1-1/2=05 A" =—k—k*/2=-15,
+ _ e 2AP42Ap—1  e7205616642.05.6,166-1
ARLY = ——"—= 05 ~ 103,
_ _ e Ab4oAb—1 _ e72(15)616647.(—1,5)-6,166-1 +7
ARLy = A2 - 2-(—1,5)2 ~ ke,
1 1 1 1 1

ARL, _ ARLT ' ARL; _ 103 + 24t 0,097 ~ ARL; ~ 10,3,
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CuSum - algorytm tabelaryczny (podsumowanie)

Wykres postepu
ct =max(0, ¢t + x;— (o + K)), ¢ =max(0, C;_; + (4o — K) — x;)
gdzie: K — wartos¢ odniesienia, zwykle K = %k*a, k* — zatozone niedopuszczalne
przesuniecie procesu (wyrazone w o).
Linie kontrolne
LCL = —H, CL=0, UCL = H,

gdzie: H = ho, dla k™= 1 przyjmuje sie h = 4 lub h = 5, w innych przypadkach h
obiera sie tak jak opisano na slajdzie poprzednim.

Karta CuSum — sposéb rysowania
MiniTab: rysowane obydwie sumy, ale:
MInTab o= — min(0,x; — (A — K) + C—,)  tzn.. MnTabe= — =

STATISTICA: rysowana pojedyncza wielkos¢ liczona jako:

STATISTICA . _ ¢ gdyCi > Cf
C-G gdyCr =G
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Karta CuSum pojedynczych obserwaciji

@ax(o, Cri + x— (o +K)), ¢ =max(0, C_; + (uo —K) —x;)

¢ =max(0;0+36—-(5+05))=0 ¢; =max(0;0+(5-0,5)—3,6) =09
Cy =max(0;0+49-(5+05)=0 ¢; =max(0;0,9+ (5-05)—4,9) =0,5

¢ =max(0;0+56—-(5+05)) =01 €; =max(0;0,5+(5-0,5)—56)=0

13

2&4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 1

s| G

Przesuniecie procesu wystgpito w 11

obserwacji, zostato wykryte w 21
obserwaciji, tzn. po 10 obserwacjach, | *

wynik jest zgodny z otrzymang | ®

wartoscig ARL1 = 10,3. 7

nr|x; | G |C7 | C;
1|36 0/ 09| -09
2{49 005 -0,5
356 01| 0 01
4|54 0, 0 0
5|48 of O 0
6|49 0 0 0
769 1,4, 0| 14
8(46| 05| 0 05
9| 4,1 0/04| -04
10| 4,6 003 -0,3
69 14| 0| 14
43| 02]02|-0,2
0,3, 0| 0,3

16/ 0 1,6

1,1 0 11

19 0/ 1,9

2,61 0| 26

21 0] 21

38/ 0| 38

48 0| 48

12,3| 0123
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CuSum pojedynczych obserwacji — modyfikacje

Standaryzowana karta CuSum

Na karcie pokazywane sg wyniki standaryzowane, tzn.. y; = (x; — uo)/o (Srednia i
odchylenie standardowe procesu po przeksztatceniu wynoszg: y, = 01 ¢ = 1), karta
CuSum budowana jest w oparciu o zaleznosci :

C;¥ = max (O, Cr, + yi— %k*) C; = max (0, Ci_qy — %k* — yi)

Modyfikacja startu — procedura FIR (ang. Fast Initial Response) lub Headstart
Zamiast domysInych wartosci € = C; = 0, przyjmuje sie wartosci rézne od zera, zwykle:
Cy =Cy =5 H.

Modyfikacja ta nie ma wiekszego znaczenia w przypadku procesu statystycznie
uregulowanego, a znacznie przyspiesza reakcje karty dla procesu nieuregulowanego.

ARLdlak = 1ih =5
ARL k | 0 [025/051]075| 1 | 15| 2 |25 ]| 3 4
CuSum 465| 139| 38| 17| 104 575| 4,01| 3,11| 2,57 | 2,01
CuSum (FIR) | 430| 122|287 | 11,2 6,35| 3,37 | 2,36 | 1,86 | 1,54 | 1,16
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CuSum pojedynczych obserwacji z FIR

Poréwnanie standardowej karty CuSum i karty CuSum z FIR

= w tabelach a) i b) proces jest monitorowany od pomiaru 20 (wczesniej pokazano, ze C,, > UCL),
rozregulowanie procesu jest wykrywane po przeanalizowaniu:

karta CuSum bez FIR: 10 pomiarow (C,;, > UCL), CuSum z FIR: 3 pomiarow (C,; > UCL),

= w tabelach c) i d) proces jest monitorowany zaczynajgc od pomiaru 1 (wcze$niej pokazano, ze na
poczgtku proces byt statystycznie stabilny), wyzerowanie niezerowej poczgtkowej wartosci sumy
C;" nastgpito juz przy 2. pomiarze, a wyzerowanie C;” przy pomiarze 7.

a) CuSum bez FIR b) CuSum z FIR ¢) CuSum bez FIR d) CuSum z FIR

nr | x, | |G| C nr | x, |G| ¢ | C nr | x, | CF |G| G nr | x, |G| ¢ | oC
20 | 6,5 1 0 1 20 | 65| 35| 05| 35 1| 3,6 0 09| -09 1|36 06| 34| -34
21 7| 25 0] 25 21 7 5 0 5 2| 49 0) 05| -05 2| 49 0 3 -3
22 | 51| 21 0| 21 22 | 51| 46 0| 46 3156 01 0 0,1 315601 19| -19
23 (71| 37| 0| 37 23 | 7,1 | 6,2 0] 62 4 | 54 0 0 0 4| 54 0 1 -1
24 | 51 | 3,3 0| 33 51| 48 0 0 0 5] 48 0| 07| -07
25 51 28 0| 28 6 | 49 0 0 0 6 | 49 0| 03] -03
26 | 64 | 3,7 0| 37 7169 | 14 0 1,4 7169 | 14 0 1,4
27 | 55| 37 0| 37

28 | 54 | 36 0| 36

29 | 69 5 0 5

30| 81| 7,6 0| 76
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STATISTICA - karta CuSum pojedynczych obserwacji

E Karty kontrolne: danel w statistica03_3.stw 7 | - | Xl
= Otwirz plk ze specyfikacia karty | ok |
Podstawowe  Liczbowe |.Ntema’rywne| Aktualizacia I Anuluj |
%E & wkresdw z kartami X-<redniei R E Opce  ~
E=a - . N ..
EE & wykresdw z kartami ¥=Sredniei 5
%E & wykresdw z kartami Xi uchomego R
Inne proceduny
Karty ¥-grednie i R (ocena liczbowa) sterowania jakodeia, jak
P

Karty ¥-rednie i 5 {ocena liczbowa)

Karty srednigj ruchomej ¥-Srednie i R
Karty sredniej ruchomej X-Srednie i 5
Karty EWMA X-4rednie i R
Karty EWMA X-4redniie i 5

Pojedyncze obserwacie i Rozstep ruchomy

Karta CUSUM dla pojedynczych obzerwaci

@ Analiza Pareto

E}' Ctwirz dane
s | &

HZNM

omiary (obserwacie):
ldentyfikatory czesci (ody):
[T Stala liczba probek na czest:

pomiar

SELECT
CR3ES S | o !I
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STATISTICA - karta CuSum pojedynczych obserwacji

ECUSUH: pomiar: danel w statis il ECUSUH: pomiar: danel w statis ol .
Zhiory I Eksploracja I Raport I Zhiory | Eksploracja I Raport I
Karty Specyf. X | Specyf. R/S Katy | Specyf.X | Specyf.R/S

— Specyfikacie dla karty X %E 6 - | -:’; Sklad & . |
Zhidr << | »» ||0gdt probek (domysingg =

=R N xmadirs | B x | Bl es|

& Linia c:em_lalna:l 5.0000 <+ ,Ll() T | — |

‘:.;i Sigma:l 1.0000 <— O
fl Sprawd? alamy |
] ucL |5.mm*s -—
h Histoar. X (MA ) | [ Histogram /S |

Wl LCL |-5.DDDD‘S

‘:...i Linie cstmegav_vcze:' I

Karta CUSUM X i ruchomeago R; zmienna: pomiar [l Testy konfig. |

Higtogram sum skum. X: 57094 (5,0000); Sigma: 1,1635 (1,0000); n: 1, Zdalnasé
chserwac " olnosc procesu

(= Otwérz specyf. | 16

Linia $redniej uchomej: | B F . R 1 %] Wykng przesun. wieksze od | 1,0000"Sigma
F z_ 1 5.0000

] Zdolnosé procesu 0 - St NN 0,0000 k*

4 e e P e S ] -5,0000

- > . .. : Y
%] Opge... | Zapi SD 123456789 = 10 15 -0 25 ap ]  Opge... | Zaplsz]aku...l i oAnuly

‘= 2

€3 Eksplnmj___l £% Ak Histogram ruchomych rozst Ruchome R: 1.3129 (1,1284); Sigma: 0,99191 (0,85250); n: 1, £ gfspmmj_,_' '+ Aletualizuj | [&] v|

45 v v . . . v
Zabezpi | ap A ] & Zabe ieczl
@ et - 3.6859 ®

as : »
an - A
25 ;

2.0
15
10
05
0o
05

:1.1284

0,0000
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Karta EWMA

Karta EWMA (ang. Exponentially Weighted Moving Average Control Chart) to tzw. karta
wyktadniczo wazonych srednich ruchomych, pozwala na analize odchylen od wartosci

zatozonej:
» do obserwacji pojedynczych pomiarow (n = 1)

= dla prébek o ustalonej licznosci (n > 1)

Kazdy punkt karty z, odpowiada sredniej wyktadniczej liczonej ze wzoru:
= w karcie dla pojedynczych obserwacii:
zi = Axi+ (L= Az,

= w karcie dla prébek:
Zi = Afl + (1 - /1)Zi_1,

gdzie: x; — i—ta obserwacja, x; — srednia w i—tej prébce, 1 — parametr karty, 0 < 1 < 1,
z; — wartosc sredniej wyktadniczej obliczona dla pierwszych i obserwaciji,
z, — poczgtkowa wartosc sredniej, przyjmuje sie jg jako:
* rowng zatozonej wartosci docelowej, tzn. z, = pu,

» rowng sredniej procesu przyblizonej na podstawie obserwaciji, tzn. z, = x
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Karta EWMA - analiza zaleznosci

Zaleznosc:
Zi = /1Xi + (1 - A)Zi—lt
mozna rozwingc¢ pozbywajgc sie z prawej strony sredniej z;_:
Zi = /1Xi + (1 - )l)()lxl-_l + (1 - /1)21'—2) = )lxi + A(l - A)xi—l + (1 - A)ZZL'_Z,

kontynuujgc powyzszy sposob postepowania dla z;_,, ..., z,, otrzymuje sie:
zi =i + A1 = Dxi_g + AA = D2x;_ 5+ -+ A1 — D7 ey + (1 = Dz
-1
7 = AZ(l — D+ (1= Dz,
=0

]
Punkt z; jest sumg wazong wszystkich dotychczasowych obserwacii.

obserwacja waga
biezgca A
poprzednia A(1-2)
poprzedzajgca A(1-2)2
poprzednig
pierwsza A(1-2)1
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Karta EWMA - analiza zaleznosci

z; = Ax; + A1 = Doy + A1 = D%x;_5 + -+ A1 = D) xy + (1 — D)z

Wagi tworzg cigg geometryczny postaci Zj

a, = ai-19, 013

gdzie: 0,2

a, =1 iq = (1-2), O’;
dla0 <1 < 1: lima; = 0. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

i—oo
Wagi kolejnych obserwacji dla 2 = 0,5,
oS pozioma to nr obserwaciji:

. . 1 — biezgca, 2 — poprzednia, ...
Wiasnosci z;: ? Pop

= Srednia wazona wszystkich obserwacji z wagami malejgcymi w postepie
geometrycznym,

» najwickszy wptyw na wartos¢ sredniej z; ma wartos¢ ostatniej obserwacji — ma
najwiekszg wage,

" najmniejszy wptyw ma pierwsza obserwacja, ktorej waga jest najmniejsza.

IIM & Sterowanie jakoscig s. 4-20



Karta EWMA - wtasnosci statystyki z;

Wartos¢ oczekiwang statystyki
-1
z, = 12(1 — Dx; + (1 = Diz,
j=0

wyznacza sie jako:

i—1 i—1
E(z) = E (AZ(l — )x;+ (1 - A)izo> —E <Z A(1 - A)fxi_j> + (1= 2)E(z) =
=0 =0

i—1
= Z /1(1 — A)jE(Xi_j) + (1 - A)iE(ZO)
j=0

Przyjmujac, ze z, = p, | E(xi) =y, otrzymuje sie:

i-1 i-1
EGz) = ) A1 =Dy + (= Digy = | Y A0 =27+ A =D o
=0 7=0
dodatkowo:

(1= -2

A(1-a1-2YH
1-(1-2) A

+(1-Di= +(1=2)"

-1
21(1 —D+ 1 =2
=0

=1-1-D'+1 - =1,
wiec: E(z;) = Up.
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Karta EWMA - wtasnosci statystyki z;

Wariancje statystyki
-1
z, = 12(1 — Dx; + (1 = Diz,
j=0

wyznacza sie jako:

i-1

i—1
D2(z) =D2[ 1> (1= A)x;_; + (1= Dizg | =D2[ Y 21 =D)xi_; |+ (1 = D)ID2(z,) =
[1ga-wea-mn )< (F0-pi oo

]:

-1 -1
= ) R - DHDX(xi ) + (L= DDA (z0) = Y A1 = DPD(x:))
Jj=0 j=0

Przyjmujac, ze D?(xi) = o2, otrzymuje sie:

-1 -1 . .
. . 1(1-1-1%) 1-(1-%
2(,) — 201 — N2J 52 — 292 — N2 — 4232 — +232 —
D%(z) 21(1 D¥g 012(1 W = o = R T
J= J=
1—(1-21)% N2 . y) .
— 5272 — 42 — (1 — N2 = 42 — (1 — )20
=0 ——— =0 /1(2_/1)(1 1-M*) =0 2_/1(1 (1-21)%),
A .
D%(z;) = o2 o (1-(@1-21%).

. . p) N 2 . _ 2
Dodatkowo, dla i — oo: lim ¢ g(l —(1- /1)21) = g2 ~—, wiec: D?(z;) = GZE_

[—00
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EWMA pojedynczych obserwacji — ARL

Czutos¢ karty zalezy od parametrow 4 i L. Tabela zawiera zestawienie wartosci
wskaznikéw ARL dla wybranych parametréw i oraz okreslonego przesuniecia procesutll.

. L=3054 | L=2998 | L=2962 | L=2814 | L=2615

1 =0,40 1=0,25 1=0,20 1=0,10 1=0,05
0 500 500 500 500 500
0,25 224 170 150 106 84,1
0,50 71,2 48,2 41,8 31,3 28,8
0,75 28,4 20,1 18,2 15,9 16,4
1,00 14,3 11,1 10,5 10,3 11,4
1,50 5,9 5,5 5,5 6,1 7.1
2,00 3,5 3,6 3,7 4,4 5,2
2,50 2,5 2,7 2,9 3,4 4,2
3,00 2,0 2,3 2,4 2,9 3,5
4,00 1,4 1,7 1,9 2,2 2,7

Wptyw parametrow A L:
* mniejsze wartosci A pozwalajg na szybsze wykrycie matych przesuniec procesu,

» parametr L. = 3 moze by¢ wykorzystywany z wiekszymi wartosciami 4, dla wartosci
A <0,1 nalezy wybieraC L € [2,6, 2,8].

W praktyce najczesciej wykorzystywane sg A réwne 0,05, 0,11 0,2.

[IMontgomery D., Introduction to Statistical Quality Control — John Wiley & Sons, New York 2009

IHHM & Sterowanie jakoscig s. 4-23




EWMA pojedynczych obserwacji (podsumowanie)

Wykres postepu
z; =Ax; + (1 — A)z;_4q,

gdzie: A — parametr karty, 0 <1 < 1.

Linie kontrolne

LCL = pg — LJ\/%(l ~ (1=  CL=u, UCL=pg+ La\/ﬁm — (1 - 1))

gdzie: L — odlegto$¢ granic kontrolnych od linii sSrodkowej wyrazona w jednostkach o,
zwykle L = 3.

Uwagi
Ze wzgledu na to, ze na karcie odktadane sg wazone Srednie wszystkich obserwacji
karta jest mniej wrazliwa na rozktad danych monitorowanej wartosci (skutecznos¢ karty

zostata potwierdzona réwniez dla danych o rozktadach bardziej skosnych czy bardziej
sptaszczonych w stosunku do rozktadu normalnego).
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Karta EWMA pojedynczych obserwacii

Wykona] analize procesu z analizowanego przyktadu przy pomocy
karty EWMA pojedynczych obserwacji. Nalezy zatozy¢, ze: u, = 5,
c =1,1=01ilL = 3.

Wyniki obliczeh zostaty zebrane w tabeli obok, rysunek przedstawia
gotowg karte EWMA.

6,0000 M 4

5,5000 1 ’_r—’_;_/_—
5,0000 {ww

4,5000 A I_I_

4,0000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Karta EWMA zareagowata na przesuniecie procesu identycznie jak
karta CuSum, tzn. w 21 obserwacji. Do wykrycia przesuniecia o0 1o
potrzebnych wiec byto 10 obserwacji.

Wartos¢ ta odpowiada odczytanej z tabeli z wartosciami ARL dla
k=1,12=011L =2814.

=
=

X

Zi

UCL

LCL

3,6

4,8600

5,3000

4,7000

4,9

4,8640

5,4036

4,5964

5,6

4,9376

54711

4,5289

54
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5,5194

4,4806

4,8

4,9655

5,5554

4,4446

4,9

4,9589

5,5830

4,4170

6,9

5,1530

5,6044
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5
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[y
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[y
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6,2

5,4472
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Uy
[ee]
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5,4025

5,6805
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[y
O

7,2

5,5822
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N
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6,5

5,6740

5,6831

4,3169
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7,3

6,0561
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STATISTICA - karta EWMA

EKartv kontrolne: danel w statistica03 _3.sbhw ?| - | Xl

IE}' Ctworz plikc ze specyfikacia karty |

Podstawowe  Liczbowe |.Ntema’rywne I Altualizacia I

%E & wkresdw z kartami X-<redniei R
%E & wykresdw z kartami ¥=Sredniei 5
%E & wykresdw z kartami Xi uchomego R
Karty ¥-grednie i R (ocena liczbowa)
Karty ¥-rednie i 5 {ocena liczbowa)

Karty srednigj ruchomej ¥-Srednie i R
Karty sredniej ruchomej X-Srednie i 5

= Farty BEWNA XSrednie | 3 meduiach Anslzs &5 Definiowanie zmiennych dla kart EWMA X-Srednie i R: danel
Pojedyncze ohesrwacie | Rozstep ruchomy p'ml..l ! m
Karta CUSUM dla pojedynczych cbserwaci o Podstawowe | Thiory | Etykiety, przyczyny. dziatania |
Cwarz dane
ficzz] Analiza Pareto ¢ Dane s3 surowe (Erednie itp. {” Dane =3 zagregowane
T | o W | beda z nich obliczane) (zawierajg srednie itp )

] Zmienne |
Pomiary (obserwacje):  pomiar

Identyfilkkatony prabek: (kody): brak

-
-
—

Lambda wykladniczo waionej sredniej uchomej: |.1 00
X

¥ Stala licznosé prabhi:

ustawienia jak w przyktadzie, tzn. —
dla karty pojedynczych obserwacji

[ Stalaliczba prabek na czesd:

inimalna liczba pomiardw na problee:

Anulug |
& Opcie ~ |

Czytanie danych
surcwych. Program
oczekuje seni
wynikow pomisrcw.

SELEET
[ASEs S

| & u|

\

\

A
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& EWMA[MR pomiar: danel w

Zhiory |
Karty

Eksploracia I
Specyf. X

7| =1l

Raport

Specyf. R/S

— Specyfilcasied|a karty X

Zhicr << | 23 [ ogot prd

‘:...i Linia cerrt_lalna:l 5,0000
‘:.;i Sigma:l 1.0000

domyziny) ¥}

(= Otwérz specyf. | Zapiizspewf.l

:.pi Fdolnosé procesu | :.pi Testy konfigur. |

Histogram obserwacji EWMA

6,4

STATISTICA - karta EWMA

Karta EWMA Xi ruchomego R; zmienna: pomiar

EWMA X: 5,7094 (5,0000); Sigma: 1,1635 (1,0000); n: 1,0000;

6,0
5,6
52
438
4.4
40

%] Opge... | Zapiszjakn...l

Histogram ruchomych rozst.

Lambda: 0,1

..~..,.-.-

o g 4
e e 156878

* * '+“+”+.-+~-+" |

et
e I 1 5,0000
143122
0123456789 5 10 15 20 25 30

Ruchome R:1,3129 (1,1284); Sigma: 0,99191 (0,85250); n: 1,

4,5

] Eksplnn.lj...l O

Alcualizu | E 'l

4,0
3,5

@ Zal:_:ezpieczl

3,0
2,5
2,0
15

1.0
0,5
0,0
-0,5

13,6859

11,1284

1 0,0000

0123456789

15 20 25 30
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Karta MA

Karta MA (ang. Moving Average Control Chart) to tzw. karta Srednich ruchomych, pozwala na
analize odchylen od wartosci zatozone;:

» do obserwaciji pojedynczych pomiarow (n = 1),

= dla prébek o ustalonej licznosci (n > 1).
Kazdy punkt karty M; odpowiada Sredniej liczonej ze wzoru:

= w karcie dla pojedynczych obserwacii:

Xt Xt T X

i w
= w karcie dla probek:

X;+Xioq + o+ X
Mi _ L -1 I-w+1

w
gdzie:
x; — i—ta obserwacja, x; — Srednia w i—tej probce,

w — parametr karty okreslajgcy szeroko$¢ okna karty, na poczatku w jest zmienne, po
osiggnieciu ustalonej szerokosci pozostaje state.
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Karta MA

Karta MA

Karta MA jest zmodyfikowang wersjg karty EWMA, w ktérej wszystkie obserwacje majg
wage rowng 1, ale starsze obserwacje sg systematycznie zastepowane nowymi.

karta MA

14

4 wagi

»!

Y

—> okno

ruchome

»

—w+1 i

obserwacje

karta EWMA _
4 wagi

/’i__

ruchomy
— poczatek

[

»

obserwacje
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Karty MA | EWMA

Karta MA (w = 4)

i I 1 I 2 3| 4a|ls]6]|7
x 03649 (56|54]48]a49]a1
i1 2]3]4|5]6]7
x 036|490 56|54]48]49]a1
il 2]3]4a]s5]6]7
x 013649 |56]54](48]49]41
il 2|3]4a]s]|6]7
x 13649 (56|54]48]49]a1
i1 l2]3|4a]s5]s6]7
x | 36 |49 |56]54]|a8]490]41
i1 2]3|4a]s]s6]7
x |36 |49 |56 |54 |48 |4a0] 41

Karta EWMA
i I 1 I 2 | 3| a|s |67
x 136 49|56]54]a8]49]4a1
il 2]3|4]5s5]6]7
x 13649 56]54]48]49]41
il1|2]3|4]|5]6]7
x | 36|49 |56|54][48]49]4a1
il1|2]3|a]s]|6]7
x 1364956 |54]48|49]41
il 2]3|4a]s]s6]|7
x 13649565448 49]41
il1| 23 |4a]|5]6]7
x | 36|49 |56]|54]48]|4a9]a1
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Karta MA - podsumowanie

Karta MA pojedynczych obserwacii
Wykres postepu

Xt Xt X

M; =
w
Linie kontrolne
LCL L2 UCL 412
- _ . 19 — 2
[ w Ho Ji . Ho Vi
LCL L2 o UCL 412
> = — |, — — -
L= Ww Ho \/W Ho \/W
Karta MA dla probek (n — liczebnosc¢ probki)
Wykres postepu
M, = X+ Xi—qg + o Xy
w
Linie kontrolne
LCL i UCL 412
- _y 1 % — 2
[ w Ho i Ho Vi
o CL = po o
| > LCL = pg — L— UCL = pg + L—
i =>w Ho Jw Ho Jnw

gdzie: w — szerokos¢ okna, L — odlegtosc¢ granic kontrolnych wyrazona o, zwykle L = 3.
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Karta MA pojedynczych obserwacji

Wykona] analize procesu z analizowanego przyktadu przy pomocy
karty MA pojedynczych obserwacji. Nalezy zatozy¢, ze: pu, = 5,
c =1,w=5iL = 3.

Wyniki obliczeh zostaty zebrane w tabeli obok, rysunek przedstawia
gotowg karte MA.

g
7-L
A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Karta MA zareagowata na przesuniecie procesu identycznie jak karta
CuSum i EWMA, tzn. w 21 obserwacji. Do wykrycia przesuniecia o 1o
potrzebnych wiec byto 10 obserwacji. Czutos¢ karty zalezy od
szerokosci okna — a kolejnym slajdzie wykreslona zostata karta dla
okna o rozmiarze w = 4.

nr | x; M; UCL LCL
1|36 3,60| 8,0000| 2,0000
2|49 4,25 7,1213| 2,8787
3|56 4,70 6,7321| 3,2679
4|54 4,88| 6,7321| 3,5000
5|48 4,86 6,3416| 3,6584
6|49 512| 6,3416| 3,6584
7|69 552| 6,3416| 3,6584
8| 4,6 532| 6,3416| 3,6584
9| 4,1 506| 6,3416| 3,6584
10| 4,6 502| 6,3416| 3,6584
11| 69 542| 6,3416| 3,6584
12| 4,3 490, 6,3416| 3,6584
13| 5,6 510| 6,3416| 3,6584
14| 6,8 564| 6,3416| 3,6584
15| 5 572| 6,3416| 3,6584
16| 6,3 560| 6,3416| 3,6584
17| 6,2 598| 6,3416| 3,6584
18| 5 586| 6,3416| 3,6584
19| 7,2 594| 6,3416| 3,6584
20| 6,5 6,24| 6,3416| 3,6584
32|73 6,46| 6,3416| 3,6584

[IM &
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Karta MA pojedynczych obserwacji

Wyniki obliczen dla analizowanego procesu dla okna o szerokosSci
w = 4 zostaly zebrane w tabeli obok, rysunek przedstawia gotowg
karte MA.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Karta MA z oknem o szerokosci w = 4 wykryta rozregulowania
procesu dopiero w ostatniej obserwaciji, tzn. do wykrycia przesuniecia
procesu o 1o potrzebnych wiec byto 21 obserwacji.

nr | x; M; UCL LCL
1| 3,6| 3,600/ 8,0000f 2,0000
2| 49| 4250, 7,1213| 2,8787
3|56, 4,700 6,7321| 3,2679
4|54 4,875| 6,5000/ 3,5000
5/ 48| 5175 6,5000, 3,5000
6|49 5175 6,5000| 3,5000
7|1 69| 5500 6,5000| 3,5000
8| 46| 5300 6,5000| 3,5000
9|41 5,125| 6,5000| 3,5000
10| 4,6/ 5,050, 6,5000| 3,5000
11| 69| 5,050( 6,5000| 3,5000
12| 43| 4,975 6,5000| 3,5000
13| 5,6 5,350, 6,5000| 3,5000
14| 6,8 5,900, 6,5000| 3,5000
15| 5| 5,425| 46,5000 3,5000
16| 6,3| 5,925| 6,5000| 3,5000
17| 6,2 6,075 6,5000| 3,5000
18| 5| 5,625| 6,5000| 3,5000
19| 7,2| 6,175 6,5000| 3,5000
20| 6,5| 6,225| 6,5000| 3,5000
32| 7,3| 6,725 6,5000| 3,5000
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STATISTICA - karta MA

E Karty kontrolne: danel w statistica03_3.stw

IE}' Ctworz plikc ze specyfikacia karty

| B o |

Podstawowe  Liczbowe |.Ntema’rywne I Altualizacia I

%E & wkresdw z kartami X-<redniei R
%E & wykresdw z kartami ¥=Sredniei 5

E=A - N N
EE & wykresdw z kartami Xi uchomego R

Karty ¥-grednie i R (ocena liczbowa)
Karty ¥-rednie i 5 {ocena liczbowa)

Karty srednigj ruchomej ¥-Srednie i R
Karty sredniej ruchomej X-Srednie i 5
Karty EWMA X-4rednie i R
Karty EWMA X-4redniie i 5

Pojedyncze obserwacie i Rozstep ruchomy
Karta CUSUM dia pojedynczych obserwacii

@ Analiza Pareto

Anulyj |
E Opcie vl

Inne proceduny
sterowania jakoscia, jak
etk ol
procesu (Cp, Cpk, Fp,
Fpk...) réwniez dls
rozkiadow innych niz

E}' Ctwarz dane
s | &

7| =1l

ustawienia jak w przyktadzie, tzn. —

dla karty pojedynczych obserwacji

E Definiowanie zmiennych dla kart sredniej ruchomej X-Sre

Podstawowe |Zt:ni-::r3|r | Etykiety, przyczyny, dzialania |

{™ Dane =3 zagregowane
(zawierajg srednie itp )

¥ Dane =3 surowe (Srednie
itp. beda z nich obliczane)

Pomiary (obserwacie): pomiar

Identyfilkkatony prabek: (kody): brak

o

[~ Stalaliczba prébek na czesé: IE—

inimalna liczba pomiardw na prable: |1—|§

Qleno sredniej ruchome;: IT
\

W Stala licznogé prabhi:

Anulug |
& Opcie ~ |

Czytanie danych
surcwych. Program
oczekuje seni
wynikow pomisrcw.

SELECT
LRSS S | (oo 0 |

\
w
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STATISTICA - karta MA

& MA/MR: pomiar: danel w st ?|=lx

Karta MA Xi ruchomego R; zmienna: pomiar w=5
Zhiory |  Eksploracja | Raport | Histogram obserwacji MA MA X: 5,7094 (5,0000); Sigma: 1,1635 (1,0000); n: 1,
Karty Specyf. X | Specyf. R/S o
—5p ie dia karty X 8
E‘.CT?HGBQ\ : - - - 7 . ]
Zhigr << | > J|0gd idomydiny) =] 5 e 8] 6,3416
z 5 gty T * 5,0000
] Linia cerrt_lalna:l 5.0000 il T ’
- 4 13,6584
] Sigma:l 1.0000 3 1
2
] UcCL: | 300005 [ I Ll , , , J J ,
0O 4 8 12 16 20 5 10 15 20 25 30
2 6 10 14 18
Histogram ruchomych rozst. Ruchome R: 1,3129 (1,1284); Sigma: 0,99191 (0,85250); n: 1,
4.5
i ] 3.6859
= OCtwérz specyf. | [E] Zapisz spec.-,'f.l 3,5 1=
3,0
2,5
2,0
- + + i
* » -, HETS
] Zdolnosé procesu | ] Testy konfigur. | 1,0 i | LA
0,5 . : : —
0.0 Karta MA X i ruchomego R; zmienna: pomiar w=4
= g oy o Histogram obserwac)i MA MA X 57094 (50000) Sigma: 1,1635 (1,0000) n: 1,
] Opge.. | Zapiszjakn...l [ Anuly 0’50 . = ' ( K Sig ( )
9 T T T . T .
€3 Eksplnn.lj...l ‘Cr Alcualizu | E 'l 8 Lo,
7 Lo
; [ Y AR DR B PR A X
& Zat_lezpleczl B | . . _,.+-+-._,_.--+"+H-+-ir"*-..+..+-..+,+.-+"*q- 65000
_ 5 ¥ T e 2T T i 4 + EIDUDD
4 L
2 I et SEECRh! EECERLLLE Sonhthhtt BEEECEe: Lot 3,5000
2 Lo
-1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
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Sekwencyjne karty kontrolne

Monitorowanie potozenia procesu

Karty CuSum, EWMA i MA umozliwiajg monitorowanie zmian sredniej procesu.

Podobnie do klasycznych kart Shewharta mogag by¢ tgczone z kartami
monitorujgcymi zmiany rozproszenia procesu.

Monitorowanie rozproszenia procesu
Karty CuSum, EWMA | MA
» dla prébek (n > 1) tgczone sg z klasycznymi kartami R i S

= karty pojedynczych obserwacji (n = 1) tgczone sg z kartg MR.
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Karta MR

Karta MR (ang. Moving Range Control Chart) to tzw. karta ruchomego rozstepu. Karta ta
pozwala na obserwacje zmian tzw. ruchomego rozstepu definiowanego jako:

MR; = [x; — x;_4]|.

Linie kontrolne

Sposob wyznaczania parametrow karty zalezy od tego czy parametry monitorowanego
procesu sg zadane czy tez sg estymowane.

Dla estymowanych parametrow procesu granice wyznacza sie jako:

LCL = D;MR CL = MR UCL = D,MR

dla ustalonego odchylenia standardowego o

LCL — D3 dzO- CL — dzO- UCL = D4d20-

gdzie: wartosci funkcji wspotczynnikow statystycznych odczytuje sie z tablic dla n = 2,
tzn.: d, = 1,128, D, = 0iD, = 3,267.
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Karta MR

Wykonaj analize procesu z analizowanego przyktadu przy pomocy karty MR. Nalezy
zatozyC, ze: y, = 5,0 =1

Obliczone wartosci ruchomego rozstepu zostaty zebrane w tabeli obok, ponizej
wyznaczone zostaty parametry karty:
CL=d,0=1,128-1=1,128

LCL = D3dyo =0-1,128-1 = 0, UCL = D,d,o = 3,267 -1,128 - 1 ~ 3,6852

4

TN

5 -TTT"TT"T"T"—7T7"T 7T 7T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 45 6 7 8 9 101112131415161718192021222324252627282930313'2

0,5

0

-1

Karta MR nie data sygnatu o rozregulowaniu procesu (pierwszych 10 wynikow
wylosowano z rozktadu A(5,1), pozostate symulowaty przesuniecie procesu o0 1o i
zostaty wylosowane z rozktadu a(6,1) — odchylenie standardowe procesu nie ulegto
wiec zmianie). Uwaga! W STATISTICE karta MR wykreSlana jest przy okazji kazdej
omowionej sekwencyjnej karty pojedynczych obserwacii.

nr| x; | MR,
1|36

2| 49 13
3[56 0,7
4|54 0,2
5(4,8 0,6
6|49 0,1
7] 69 2,0
8| 4,6 2,3
9|41 0,5
10| 4,6 0,5
11| 6,9 2,3
12| 43 2,6
13| 5,6 13
14| 6,8 1,2
15| 5 1,8
16| 6,3 13
17| 6,2 0,1
18| 5 1,2
19| 7,2 2,2
20| 6,5 0,7
32|73 2,7
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