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Wielowymiarowe karty kontrolne

Monitorowanie pojedynczej cechy procesu A

= wykorzystywane sg klasyczne (jednowymiarowe) karty
kontrolne, ktore pozwalajg na analize jednej wlasnosci D
monitorowanego procesu

Monitorowanie kilku cech procesu '

» wykorzystanie zespofu klasycznych (jednowymiarowych) kart kontrolnych do
oddzielnej analizy monitorowanych wtasnosci

karta X zmienna: D 1 karta X zmienna: d

. . . 4 2 ; .
= wykorzystanie wielowymiarowych kart karta 7“ zmienne: D, d
kontrolnych do réwnoczesnej analizy
kilku wiasnosci monitorowanego /\ N AN N
procesu VA v TN
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Zespot jednowymiarowych kart kontrolnych

Monitorujgc kilka cech procesu na oddzielnych kartach jednowymiarowych mozna
skorygowa¢ granice kontrolne kart tak aby sumaryczne prawdopodobienstwo
generowania fatszywych alarmow (bfgd | rodzaju) pozostato na ustalonym poziomie.

Zaktadajgc, ze:
* liczba monitorowanych cech wynosi m
* cechy sg od siebie niezalezne
» prawdopodobienstwo bfedu | rodzaju dla pojedynczej karty kontrolnej wynosi «
* proces jest statystycznie uregulowany

prawdopodobienstwo, ze zadna karta nie wygeneruje sygnatu o rozregulowaniu wynosi:
p=>0-a)™
prawdopodobienstwo wygenerowania fatszywego alarmu wynosi wiec:
a'=1-(1—-a)™
Ustalajac warto$¢ o’ mozna wyznaczyé « dla pojedynczej karty: o = 1 — V1 — o'
(dla cech zaleznych — zwykle w przypadku gdy cechy dotyczg tego samego produktu —

prawdopodobienstwo bfedu | rodzaju jest trudne do wyznaczenia i w konsekwencji trudno
jest wykonac wtasciwg poprawke granic kontrolnych)
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Wielowymiarowe karty kontrolne

Wielowymiarowe karty kontrolne pozwalajg na rownoczesng analize kilku wtasnosci
monitorowanego procesu,

= do monitorowania potozenia procesu wykorzystywane sg:

karta T2 Hottelinga (dla pojedynczych obserwacji i dla prébek),

karta MEWMA (dla pojedynczych obserwaciji i dla prébek),

karta MCUSUM (dla pojedynczych obserwaciji),

= do monitorowania rozproszenia procesu:

karta uogolnionej wariancji

Wielowymiarowe karty kontrolne a zespéf kart jednowymiarowych

= karty wielowymiarowe biorg pod uwage korelacje monitorowanych cech co w
konsekwenciji (na ogot) prowadzi do ich wiekszej czutosci

= w niektorych przypadkach zespot kart X okazuje sie bardziej czuty od np., karty
T?Hottelinga (pokazano dla 2 zmiennych i przesuniecia procesu wzdtuz kierunku
maksymalnej zmiennosci)
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Dwuwymiarowg zmienng losowag jest nazywany uktad dwoch zmiennych losowych
(X,Y) jesli znane sg prawdopodobienstwa wystgpienia zdarzenia (x,y) lub
prawdopodobienstwa, ze (x,y) przyjmie wartos¢ z okreslonego dwuwymiarowego
przedziatu (tzn. z okreslonego prostokata).

Graficzna prezentacja danych

Obserwacje  pochodzgace z obserwacji rozktadu
dwuwymiarowego przedstawiane sg na tzw. wykresach
rozrzutu. Wykres rozrzutu to wykres punktowy,
poszczegolne punkty wykresu odpowiadajg wartosciom
uzyskanym z kolejnych obserwacji zmiennych X i Y.

Y <

Miary zaleznosci

Dla dwuwymiarowych zmiennych losowych, oprécz miar wprowadzonych dla zmiennych
jednowymiarowych, definiowane sg miary zwigzane z istnieniem (lub nieistnieniem)
zaleznosci pomiedzy zmiennymi tworzgcymi ten rozktad: kowariancja i wspofczynnik
korelacji.

f,‘ M & Sterowanie jakoscig s. 10-5




Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Dla zmiennych losowych X i Y
EX+Y)=EX)+E®Y)
Dodatkowo, jesli zmienne sg niezalezne spetniona jest zaleznosc:
E(XY) = E(X)E(Y)
Réznica E(XY) — E(X)E(Y) jest miarg zaleznosci zmiennych jest to tzw. kowariancja
oxy = E(XY) — E(X)E(Y)
jest ona rowniez definiowana w rownowazny sposob jako
oxy = E(X—EX))E(Y —E(V))
Witasnosci
= jezelizmienne X i Y sg niezalezne to oyy = 0,
= jezeli wartosci X wieksze od sredniej pojawiajg sie najczesciej z wartosciami Y
wiekszymi od sredniej to oyy > 0,
= jezeli wartosci X wieksze od sredniej pojawiajg sie najczesciej z wartosciami Y
mniejszymi od Sredniej to gy, < 0.
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Wspoifczynnik korelacji liniowe] Paersona to standaryzowana kowariancja, miara
zostata zdefiniowana w celu uniezaleznienia kowariancji od wariancji zmiennych X i Y

_ Oxy
Pxy Ty Oy
Wtasnosci
* przyjmuje wartosci
1<y <1 | Warlotel ol
* Opisuje site zwigzku zmiennych --
0 0,2 brak
0,2 0,4 staba
0,4 0,7 srednia
0,7 0,9 silna
0,9 1 bardzo silna

oy, oy to odchylenia standardowe zmiennych X i Y
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Kowariancja i korelacja moga by¢ szacowane na podstawie proby

kowariancja oyy jest szacowana jako:

sw=atiy. (-DG-P) Wb sw=1y (-D0i-7)

korelacje pyy przybliza sie z wzoru:

Sxy

Txy =
SxSy

sy, Sy to 0szacowane z proby odchylenia standardowe oy i gy,

do szacowania gy wykorzystywane sg zaleznosci:

n n
Sy = \/nilzi:l(xi —X)? lub sy = \/iziﬂ(xi —X)?
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Statystyka — wielowymiarowe zmienne losowe

Rozktad prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej losowe] (X, X5+, X;) jest
opisany w postaci tgcznego rozktadu zmiennych losowych X, X,, -+, X;.

Zaleznosci pomiedzy zmiennymi tworzgcymi ten rozktad opisuje sie macierzami
kowariancji I korelacji, ktore sg uogolnionymi na k wymiarow kowariancjg i korelacja:

— 2 -
01 012 °° O1k
2
Z — 021 02 = Oz
ee 2
LOk1 Ok2 Ok -
B 012 O1k 7
1
9192 910k 1 p12 - Pk
021 O2k
T == _|p2r 1 - po
p = | 0201 0,0 — . . . .
Ok1 Ok2 .. 1 Prk1  Pk2 1
L0 |01 00>

to wariancja zmiennej X;
o;j to kowariancja zmiennych X; i X;, macierz kowariancji jest symetryczna

poniewaz: o;; = 0j;
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Statystyka — wielowymiarowy rozkiad normainy

Wielowymiarowy rozkfad normalny jest jednym 2z najwazniejszych rozktadow
wielowymiarowych zmiennych losowych, jest on uogolnieniem rozktadu normalnego
Mu, o) o funkcji gestosci:

Wielowymiarowy rozktad normalny k—wymiarowej zmiennej losowej (X, X,, -+, X;) jest
zapisywany jako M, 2) a funkcja gestosci tego rozktadu dana jest wzorem:

Fx) = g )

J2mk/Z]

u  to wektor $rednich = [pq, to, =+ )"
Y to (k x k) wymiarowa macierz kowariancji
parametry | i X mogg by¢ szacowane z proby, oznaczane sgjako x i S
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Statystyka — dwuwymiarowy rozkiad normainy

Dwuwymiarowy rozktad normalny o $rednich u = [0 0]7 i

macierzy kowariancji: a) Z=[(1) (1)] b) Z:[018 Oi8]
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Statystyka — dwuwymiarowe zmienne losowe

Przyktad 1. W tabeli zebrane zostalty wartosci cech X

wylosowane z dwuwymiarowego rozktadu M, ) o parametrach:

Wyznaczy¢ macierze kowariancji i korelacji, narysowacC wykres

rozrzutu.
_ 19828 9914
=720 777

i

16,69

Sxyy = T = (0,88,
0,47

XY = 091.0,66

[IM &

20
Z (x; — )2 ~ 40,63
i=1

20
> G-~ 2520
=1

0,79

-

20
D =D —7) = 1669

100
50

V'oolw ooy

1 99,62
2 98,57
- 2 08 3 100,53
| = .
08 1 4 100,78
5 100,34
6 98,28
7 102,22
. [2,14 0,88 R_[ 1 0,79] o
10,88 1,33 10,79 1 9 100,54
' 10 98,81
53 11 97,85
~ 2,14

o | 12 97,94
¢ @ 13 100,72

51
~ 1,33 @ 14 98,48
501 o ® ¢ o 15 99,51

& @

40 S 16 97,30
* ® 17 99,04

48 -
® ¢ 18 100,26
47 19 98,21
46 T T T T T T 1 20 96,65

96 97 98 99 100 101 102 103

% 198283

49,49
49,91
49,82
49,59
49,93
47,72
51,62
49,88
51,78
49,10
49,47
49,53
49,60
50,54
49,98
48,47
48,27
49,91
51,55
47,51
993,66
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Karta kontrolna X a test istotnosci sredniej

Analiza na karcie X sprowadza sie do przeprowadzenia testu istotnosci dla wartoSci
Sredniej w probce:

Ho: 4 = po  (Srednia nie ulegfa zmianie)
Hy:u#uy (Srednia ulegta zmianie)

Do weryfikacji hipotezy wykorzystywana jest statystyka testowa o rozktadzie N 0,1):

7, = X — Uo
o/\n
Z, opisuje odlegtos¢ pomiedzy )‘;‘ UCL
srednig x a up mierzong w \
odchyleniach standardowych Ho CL
sredniej.
LCL
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Wielowymiarowa karta kontrolna dla sredniej — idea

Wprowadzajgc kwadrat odlegtosci Z,,: X — o

2\ "1 Zn =
Z%=(f—uo>< ) & — o) o/Vm

o
n
mozna tatwo uogolni¢ rozwazania na przypadek wielowymiarowy:

o= G o) (2) & - o)

=nX— ) Z7HE = po)

n

odrzucajac hipoteze H, gdy wartos$¢ statystyki testowej y2 znajdzie sie wewngtrz
prawostronnego obszaru krytycznego.

u  to wektor $rednich = [pq, to, =+ g ]”
x> to statystyka testowa o rozktadzie y“ i k stopniach swobody
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Dla przypadku dwuwymiarowego, przyjmujgc, ze:
_[#1 _ of 0y
to = [,uz]’ Z_le 022]
po wyznaczeniu odwrotnosci macierzy kowariancji:

2
g1 — 1 [ 0y _012]
— "2 2 2 2
010y — 012|012 01

statystyke X =n&X =) T7HE = pp)

mozna po przeksztatceniach zapisac jako:

2 —_—
2__ n = - g,  —Op lx1 - .u1l
=5 |X1 — Xy — _
An 0_50_22_0_122 [ 1~ M 2 MZ] [_0_12 0_12 ] Xy — Uy
2 _ n 2% _ )2 2% — 12)2 — 2 > Y.
Xn = 5 3 (05 (X1 — 1y)* + of (X3 — 1) 012(x1 — p1) (X2 — p)
0102 — 012
Uis Uo to srednie zmiennych X; i X,

01, 0, 01, t0 odchylenia standardowe i kowariancja zmiennych X; i X,
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

W przypadku dwuwymiarowym granice obszaru krytycznego wyznacza sie jako:
Xo = Fpagp(l—a)
X, i X, nie pozwolg na odrzucenie hipotezy o zmianie $redniej procesu gdy y2 < x2, czyli

n

> > 2 (022@1 — p11)* + of (% — up)?* — 209, (6 — py) (%, — llz)) < X&
0102 — 012

Zaleznosc¢ ta pozwala na graficzne przedstawienie obszaru, do ktérego powinny nalezec¢
Srednie x; | x,, obszar ten jest wnetrzem elipsy o srodku w punkcie (i, 1»), dodatkowo:

a) jezeli zmienne X, i X, sg niezalezne (kowariancja o;, = 0) to potosie elipsy sg
rownolegte do osi uktadu

b) jezeli zmienne X, i X, sg zalezne, elipsa jest skrecona, a kat skrecenia jest
uzalezniony od macierzy kowariancji

Obszar ten jest nazywany
elipsg obszaru ufnosci lub
elipsg kowariancji.

X1
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

tatwo zauwazyc, ze dla zmiennych niezaleznych (kowariancja o;, = 0) warunek:

n

7 2 2 (022@1 — p11)? + 0f (X — pp)* = 204, (%1 — pp) (X — Hz)) < X&
0103 — 013

po przeksztatceniach

n _ _
—~ 3 (05 (1, — w)? + of (x; — 12)?) < x4

7 s
P

2 2

(1 — ﬂ1)2 + (% — .Uz)z < X_czx
o4 a; n

(x; — ,U1)2 (x, — Mz)z

<1
o/ | ai/n

przedstawia wnetrze elipsy o potosiach:

a=o\xs/n i b=oy/xi/n 1y

U1 X1
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Dla zmiennych zaleznych (kowariancja o, # 0) warunek:

n — — — —
2 (022(x1 —u1)? + 0f (X — ph2)? — 201, (%1 — 1) (%2 — #2)) < Xa

of a5 — oty
przedstawia wnetrze elipsy o srodku (u4, ;) 1 potosiach wyrownanych wzdtuz wektorow
wtasnych macierzy kowariancji. Dlugosci potosi elipsy i skrecenie elipsy wyznacza sie z

zaleznosci:

a=A |x¢/n

b =2 |x%/n

y = atan(vly, le)

to odpowiednio wieksza i mniejsza wartos¢ wtasna macierzy kowariancji 2

A1, Ay
vy, v, to wektory wtasne odpowiadajgce wartosciom wtasnym A4, A,

Vi, Viy t0 x-owaiy-owa wspotrzedna i-tego wektora wtasnego
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Przykfad 2. Dane z przyktadu 1. uzupetniono o 60 wartosci z tego samego rozktadu
normalnego nastepnie pogrupowano w 4-elementowe prébki i policzono ich srednie.

1 99,62 98,57 100,53 100,78 99,88 1 4949 4991 49,82 49,59 49,70
2 100,34 98,28 102,22 97,19 99,51 2 4993 47,72 51,62 49,88 49,79
3 100,54 98,81 97,85 97,94 98,78 3 51,78 49,10 49,47 49,53 49,97
4 100,72 98,48 99,51 97,30 99,00 4 49,60 50,54 4998 48,47 49,65
5 99,04 100,26 98,21 96,65 98,54 5 4827 4991 51,55 47,51 49,31
6 101,66 100,44 100,40 100,05 100,64 6 50,67 49,78 4988 50,43 50,19
7 100,47 99,65 100,33 101,40 100,46 7 51,45 50,12 50,69 50,33 50,65
8 100,24 100,82 97,14 100,55 99,69 8 4836 50,59 47,86 4926 49,02
9 100,11 99,57 101,53 100,43 100,41 9 4963 4886 50,83 49,71 49,76
10 10095 102,13 101,95 101,85 101,72 10 51,58 50,74 51,78 50,68 51,19
11 101,04 100,47 98,51 101,30 100,33 11 51,13 50,23 49,13 51,13 5041
12 100,65 100,51 99,78 99,18 100,03 12 50,50 49,97 50,24 49,65 50,09
13 98,96 97,09 99,84 100,39 99,07 13 50,24 48,13 49,22 50,27 49,46
14 97,77 98,34 97,54 98,28 97,98 14 49,36 4892 4880 49,22 49,07
15 98,63 101,55 99,09 99,06 99,58 15 49,23 5093 4942 49,19 49,70
16 100,80 99,17 99,77 95,11 98,71 16 50,76 48,61 49,84 4851 4943
17 101,00 101,18 102,02 99,09 100,82 17 49,49 5092 4992 49,59 49,98
18 101,57 98,92 98,45 100,85 99,95 18 51,41 49,61 4787 51,68 50,14
19 101,45 102,34 98,32 100,15 100,57 19 52,39 50,14 4874 50,40 50,42
20 99,89 99,01 102,31 100,24 100,36 20 4947 49,76 51,17 48,47 49,72
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Przyktad 2. cd. Czy dane z préby pozwalajg na stwierdzenie, ze srednia rozni sie
istotnie (a =0,02) od sSredniej rozktadu z ktérego wylosowano dane? Analize
przeprowadzi¢ wykreslajgc elipse kowariancji.

Parametry elipsy (dtugosci potosi a i b oraz jej skrecenie y) wyznacza sie wykorzystujgc:

 granice obszaru krytycznego
X2 = F);}(Z)m —a) = F);}(Z)m —0,02) = 7,824
» wektory i wartoSci wtasne macierzy kowariancji

0,8746
0,4848

0,4848

).1 ~ 2,4434, U = l: ~ —0,8746

], AZ =~ 0,5566, %)

po podstawieniu do wzoréw (slajd 18) otrzymuje sie:

a = A\ x2/n =2,4434,/7,824/4 ~ 2,19
b = \/A;\/x2/n =/0,5566,7,824/4 ~ 1,04

y = atan(vly,le) ~ —151°
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Przykfad 2. cd. Na wykresie rozrzutu przedstawiajgcym srednie z kolejnych prébek
zostaty wykreslone trzy elipsy dla poziomow istotnosci a = 0,05, « = 0,02 1 a = 0,01.

= poza obszarem najmniejszej elipsy (dla @ = 0,05) znajdujg sie 2 punkty: z lewe]
strony punkt odpowiadajgcy probce 14, z prawej probce 10,

» poza obszarem srodkowej elipsy (dla « = 0,02) znajduje sie juz tylko punkt
odpowiadajgcy probce 14,

» najwieksza elipsa (dla « = 0,01) ogranicza wszystkie punkty wykresu.

52

S1r

Dla punktéw znajdujgcych sie poza obszarem sor
elipsy nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowg na

rzecz alternatywnej, wskazujgcej na istotng —a=0,05
zmiane sredniej procesu (prébka 10. i 14. 1 —a=0,02 |
mogg wiec Swiadczy¢ o0 rozregulowaniu —a=0,01
procesu). %7 %8 99 100 101 102 103
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Karta dwuwymiarowa — elipsa kowariancji

Elipsa kowariancji

» pozwala na kontrole stabilnosci dwuwymiarowego
procesu

 gubi informacje o kolejnosci poszczegdlnych prébek,
nalezatoby jg uzupetni¢ wykreslajgc numery
porzgdkowe poszczegdlnych punktow

* nie moze byC stosowana dla wiekszej liczby
wymiarow
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Karta kontrolna x>

Karta kontrolna y? — pozwala na graficznie przedstawienie testu istotnosci dla $redniej
dla procesow wielowymiarowych.

Wykres postepu

Dla kazdej probki wyznacza sie wartos¢ statystyki testowej

Xn =nE&E—ue) "X — po)

Linie kontrolne
UCL = 2

Tak skonstruowana karta pozwala na obserwacje zmiany wielkosci sredniej procesu, nie
umozliwia obserwacji kierunku zmiany — statystyka y2 przedstawia kwadrat odlegtosci od
sredniej.
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Karta kontrolna x>

Przyktad 2. cd. Wykre$lenie karty y* wigze sie z obliczeniem dla kazdej prébki:

Xh =nX—p)TT7HE — o).

Lp.  xa
Dla 1. probki otrzymano srednig (slajd 19) x = l99’88], X2 wynosi wiec: 1 03878
49,70 20,4881
99,88] 1007\ [2 0,8]"'([99,88] [100 S

2 ) _ ) ) _ ~ ,

1 =4(la970)~[501) los 1) (lao0] ~['501) ~ 03878 =
Wartosci y2 dla wszystkich probek zostaty zebrane w tabeli obok. j 2?:2
Potozenie linii kontrolnej zalezy od a: ) i
9 1,3193
= dlaa =0,05: UCL =5,9915 i 10 7,4328
11  0,6602
» dlaa=0,02: UCL=7,8240 T
» dlaa=0,01. UCL=92103 13 18892
14  8,2278
Wykres przedstawia gotowg Kkarte. 15 04596
Prébki 10. i 14. w zaleznosci od I
17 2,0718
przyjetego poziomu istotnosci moga 18 0,1618
znajdowac sie poza UCL. 19 0,8566

12345678 91011121314151617181920 50 13464
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Karta kontrolna T2 Hottelinga

Karta kontrolna T? Hottelinga — karta, ktorg mozna traktowaé¢ jak zmodyfikowang
wersje karty y?, stosowana gdy parametry procesu i i £ nie sg znane i muszg by¢
szacowane na podstawie proby (estymatory parametréw p i X, tzn. X i S otrzymuje sie po
usrednieniu wynikow z prob na podstawie ktorych karta jest konfigurowana).
Wykres postepu
T? =nxX-X)TS1(x-X)

Linie kontrolne

faza konfiguracji karty faza monitorowania procesu

k(m-1)(n-1) UCL = k(m+1)(n—-1)

mn-m—k+1 % mn-m—-k+1 ¢

UCL =

to ilos¢ robwnoczesnie monitorowanych cech procesu

n,m to rozmiar probki i ilos¢ probek wykorzystanych do szacowania
parametrow i X

E, to wartos¢ wyznaczana z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu F o v, = k i
v, = mn —m — k + 1 stopniach swobody, tzn. F, = F;(}{’mn_m_kﬂ)(l - ),
mozna tatwo zauwazyc¢, ze wartosci UCL dla fazy monitorowania otrzymuje
sie z mnozgc UCL z fazy konfiguracji przez (m + 1)/(m — 1).
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Karta kontrolna T2 Hottelinga

Przyktad 2. cd. Przeprowadz analize procesu z wykorzystaniem karty Hotellinga.

. G % o 2 20N
W tabeli obok zebrane zostaty wyniki obliczen dla xi Vi S Sz Stz

. , 1 99,88 49,70 1,01 0,04 -0,08

kolejnych prébek:

2 99,51 49,79 4,97 2,55 2,47

= Sredniecech X iV, tzn..x; iy, 3 25,78] IN3%,97) SN 56] [Na0| SIS

4 99,00 49,65 2,14 0,77 0,55

= wariancje cech: s is% oraz kowariancja: s;;,. s 9854 4931 229 323 106

6 100,64 50,19 0,50 0,18 0,17

7 100,46 50,65 0,52 0,34 0,04

Wyznaczone warto$ci zostaly zsumowane i °® 99,651 9,021 [2,54] [NL 451 I, 52

rt .. h t , 9 100,41 49,76 0,68 0,66 0,66

ostateczne, wartosci szacowanych parametrow T T T R

procesu otrzymano jakOZ 11 10033 5041 1,59 090 1,17

) 12 100,03 50,09 0,46 0,13 0,18

i — i 1996’04l ~ l99’80 13 99,07 49,46 2,10 1,03 1,14

20 L 997'63 49'88 14 97,98 49,07 0,15 0,07 0,02

1 -37,93 18,67 N 1,90 0’93 15 99,58 49,70 1,76 0,69 1,09

S =55 1867 2206l ©lo93 110 16 9871 4943 622 115 2,05

Y ’ ’ ’ 17 100,82 4998 152 043 0,29

18 99,95 50,14 2,26 3,14 2,47

19 100,57 50,42 3,04 2,27 1,68

20 100,36 49,72 1,95 1,24 1,01
Razem  1996,04 997,63 37,93 22,06 18,67
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Karta kontrolna T2 Hottelinga

Przykfad 2. cd. Dla wszystkich probek wyznaczona zostata wartos¢ statystyki:
T? =nx-X)TS1(x-X).

Dla pierwszej prébki otrzymano np.:

99,881 [99,801\' [1,90 0,931 /199,881 [99,80
2 ) _ ) ) ) ) _ ) ~
=4 <l49,70] l49,88D [0,93 1,10 ([49,70] [49,88 ) 0,2971.
UCL wyznaczono dla fazy konfiguracji przyjmujac, ze: k = 2, n = 4, m = 20.
Dla o = 0,05 otrzymano F, = Fr( mn-m—i+1)(1 = @) = Fa(559)(0,95) = 3,1531,

2';33 .3,1531 ~ 6,0925.

wiec UCL =
» dlaa =005 UCL = 16,0925
» dlaa=0,02: UCL=8,0829
» dlaa=0,01: UCL =9,6305
Probki 10.i 14., podobnie jak poprzednio,
w zaleznosci od przyjetego poziomu

istotnosci @ mogg znajdowac sie poza
UCL.

SZIM &

5
i

XX N O Ul W N

S S o W o )
0 NN UT A WN RO

[UEN
O

1234567 891011121314151617181920 5,

T2
0,2971
0,2007
4,3436
1,5038
3,3797
1,5451
2,1296
4,0642
1,9091
8,6156
1,0237
0,1680
1,1491
7,0279
0,1394
2,5470
83,2139
0,2654
1,3917
1,8744
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Karta kontrolna T2 Hottelinga

Interpretacja punktu poza linig kontrolna

wykorzystanie jednowymiarowych kart kontrolnych do oceny wktadu poszczegolnych
cech
(metoda nie pozwala na uwzglednienie wzajemnej korelacji zmiennych),

dekompozycja statystyki T2 na sktadniki pozwalajgce oceni¢ wktad poszczegdlnych
zmiennych do catkowitego T2:

T? to wyznaczona dla wybranej probki warto$¢ statystyki T2

T(Zl-) to warto$é statystyki T2 wyznaczona dla wybranej probki bez
uwzgledniania i-tej zmiennej

d; to roznica pozwalajgca oceni¢ wpltyw i-tej zmiennej na wartos¢ statystyki
T?, za graniczng warto$é d; pozwalajgcg oceni¢ wkiad i-tej zmiennej za
znaczgcy mozna uznac np.

‘G. C. Runger, F. B. Alt, D. C. Montgomery, Contributors to a multivariate statistical
process control chart signal, Communications in Statistics: Theory and Methods,
Vol. 25(10), pp. 2203-2213
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Karta kontrolna T2 Hottelinga

Przyktad 2. cd. Dla probki 14. warto$¢ statystyki T2 zostata obliczona jako:

97,981 [99,801\" [1,90 0,93]171/[97,98] [99,80
2 = ’ — ’ ’ ) ) _ ) ~
" 4( 49'07] [49;88 ) l0,93 1,10 ([49,07] [49,88 ) 7,0279.

a statystki 5, i T¢,:

TE, = 4(49,07 — 49,88) - 1,107 - (49,07 — 49,88) ~ 2,3758,
TZ, = 4(97,98 — 99,80) - 1,907 - (97,98 — 99,80) ~ 6,9820,

wigc dla probki 14.:  d; =T? — T3, ~ 4,6522, d, = T? = Tgyy ~ 0,0459,
a dla probki 10.: dy ~ 2,3672, d, ~ 0,8405.

Po wyznaczeniu wartos$ci granicznej y2 = F);zl(l)(l —a) ~ 3,8415, mozna juz ocenic
wktad poszczegodlnych zmiennych na warto$é statystyki 72
w prébce 14. odpowiedzialno$¢ za duzg warto$¢ T2 spoczywa na 1. zmiennej,

w prébce 10. wkiad 1. zmiennej jest wiekszy, ale wartosci d, i d, nie przekraczajg
wartosci granicznej.
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

A 9 @ ¢ 5 & T Statistica - wyklad09.stw - [karta Xsr]
m Podstawowe Edyeja Widok Eormat Statystyka Data Mining Wykresy Marzedzia Dane Skoroszyt

Ei . Modele zaawansowane ™ I*E Sieci neurcnowe kontrolne - im An:
] - o Wielowymiarowe * 0§ PLS, PCA, ... == Wielowyrniarowe ¥ ¥ DO
Statystyki  Regresja AMOVA Mieparametryczne Dopasowanie Rozkady i | o ) - .
podstawowe wieloraka rozkladu  symulacja Analiza mocy testu HE vepac H Predykcyjne il Sz€
Podstawowe Laawansowane | wielowymiarowe Statystyki przemysto
Wielowymiarowe karty kontrolne: dane w statisti il

=  Otwérz plik zawiersiacy specyfikacis karty | OK |

il x|
Podstawowe INduaIizaq‘a | &l
;{ Y Kart Hetelinga (pnojedincze obserwacis) E‘ Opcie  ~
99 6209 49 494 Q22 o3 T2 Hotellinga dia srednich e
53:5555 49,9,1 n2 Karta MEWMA dla pojedynczych obserwacii 5nermﬂmua
100,5348 49 8249 Karta MEWMA dla srednich :;m procesu
100,?84? 49’,58?‘1 Welgmiamwa karta CUSUM {':-:P-_Gflﬂt- Fp, PI*‘]
00,3353 49,9286 » ) OWNEE 013 rozkiadow
B Wielorodiowa karta Xi MR innych niz normainy,
98,2838 47,7233 . o plany badan,
102.2175 51 622 ;I g Wielofrddtowa karta X-rednie i R planowanie
ol Wiglozrédiowa karta X-rednie i 5 e
medulach Analiza
procesy i Planowanie
oSt
IE? Ctwirz dane
s | S ol
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

Cld Zmienne |)

Pomiary (obs: =
Identyfilcatory probe [ .
¥ Stala licznost probk: Anuluj |
Minimalna liczba po [ Zestawy ]... |

Wiacz opoe
"Pokazuj tylko
ZMienne o
odpowiedniej skall”
aby na listach, w
zaleFnosci od
potrzeby, pojawisty
sig tylko zmienne
jekosoiows albo

Rozwin | Przyhliz | Wiy sz sbhie | Rozwin | Przyhliz
Identyf. prdbek (opcial: ;
I_ Elmienne dla karty T-kwadrat srednich Hotellinga i karty GV: da

[T Pokazuj tylko zmienne o odpowiedniej skz Podstawowe |Zbinr3,r | Specyfikacia | Etykiety, przyczyny, dzialania | oK

5 g | _ Ao |

Pomiary (ohserwacie): WSZYSTEIE

z : Caytaniz danych
C | Stalabconss prike: [4 oczekuje seri

Minimalna liczba pomiardw na proble: |2 _E

SELELT
LASES 3 | o El
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

v

T2 Hotelling srednich: dane w

Specyf. GV | Zhiory I Eksploracia I
Karty Hlwielowym.)
— Specyfikacia karty X{wiclowymiarowe)

Zhidr << | ﬂ|og.ﬁl prébek (domysiny) = |

—Wartosci oczekiwane
% Obliczona  Uzytkownika

T-kwadrat Hotellinga

%] Linia centralna: | Obliczomny wektaor
% Obliczona = Uzytkownika

Ml Obliczona
B

Liczhba prébel, z ktdnych
-

obliczono kowanancje:

<kﬂ UcL: | p=.001
=0,00135

':.;i L. ostrzegawcze: | Brak

= Otwérz spegff-l Zapisz speqf...'

%] Opde... | Zapiszjaku...l

€3 Eksplumj...l fi‘ Alcualizuj | E

v |

domyslnie a = 0,00135
(wykorzystywane do obliczenia UCL)

[IM &

16

14§
12 ¢
10}

T-kwadrat Hotellinga

Karta T2 Hotellinga dia érednich o=0,00135

[ T U IR S s 1

14,310

Bl
—ry

19,6303

2,0829

11,3552

o
| ¥
Al * ' !
4 [ Y * ::- T
3t WAL AR, ‘_.---"‘l ]
1f * ¥ ¥ — A 1
O+ X + E 'y
1 ] | | ] ] ]
Karta T2 Hotellinga dla srednich CF0,0Z
10
Q L
L I B e B R
= Ti 2
Z 6} L i
T 5¢ .
o it = L i 1 .::' |
o d N & S F i ] L e
= 2 | ER o .. ||| -::- . -:. F ;,----""
i 1F ik L "--._ .--" 4 T
Of& = . & *
-1 [

14 16 18

20
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

a=0,05
10 . T
o g ’
= » -
T S O Y A1 W S AL {6,0925
T Dodatkowe statvstvki opisowe B30 * - B x g-*
1o xq}- R e et 365
Karta T2 Hotellinga dla srednich (dane w statistica‘IE_:zl e . * ¥
Probka Centralna p=0,05 | w oblicz.
[ 13551601  0.297093) 6.092475 tak
2 1355160 0.200675  6,092475 tak
3 1,355160  4,343566  6,092475 tak
4 1,355160 1503831  6,092475 tak
5 1,355160  3.379670  6,092475 tak
6 1,355160 1545059  6,092475 tak
7 1,355160 2129631 6,092475 tak
8 1,355160 4.064173  6,092475 tak
9 1,355160 1909119 6,092475 tak
10 1355160  8.615638 6.092475 tak
11 1,355160  1.023660  6,092475 tak
12 1,355160  0.168024  6,092475 tak - _ £ :
liss 1365160 1149061 6092475 tak Dla poziomu a = 0,05 wartosci probek 10. i
14 1,356160  7.027923) 6.092475 tak 14. wskazujg na istotng zmiane Srednie;
-115 1,355160 0139442 6,092475 tak
¢|16 1,356160  2,546958  6,092475 tak procesu.
'E 17 1.355160  3.213851  6.092475 tak Wartosci statystyki T2 dla wszystkich prébek
il KE 1,355160  0.265390  6,092475 tak ) . _ _
=19 1,355160 1,391711  6.092475 tak mozna zobaczy¢ po wybraniu przycisku
IZE'I 1355760, 1.872i00, 5092475 ta“ﬂ'l Statystyki opisowe na zaktadce Karty.
v

HZNM
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

TZ Hotelling srednich: dane w stz P

Karty | Xfwielowym.)
Specyf. GV | Zbiory Eksploracia
T-kwadrat: 8,&6l15&638
Wariancja uocg.: 0,089205
Humer prabki: 10
Hazwa: 10 ﬁﬂ
|wzglednianie probek

& VWybrane

=~

Licznosé prébki: 4 |Sortowane wg probek

™ Prabli wskazujgce na rozregulowanie:
Foza graticani, konfiguracie
i~ Fawsze wybieraj ostatnig

_I Tak; uwzgledniaj w obliczeniach _I Mie
_I Mie uwzglednig) na wylkres

) vares roztoZzonego T-kwadrat diz

=10l x|

Wkres roztozonego T-kwadrat dla Probka: 14

Zmienng

Whkres roziozonego T-kwadrat dla Probka: 10

7 Wykres ro

1! Stupkowy

Aktualizg
Aktualizuj arkusz

£ Pokaz wyrdznianie
Wykresy wiasdwe., ..
Zabezpiecz wykres...

Mowy1 | Plot 1

=10l x|

—

1/4,652163
3/0,045915

[

Ustaw obszar wykresu

Wstaw kontrolke GLE. ..
Wstaw obiekt OLE...

[

Wl

Ustal wielkosc i skal. dokumentu...

F B E T E

2 Kopiuj wykres
Eh Whlg

Scal z wykresem ze schowka

& Drukuj wykres

Ctrl+C
Ctrl+v

Ctrl+P

3 Utwarz kopie wykresu
| Seal zwykresem. ..
a3
= £ Wykres rozii =] 4| (0 C
=
g2 j ranie ekranu
&) Opcie.. | Zapiszial 8 ! Stupkowy fwszystiie tytuty | phywajace teksty
&
. PO = |
Q_Boplou.. | £ Auais g Nowy1| Plat 1
'_
| 12,367241
¥ 30,840545] +|
Zmienne Jll o

HZNM
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STATISTICA - Karta kontrolna T2 (konfiguracja)

£ T2 Hotelling srednich: dane w statisiid ™ B4 | M podaj wektor srednich do wykorzystania w obliczeniach. i B3

Specyf. GV | Zbioy | Eksploragia | |  Podsjwektor rednich do wykorzystania w oblicasniach.

Karty X(wielowym.) 7l |x
~ Specyfikacia karty Kfwislowymiarows) —— Specyf. GV | Zbioy | Eksplomca |
Zhar << |ﬂ|Dng probek (domysiny) j Wartoéé Karty Kiwielowym )

— Wartosd = | 99 30780 — Specyfikacia karty X{wielowymiarowe)
| — & OBk ticownika L - zbitr << | 5> |[oust probek (domysiny) =]
2y N P, /N 49 88166
] Linia cerﬂalna.l[]bhcmny wektor i — Wartosci oczekiwane
I R I " Obliczona Izythownikca

|————" (Obliczona

<~ 2] Egma:l N ITI Anuly | & Linia caﬂalna:lﬂcze#ﬂwanes’redni&

Liczba probele, z ktanych ! .
obliczono kowarancje: IE' E \/x 21 Soms: " Obliczona % Uzytkownika
)| Podaj macierz kowariancji do wykorzystania w oblicz 4|" 90| Usyticownika
! ucL: | p=.0014 - - i ) Liczba probek, z ktdrych
_I Podsj mauuzluwm dullyluuz_',rstaua w ubiczeuadt.‘ obliczono kowanancje: |5 E
o Elementow macierzy powye] preekatne] nie treeba podawac.
ed L ua‘.rzegagcz&:l Brak WarteEci nad przekatng zostang zignorowans.

=] ucL: | p= 0014

= thérzspegrf.l Zapi;;speqrf...l X =
] L ustrzegav_.rcze:lﬁmk
X [ 1896651 s = Otwérz specyf. | () Zapisz specyf .

Y 0933283 1.102926

|
%] Opge... | Zapisz jako... | Anuluj | I—IUK Arui |
3, Ekeplony... | |‘ifi‘ B~ |

Po skonfigurowaniu karte nalezy zapisac
zapamietujgc oszacowane wartosci u i Z.
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STATISTICA - Karta kontrolna T? (monitorowanie)

EWiElﬂW‘[im iarowe karty kontrolne: dane w statis

Karta T2 Haotellinga dla Srednich

(B Otwéne pii zawiersiacy specyfikacie katy [} e '
I L e B S B S B B B B { 14.210
Podstawowe | Aktualizacia | A 2 12}
T 10}
{arta T2 Hotelinga (pojedyncze E‘ Cp 2 8} I"‘ i
Karta T2 Hotellinga dia $rednich - o E : . 2
Karta MEWMA dla pojedynczych obsenvaci Stenswania | E 2 .\‘H A e -
- o i L - i e i ": K - .
Karta MEWMA dia érednich e " olew " e e 13552
Wiglowymizrowa karta CUSUM '[‘?P-_‘;P“d-: 2 . | | . . |
EET— . R 2 4 & 10 12 14 16 18 20
g WieloZrddtowa karta Xi MR mb:;
Wielozrodlowa karta X-£rednie i R plancwanie ' o . . .
EZ= Wielozrodlowa karta X4redrie S et Po zapisie karty i uaktywnieniu
moduisen fnates arkusza z nowymi danymi nalezy
Sosuisdezen przejs¢ do dalszego monitorowania
E}' Chworz dane pI’OCGSU
sl & ul _
Karta T2 Hotellinga dia érednich Uwaga! granice karty dla fazy
3 konfiguracji i monitorowania
m 30 128,262 :
= W I e e e e e et My i iy £l r4 2L = .
£ _ powinny byc¢ rozne:
g UCL, = 14,310,
I
= 21
e ucL,, =—-UCL;, = 15,817.
= & ] 19
e Al . .
- — 118736 STATICTICA ustalita jednak:

HZNM

14 16 13 20

UCL,, = 28,262.
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STATISTICA - Karta kontrolna T? (monitorowanie)

Specyf. GV | Zhiory | Bhksploraga

Karty Hiwielowyr TZ Hotelling srednich: dane w stz ol .
~ Specyfikacja karty X(wielowymiarowe) — Specyf. GV | Zbioy | Eksploraca |
Zhar << |ﬂ|Dgél probek (dormysiny] Karty Hlwielowym.)
~Wartodci oczekiwane — | opecyfikacia karty Xfwislowymiarowe)

" Obliczona & Uzytk

" Obliczona @ Uyt | Zpig ¢« | ﬂ|og.ﬁl prébek (domysiny) = |

&) Linia ﬂﬂﬂttﬂmailﬂczekiwanes'redl Wartosci o wane

ﬁ*i —:m\

| obliczono kowariancie:

" Obliczona ' Uzytkownika
%] Linia cerﬂalna:lt]czem'wane Srednie

<- Liczba prabek, z ktérych IE—E " Obliczona @ Uzytkownika

| 2Dk ) Siema| :
-/._- =
2.1 ucL: - D014 Liczba prabek, z ktdrych
"'i_—l P <~ obliczono kowarancje: Iz[;. E

S ————

—

%] L ostrzegawcze: | Brak a

i thﬁrzspegf.' Zapisz spé

F= Otwérz spe

%] Opde... | Zapiszjaku...l
€3 Ekspmmj...H{“r‘

||

&l Opde.. |
€3 Eks;ﬂumj...li

—

HZNM

w] UCL: | p=.0014

T-kwadrat Hotellinga

':.;i L. ostrzegawcze: | Brak

13

Otrzyma roznica w  wartosci
granicy UCL jest konsekwencjg
ustawienia na karcie domysine;j
(rownej 5) liczby probek z ktorej
liczone sg parametry karty.

Po zmianie wartosci na wiasciwg
(tzn. 20 ) otrzymuje sie wynik
zgodny z oczekiwaniami.

Karta T2 Hotellinga dla srednich

--------------------------------------------------- 15,817

16
14
12}
10}
a
G
4
2
0
-2

g 10 12 14 16 13 20
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