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1. STATYSTYKA MATEMATYCZNA — TESTOWANIE HIPOTEZ PARAMETRYCZNYCH

Teoria weryfikacji hipotez statystycznych — zajmuje si¢ tworzeniem regul umozliwiajacych rozstrzyganie

o stusznosci sadow (hipotez statystycznych).

Hipotezy statystyczne sa sgdami dotyczacymi rozktadu populacji; hipotezy parametryczne dotycza

warto$ci parametréow rozktadu — sa najczesciej sprawdzanymi hipotezami statystycznymi, hipotezy

nieparametryczne sa np. opiniami dotyczacymi typu rozkladu czy przypuszczeniami o jednakowym
rozktadzie dwoch populacji.
Proces weryfikacji hipotezy polega na:

1.

postawieniu hipotezy zerowej Ho (poddawanej weryfikacji) i1 hipotezy alternatywnej H:
(przeciwstawnej weryfikowanej hipotezie Ho),

2. wyznaczeniu statystyki testowej (zaleznej od postawionych hipotez),

3. wyznaczeniu w oparciu o przyjety poziom istotnosci o tzw. obszaru krytycznego (jest to obszar

odrzucenia hipotezy Ho), lub
wyznaczeniu granicznego poziomu istotnosci (ang. p—value, pol. p—wartosé) tzn. najmniejszego
poziomu istotnosci przy ktorym hipoteza Ho moze zosta¢ odrzucona,

. podjecie decyzji o odrzuceniu hipotezy Ho w sytuacji gdy warto$¢ statystyki testowej nalezy do

obszaru krytycznego lub
gdy poziom istotnosci a jest wigkszy od poziomu granicznego p—value

(jezeli warto$¢ statystyki nie nalezy do obszaru krytycznego to nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy lub gdy poziom istotnosci « jest mniejszy od granicznego poziomu istotnosci p—value).

W przypadku hipotez parametrycznych, sprawdzajacych warto$¢ nieznanego parametru rozktadu:

hipoteza zerowa Ho zaktada, ze warto$¢ nieznanego parametru rozktadu @wynosi é, czyli:

Ho: 6= 6,
hipoteza alternatywna H1 ma najczesciej jedna z postaci:
a) Hi: 0< &, b) Hi: 6+ 6, C) Hi: 6> A0,

statystyka testowa jest estymatorem weryfikowanego parametru rozktadu,
obszar krytyczny jest wyznaczany w oparciu o rozktad przyjetej statystyki testowej, zatozony
poziom istotnosci a1 posta¢ hipotezy alternatywnej,

hipoteza zerowa jest odrzucana jezeli warto$¢ statystyki testowej przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej (tzn. warto$¢ estymatora weryfikowanego parametru rozktadu) nalezy do obszaru
krytycznego,

graniczny poziom istotnosci p-value jest wyznaczany w oparciu o rozklad przyjetej statystyki
testowe]j i jej warto$¢ przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej,

hipoteza zerowa jest odrzucana jezeli poziom istotnosci o jest wigkszy od granicznego poziomu
istotnosci p—value.
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Rys. 1. Obszar krytyczny a) lewostronny Hi: 8< é, b) obustronny Hi: 0+ &,
C) prawostronny Hi: 6> éh.

1.1. Weryfikacja hipotez dla sredniej
Statystykq testowg wykorzystywang podczas weryfikacji hipotez o wartoséci $redniej w populacji u jest
srednia z proby X.

Rozktad statystyki testowej, czyli w tym przypadku $redniej z proby, jest zalezny od posiadanej wiedzy o
populacji:

» jezeli populacja generalna ma rozktad My, o) przy czym znane jest odchylenie standardowe
populacji o to rozktad $redniej z proby jest zbiezny do rozktadu My, of V' n), do weryfikacji
hipotezy o $redniej wykorzystywana jest unormowana zmienna o rozktadzie MO, 1):

u=2"E XA,

T e

= jezeli populacja generalna ma rozktad My, o) przy czym nie jest znane odchylenie standardowe
populacji o (i nie mozna przyjaé, ze o ~ S poniewaz N jest mate) to po podstawieniu odchylenia z
proby do statystyki testowej otrzymuje si¢ jej nowa postac (patrz: przedziat ufnosci dla g):

t=2=H# /n.

]

statystyka ta ma rozktad t — Studenta o (n — 1) stopniach swobody.

Przyklad 1.
Rozktad pomiaréw dlugosci detalu jest rozktadem normalnym z odchyleniem standardowym o= 1.5. Na
podstawie 10 niezaleznych pomiarow dlugosci detalu wyznaczono jego $rednig dtugos$¢ réwng ok. 20.34.

Zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci = 0.01 hipotezg, ze rzeczywista dtugos$¢ detalu wynosi 20.

1. Nalezy zweryfikowaé hipoteze zerowq Ho: 1 = 20, wobec hipotezy alternatywnej Hi: u = 20.
2. W przypadku gdy znane jest odchylenie standardowe do zweryfikowania hipotezy przyjmowana jest
statystyka testowa:
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Obliczona na podstawie wynikOw z proby warto$¢ statystyki testowej (przy zatozeniu, ze hipoteza Ho
jest prawdziwa) wynosi:

n

u =%5_20\/Ez0.72.

3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu M0,1):

p o0
Yoey Yooy u, = _@_{%j - _Q_l(%j ~ 2.58.
vas
—Ugo Un Ua X

4. Poniewaz obliczona warto$¢ statystyki testowej znajduje poza obszarem krytycznym (|un| < |ua]) wigc
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Identyczny rezultat otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—Vvalue.

3. Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu M0,1):

A ¢(x)
/TN Yo p—value=®d(-u, )= d(-0.72)~ 0.24
Y p—-value Y p-value =

\ S &

p—value = 0.48

4
>

4. Poniewaz zatozony poziom istotnosci o jest mniejszy od obliczonej warto$ci p—value wigc nie ma

podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Y p—value /A\(D(X) Y p—value

Yo \ Yo

—Ug —Un Un Ua
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Przyktad 2.

Automat produkuje detale o nominalnej dtugosci 20. Wykonano 10 niezaleznych pomiaréw dtugosci
pewnego detalu otrzymujac wyniki: 20, 21, 22.4, 23, 21.3, 21.9, 20.6, 21, 19.8, 20.4. Czy obliczona

srednia dhugos¢ detalu rowna 21.14 pozwala na stwierdzenie, ze rzeczywista dtugos$¢ jest wicksza od

nominalnej. Przyja¢ poziom istotnosci o = 0.01.
1. Nalezy zweryfikowaé hipoteze zerowg Ho: 1= 20, wobec hipotezy alternatywnej Hi: x> 20.

2. W przypadku gdy odchylenie standardowe populacji nie jest znane, do zweryfikowania hipotezy
przyjmowana jest statystyka testowa:

t=2"H /n.

S
Obliczona na podstawie wynikow z proby wartos¢ statystyki testowej (przy zalozeniu, ze hipoteza Ho

jest prawdziwa) wynosi:

t, = 2114720 75 . 340
1.03

3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu t — Studenta o
(n — 1) stopniach swobody:

A f(X)
t, =Fl-a)=F)(0.99)~2.82.

t, =—F(a)=—-F(0.01)~2.82.

o

4. Poniewaz obliczona wartos$¢ statystyki testowej znajduje wewnatrz obszaru krytycznego (tn > to) wiec
hipoteze¢ Ho nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej Hi — co oznacza, ze z
prawdopodobienstwem btedu mniejszym od 0.01 mozna twierdzi¢, ze dlugos$¢ detalu jest wigksza od
nominalnej.

Identyczny rezultat otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—value.

3. Graniczny poziom istotnosci p—Vvalue wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu t-Studenta o
(n—1) stopniach swobody:

A ()

—value p-value=F,, ,(~t,)=F4(-3.49)~0.003

Tt X

4. Poniewaz zatozony poziom istotnosci « jest wigkszy od obliczonej wartos¢ p—value wiec hipotezg Ho

nalezy odrzucic.

)
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1.2. Weryfikacja hipotez o réwnosci srednich dwéch populacji

Hipotezy dotyczace réwnosci dwoch s$rednich sprawdzane sa w celu wyjasnienia przypadkowej lub

nieprzypadkowej rozbiezno$ci pewnego parametru populacji. W takim przypadku wykonywane sa dwie

serie pomiarow, dla kazdej z nich obliczana jest §rednia. Weryfikacja hipotezy sprowadza si¢ do zbadania

roznicy pomiedzy wyznaczonymi Srednimi.

Rozktad statystyki testowej, jest zalezny od posiadanej wiedzy o populacjach:

jezeli populacje generalne maja rozktad odpowiednio: Myu, o1) 1 Mup, o2) przy czym znane sg
odchylenia standardowe populacji o1 | o2, do weryfikacji hipotezy o roéwnosci S$rednich
wykorzystywana jest zmienna o rozktadzie MO, 1):
X1—X
U — 1 2 ,

2 2
O, O
01,9

n n

jezeli populacje generalne majg rozktad odpowiednio: Mya, o1) | Mue, o2) przy czym odchylenia

standardowe populacji o1 1 o2 nie sa znane ale sg rowne (o1=02), do weryfikacji hipotezy o réwnosci

srednich wykorzystywana jest zmienna o rozktad t — Studenta o (n1 — n2 — 2) stopniach swobody:

o 2 2
o XazXe gdzie: s =\/(nl ~1)sZ +(n, —1)s? |
1 (n,—1)+(n, -1)

S| —+—
r]l n2

Przykiad 3.

Wykonano dwie serie pomiaréw dlugosci detalu z jednakowa doktadno$cig o1 = o» = 1.5. W pierwszej
serii przeprowadzono 10 pomiaréw: 18, 21, 22.4, 23, 21.3, 21.9, 17.6, 21, 17.8, 19.4 a w drugiej 8
pomiarow: 22.1, 20.3, 21.4, 23.1, 21.1, 21.8, 20.6, 22.8. Zweryfikowa¢ na poziomie istotno$ci « = 0.01

hipoteze, ze rozbieznos¢ srednich jest nieprzypadkowa.

1.
2.

Nalezy zweryfikowac hipoteze zerowg Ho: pn = 112, wobec hipotezy alternatywnej Hi: pa # po.
W przypadku gdy znane sa odchylenia standardowe do zweryfikowania hipotezy przyjmowana jest
statystyka testowa:

X1 — X2
U= 2 2!
o’ O
01,02

nl n2
Obliczona na podstawie wynikéw z proby wartos¢ statystyki testowej (przy zatozeniu, ze hipoteza Ho

jest prawdziwa) wynosi (X = 20.34, X, =21.65):

U, = 2034-2165_  -131 ~_184.

2 2
15 18 o [1 1
10 8 10 8
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3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu M0,1):

4 o0

4 @ 4(0.01
Yoo Yoo u, =—@ (Ej:—@ (szZSS

—Ug  Un U

4. Poniewaz obliczona wartos$¢ statystyki testowej znajduje poza obszarem krytycznym (Jun| < |ua]) wiec
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Analogiczny wniosek otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—Vvalue.

3. Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu MO0,1):

4 ()
Y2 p-value Y2 p-value Y p—value = @(u, )= @(-1.84) ~ 0.033

Ya \ Ya M

p—value ~0.066

| | X
—Ug —Un Un Ug

4. Poniewaz zatozony poziom istotnosci o jest mniejszy od obliczonej warto$ci p—value wigc nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Przykiad 4.

Rozwigzaé zadanie z przyktadu 3. zaktadajac, ze odchylenia standardowe populacji o1 | o2 nie sg znane

ale sa rowne (o1=02).

1. Nalezy zweryfikowaé hipoteze zerowq Ho: tn = 1o, Wobec hipotezy alternatywnej Hi: tu # 1o.

2. W przypadku gdy nie sa znane odchylenia standardowe do zweryfikowania hipotezy przyjmowana
jest statystyka testowa:

t= X1 _;2 gdzie. S = (nl _1)512 + (n2 _1)522
’ ' (n,~2)+(n,-1)

S| —+—
nl n2

Obliczona na podstawie wynikéw z proby wartos¢ statystyki testowej (przy zatozeniu, ze hipoteza Ho
jest prawdziwa) wynosi:

20.34-21.65

1.64‘/i+1
10 8

x1=20.34, X, =21.65, 5, ~2.00, 5,~1.00, s~164, t, = ~-1.69.
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3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotno$ci dystrybuanty rozktadu t-Studenta o

(n1+n2—2) stopniach swobody
4 f(x)

Yoo Yo
4 (a 4 (0.01
ta = _Ft(llﬁ)(gj = Ft(ll6)(7} ~ 292

_tOf tn tC(

4. Poniewaz obliczona warto$¢ statystyki testowej znajduje poza obszarem krytycznym (|tn| < [te]) wigc
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Analogiczny wniosek otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—Vvalue.

3. Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty t-Studenta o
(n1+n2>—2) stopniach swobody

4 f(x)
Y p—value Y p—value

Yo p—value = Fyy)(~t,) = F)(~1.69) ~ 0.055
Yoo Yo

\ !

p—value~0.11

1 1
—toe —tn th ta

4. Poniewaz zalozony poziom istotnosci a jest mniejszy od obliczonej wartosci p—value wiec nie ma

podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

1.3. Weryfikacja hipotez o wariancji

Jezeli populacja generalna ma rozktad My, o©) przy czym nieznane sa $rednia i wariancja populacji,
wariancj¢ mozna szacowac na postawie proby wykorzystujac zalezno$¢:
s2-_ 1 (Xi —Y)Z.
n-14
Do weryfikacji hipotezy o wariancji wykorzystywana jest zmienna o rozktadzie x>0 v =n — 1 stopniach
swobody (n — liczebno$¢ wylosowanej proby):
,  (n-1)?

Z:O_Z

Rozktad zmiennej mozna pokaza¢ podstawiajac do powyzszego wzoru zaleznos$¢ opisujaca wariancje:

s RIS LIS (LR B L

o (o) i=1 i=1 o i=1 o i=1 o
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3% —u;(Y—u)Jr : (Y;u]z =i[xi —yT_Z(f_u)ixi _ﬂm[y_,,]z )

S S =S L RLs )

2
L(X = : : : : : ..
Suma Z('—‘uj jest sumg kwadratow n zmiennych o rozktadzie MO, 1) wiec zgodnie z definicjg ma
i1 o

X—u
n

o/vn

ma rozklad y?0 v = 1 stopniu swobody. Ostatecznie zmienna y” =(n—1)s*/c® ma rozktad y%o

2
rozktad y*0 v =n stopniach swobody, ( } jest kwadratem zmiennej o rozktadzie MO, 1) wiec

v = n — 1 stopniach swobody.

1.4. Weryfikacja hipotez o réwnosci wariancji dwéch populacji

Hipotezy dotyczace rownosci dwoch wariancji sprawdzane sa w celu wyjasnienia przypadkowej lub

nieprzypadkowej rozbieznos$ci doktadno$ci dwodch serii pomiarow.

Przy zalozeniu, ze populacje generalne majg rozktad odpowiednio: Myu, o1) | Mup, o2) 1 nie sg znane
parametry tych rozkladéw, do weryfikacji hipotezy o rownosci wariancji wykorzystywana jest zmienna o
rozktadzie F Snedecora (Fishera) o vi= n1 — 1 i v2= n2 — 1 (n1, n2 — liczebnos$ci prob wylosowanych z
obydwu populacji) stopniach swobody:

s : 1 =

F=2L dzie: s?=—— ) |X,=X]J.

s 9 n—1 ;( ' )2
Uwagi:
= Oznaczenia populacji przyjmowane sa w taki sposob, ze: s” > S-.
= Hipoteza alternatywna H: (wobec hipotezy zerowej H,:of =0 ) formutowana jest w postaci:

. 2 2
H,:o0; >0;.

Przykiad 5.

Wykonano dwie serie pomiarow dlugosci detalu uzyskujac wyniki takiej jak w przykladzie 3. Na
poziomie istotnosci o= 0.01 zweryfikowac¢ hipotez¢ o jednakowej wariancji obydwu serii pomiaréw.
Warto$¢ statystyki testowej wynosi (s, =2.00, s, ~1.00):
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Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajgc z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu F o vi= ny — 1 i
Vo= ny — 1 stopniach swobody:
4 f(x)

F, =Fonl-a)=F;,(0.99)~6.72.

Fn Fao

Warto$¢ statystyki poza obszarem krytycznym, nie mozna odrzuci¢ hipotezy Ho.

Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty F 0 vi= ny — 1 i
Vo= ny — 1 stopniach swobody:
p-value=1-F ., (F,)~1-0.96=0.04

Poniewaz zatozony poziom istotnosci « jest mniejszy od obliczonej wartosci p—value wigc nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

1.5. Weryfikacja hipotez dla frakcji (wskaznika struktury, procentu)

Podstawowe badania cech niemierzalnych dotycza badan frakcji elementéw wyrdznionych. Frakcja
(procent, wskaznik struktury) jest estymowana zalezno$cia:
L
p =,
n

gdzie: m — liczba elementow wyrdznionych w probie o liczebnosci n.

W przypadku duzej proby (n > 100) rozktad frakcji z proby jest zbiezny do W [ p, Pe=p) 1n_ P J -

Do weryfikacji hipotezy o frakcji wykorzystywana jest unormowana zmienna o rozktadzie MO, 1):

A

o P-p

[p-p)
n
Przyktad 6.

Wysunigto hipoteze, ze wadliwos¢ pewnego podzespotu wynosi 10%. W celu sprawdzenia tej hipotezy
wylosowano probke 100 podzespotdow i otrzymano w niej 15 podzespotow wadliwych. Zweryfikowac

hipoteze na poziomie istotnosci o = 0.05.

1. Nalezy zweryfikowaé hipoteze zerowq Ho: p = 10%, wobec hipotezy alternatywnej Hi: p = 10%.

)
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2. Obliczona na podstawie wynikow z proby warto$¢ statystyki testowej (przy zatozeniu, ze hipoteza Ho
jest prawdziwa) wynosi:

. 015-0.1

" 0109

100
3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu MO0,1):

~1.67.

N
Yoy Yoor u, =—@_1(%j=—@_l(0'—§5)z1.96.
Vo
—Ua Un Ua X

4. Poniewaz obliczona warto$¢ statystyki testowej znajduje poza obszarem krytycznym (|un| < |ue|) wigc
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Identyczny rezultat otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—Vvalue.

3. Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu M0,1):

4 o(x) Yo p—value = QD(— un) = @(—1.67) ~ 0.048

/TN _

Y p—value Y p—value D
\ / p—value ~0.096

—Un Un

4. Poniewaz zatozony poziom istotnosci o jest mniejszy od obliczonej warto$ci p—value wigc nie ma

podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Y p—value $ A Y p—value
/T

Yo \ Ya
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1.6. Weryfikacja hipotez o réownosci frakcji dwéch populacji

Hipotezy dotyczace réwnosci dwoch frakcji sprawdzane sg w celu wyjasnienia przypadkowej lub
nieprzypadkowej rozbieznosci frakcji elementéw wyrdznionych w obu populacjach.

W przypadku gdy liczebnosci obydwu populacji sa duze (>100) do weryfikacji hipotezy o réwnosci
frakcji wykorzystywana jest zmienna o rozktadzie MO, 1):

U = P, — P,
pl—p
n
gdzie: m1 — liczba elementow wyrdznionych w probie o liczebnosci ni, my — liczba elementéw
. e L m, m, — m +m, n,n,
wyrdznionych w probie o liczebnosci nz, p, =—, p,=—=,p= , = .
n, n, n,+n, n,+n,

Przyklad 7.

Wysunigto hipoteze, ze jakos¢ produkcji pewnego wyrobu po wprowadzeniu nowej technologii nie ulegta
zmianie. Wylosowano 120 sztuk wyprodukowanych starg technologia i otrzymano 12 sztuk wadliwych,
wsrod wylosowanych 160 sztuk wyprodukowanych nowa technologia i otrzymano 20 sztuk wadliwych.
Zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci « = 0.05 hipotez¢ o jednakowym wskazniku brakow przy produkcji
obydwoma metodami.

1. Nalezy zweryfikowaé hipoteze zerowg Ho: p1 = p2, wobec hipotezy alternatywnej Hi: p1 # pe.
2. Obliczona na podstawie wynikéw z prob warto$¢ statystyki testowej wynosi:
p,=0.1, p, =0.125, p~0.11, n~68.57
U - 0.1-0.125
" [0.11-0.89
68.57

3. Obszar krytyczny wyznacza si¢ korzystajac z odwrotnosci dystrybuanty rozktadu MO0,1):

~ —0.65.

N
Yorr Yorr u, :@_1(%12@_1[0'—215>]z—1.96.
X
—Ug Un Ua X

4. Poniewaz obliczona warto$¢ statystyki testowej znajduje poza obszarem krytycznym (|un| < |ue|) wigc
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Identyczny rezultat otrzymuje si¢ wyznaczajac graniczny poziom istotnosci p—value.

3. Graniczny poziom istotnosci p—value wyznacza si¢ korzystajac z dystrybuanty rozktadu MQ0,1):
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DODATEK: STATYSTYKA MATEMATYCZNA — CD.
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1.6. Parametryczne testy istotnosci — podsumowanie
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