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1. STATYSTYKA MATEMATYCZNA — TESTY ZGODNOSCI

Testy zgodno$ci naleza do grupy testow w ktorych weryfikowane sa hipotezy nieparametryczne
dotyczace zgodnosci proby z pewnym rozkladem teoretycznym (np. normalnym), najczescie]

stosowanymi testami zgodnosci sa: test 2 oraz test Kolmogorowa — Smirnowa.

1.1.Test zgodnosci x>

W tescie 2 dla zweryfikowania hipotezy o zgodnosci rozktadu proby z pewnym rozktadem teoretycznym
porownuje si¢ liczebnosci szeregu empirycznego (proby) z liczebnosciami szeregu teoretycznego. Do
wyznaczenia wartosci statystyki testowe] niezbedne jest pogrupowanie wynikow proby w szereg

rozdzielczy. Nastepnie wyznaczana jest warto$¢ statystyki:
2

2 . (ni _npi)
X =2
2
gdzie: r — liczba klas szeregu rozdzielczego; ni — liczebno$¢ i—tej klasy; n — liczebnos$é proby; pi —
prawdopodobienstwo teoretyczne, ze zmienna losowa o weryfikowanym typie rozktadu przyjmie warto$¢
nalezacg do i—tej klasy.
Przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy Ho (rozktad z proby jest zgodny z rozkladem teoretycznym)

statystyka 2 ma rozktad 2 o v = r — k — 1 stopniach swobody (k — liczba szacowanych parametroéw
rozktadu). Obszar krytyczny w tescie budowany jest jako prawostronny.

Uwagi: Liczebnos¢ przedzialow szeregu nie powinna by¢ mniejsza od 5. Konce przedziatow pierwszego i

ostatniego przyjmuje si¢ w nieskonczonosci.

Przyklad 1.

Wykonano 100 pomiardw dlugosci detalu. Srednia dlugo$é wyniosta X~20.96 a odchylenia
standardowe s=~0.69. Dane zebrano w postaci szeregu rozdzielczego. Zweryfikowa¢ na poziomie

istotnosci o = 0.01 hipoteze, ze rozktad dtugosci jest rozktadem normalnym.

Dhugos¢ Liczno$¢
[19, 19.5] 1
[19.5 20] 6
[20 20.5] 18
[20.5 21] 29
[21 21.5] 26
[21.5 22] 12
[22 22.5]

[22.5 23]
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Obliczenia wartoéci statystyki y? wygodnie jest przedstawia¢ w formie tabelarycznej. Ze wzgledu na to,

ze liczebnosci w dwoch przedziatach byty mniejsze od 5, przedzialy te zostaly potaczone z sgsiednimi.

Odchylenie

Lp od f\omlr.lalnej o 0 v N | (e p? (ni-n*pj)?
Srednicy Nn*p;

od do
1 20 7| 0.0828 8.28 -1.28 1.639 0.1962
2 20 20,5 18| 0.1699 | 16.99 1.01 1.017 0.0599
3 20,5 21 29 | 0.2690 | 26.90 2.10 4.399 0.1635
4 21 21,5 26 | 0.2591| 2591 0.09 0.008 0.0003
5 21,5 22 12| 0.1518 | 15.18 -3.18 10.095 0.6651
6 22 8| 0.0674 6.74 1.26 1.590 0.2360
z 100 1 x> 1.3228

Obliczona na podstawie wynikow z proby warto$¢ statystyki testowej wyniosta wigc:
72 ~1.3228.

Obszar krytyczny wyznacza si¢ wykorzystujac rozktad y? o 3 stopniach swobody (statystyka y? zostata
zbudowana na podstawie r = 6 klas szeregu rozdzielczego danych, 2 parametry rozktadu byty szacowane)

& f(X)

a 72=F} (-a)=F ;(3)(0.99)z11.35

/ 7% (6-2-1)

2 ! =X
Xn Xa
Warto$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym, nie mozna odrzuci¢ hipotezy Ho.

Graniczny poziom istotnosci p—value dla testu prawostronnego wynosi:
2
pvalie=1-F . (7?)=1-F ., (1.3228)~0.72

Zatozony poziom istotnosci « jest nizszy od poziomu granicznego nie mozna wigc odrzuci¢ hipotezy Ho.

1.2.Test zgodnosci A Koimogorowa (Kofmogorowa — Smirnowa)

W tescie A dla zweryfikowania hipotezy o zgodnos$ci rozktadu proby z pewnym rozktadem teoretycznym
poréwnuje si¢ dystrybuanty empiryczng 1 teoretyczng i jesli obydwie dystrybuanty majg we wszystkich
badanych punktach zblizone wartosci to uznaje si¢, ze hipoteza o zgodnos$ci rozktadu proby z badanym
rozktadem teoretycznym nie moze by¢ odrzucona. W przypadku testu Kotmogorowa zaklada sig, ze
dystrybuanta teoretyczna jest ciggla — test ten nie moze by¢ wigc stosowany do zbadania zgodno$ci
rozktadu z proby z rozktadem skokowym. Ograniczenia tego nie ma oméwiony powyzej test x>.

)
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Do budowy statystyki testowej A Kotlmogorowa wykorzystywana jest najwigksza roznica pomiedzy
dystrybuantami:

A =Dvn,
gdzie: D — maksymalna r6znica pomi¢dzy dystrybuantami empiryczng i teoretyczng, definiowana jako:

D =sup|F,(x)-F(x), sup — supremum, kres gorny zbioru, F,(x) — dystrybuanta empiryczna

(wyznaczana na podstawie rozkladu empirycznego przypisujacego kazdej wartosci z proby
prawdopodobienstwo 1/n), F(x) — dystrybuanta teoretyczna.

Statystyka A przy prawdziwosci hipotezy o zgodnos$ci rozktadu z wybranym rozktadem teoretycznym ma
rozktad A Kotmogorowa, obszar krytyczny w tescie budowany jest jako prawostronny.

Przyktad 2

Wykonano 5 pomiaréw dlugosci detalu: -1.0, 0.1, -0.6, 0.5, 1.5. Zweryfikowa¢ na poziomie istotnosci
a=0.01 hipoteze, ze rozktad dtugosci jest rozktadem normalnym standaryzowanym.

Dystrybuante empiryczng wyznacza si¢ przypisujac kazdej wartosci z proby prawdopodobienstwo
p=1/n, czyli w tym przypadku p=1/5=0.2. Porzadkujac wyniki pomiaréw dystrybuante empiryczna

mozna przedstawi¢ w postaci tabelarycznej oraz w postaci wykresu:

Fn(X) 1
0.8
x. | 10| 06]01]05] 15 0.6 /
Fn 0.2 04 | 06|08 ] 10 ’Aﬁ [F(Xi) — Fa(Xi-1)|
0.2 ()
D
0 1-06 0D5 15 x

Na powyzszym wykresie, dodatkowo linia w kolorze niebieskim, zaznaczono dystrybuante
standaryzowanego rozktadu normalnego. W tescie Kolmogorowa wyznaczana jest najwieksza roznica
pomigdzy dystrybuantami empiryczng a teoretyczng. Odlegtosci pomiedzy dystrybuantami wyznaczane
sg dla wszystkich danych z proby. Dla kazdego punktu liczone sg wtasciwie dwie odleglosci: odlegtos¢

pomigdzy dystrybuantg teoretyczng F(Xi) a dystrybuanta empiryczng F, (Xi) oraz odlegto$¢ pomiedzy

F (Xi ) aF, (XH). Obliczenia wartos$ci statystyki A wygodnie jest przedstawia¢ w formie tabelaryczne;.

Xi F(Xi): (D(Xi) F, (Xi) |F(Xi )_ F (Xix |F(Xi)_ Fn(xi—lj
-1.0 0.159 0.2 0.041 0.159
-0.6 0.274 0.4 0.125 0.074
0.1 0.540 0.6 0.060 0.140
0.5 0.692 0.8 0.109 0.092
1.5 0.933 1.0 0.067 0.133
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Najwigksza odlegtos¢ pomigdzy dystrybuantami wystgpita dla pierwszego punktu préby i1 wyniosta
D = 0.159. Warto$¢ statystyki testowej wynosi wiec A, = D+/n =0.159+/5 ~ 0.355.

Obszar krytyczny wyznacza si¢ wykorzystujac odwrotnos¢ dystrybuanty rozkladu testowej A

Kotmogorowa:

4 f(X)

A, =F'(1-a)=F,;*(0.99)~1.628

a

/ T

A A X

n a

Wartos$¢ statystyki testowej lezy poza obszarem krytycznym, nie mozna odrzuci¢ hipotezy Ho.

»
»

Graniczny poziom istotnosci p-value dla testu prawostronnego wynosi:
p—value=1-F,(1,)=1-F,(0.355) ~ 0.999

Zalozony poziom istotnosci « jest nizszy od poziomu granicznego nie mozna wigc odrzuci¢ hipotezy Ho.

2. STATYSTYKA MATEMATYCZNA — DOPASOWYWANIE | TRANSFORMACJA ROZKLADOW

Dopasowywanie rozkladu jest procedura poszukiwania rozkladu teoretycznego, ktory najlepiej
odpowiada danym empirycznym. Dobrze zidentyfikowany rozktad teoretyczny pozwala na prawidlowe
szacowanie prawdopodobienstw wystapienia okreslonych zdarzen, pozwala wigc na podejmowanie

wiasciwych decyzji.

Identyfikacja rozktadu teoretycznego, ktory najlepiej odpowiada zaobserwowanym danym to:
* wybor typu rozktadu,
= ustalenie wartos$ci parametrow tego rozktadu.
Parametry rozktadu teoretycznego sa na ogot szacowane przy pomocy:
* metody najwigkszej wiarygodnosci
Idea metody sprowadza si¢ do spostrzezenia, ze dane z proby sg najbardziej prawdopodobne dla
parametrow rozkladu odpowiadajgcych parametrom rozktadu populacji generalnej. W celu
znalezienia parametréw rozktadu budowana jest funkcja wiarygodnosci, ktora odpowiada
prawdopodobienstwu uzyskania warto$ci otrzymanych z proby. Ostatecznie, poszukiwane sa takie
warto$ci parametrow dla ktorych funkcja wiarygodnos$ci osigga warto$¢ maksymalna.
* metody momentow
Idea metody sprowadza si¢ do zalozenia, ze momenty teoretyczne rozktadu odpowiadaja
momentom z proby. W celu znalezienia parametrow rozktadu nalezy znalez¢ zwigzki opisujace

zalezno$¢ momentoéw teoretycznych od parametréw rozkladu. Ostatecznie, parametry rozkladu sg
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znajdowane w wyniku rozwigzania uktadu rownan, w ktorym momenty teoretyczne zastgpowane
sg momentami z proby.

Zgodnos¢ rozktadu empirycznego z wybranym rozktadem teoretycznym moze by¢ oceniana poprzez
analize¢ wykresoéw: histogramow z natozong funkcja gestosci rozktadu teoretycznego, wykresow Q-Q czy
wykreséw P—P lub poprzez testowanie hipotez 0 zgodnosci rozktadow.

W wielu przypadkach znajomo$¢ rozktadu danych jest niewystarczajagca. Wigkszo$¢ analiz statystycznych
dotyczy zmiennych o rozktadzie normalnym. W praktyce rozktad zmiennych czgsto odbiega od rozktadu
normalnego — w takim przypadku przed wykonaniem odpowiedniej analizy konieczne jest takie
przeksztatcenie zmiennych aby po wykonaniu przeksztalcenia ich rozktad byl bliski normalnemu.

Rzeczywisty rozktad zmiennej decyduje o transformacji, ktorg nalezy zastosowac, np.:
a) przeksztalcenie logarytmiczne
wykorzystywane dla zmiennych o rozktadzie zblizonym do rozktadu logarytmiczno-normalnego
(wariancja jest zblizona do pierwiastka ze $redniej),
transformacja przeprowadzana zgodnie ze wzorem:
Y =log(X)
lub gdy zmienna X przyjmuje wartosci < 0
Y =log(X +c), (c - przesunigcie zmiennej),
b) przeksztalcenie pierwiastkowe
wykorzystywane dla zmiennych o rozktadzie prawostronnie sko$nym, dla ktérych wariancja jest
zblizona do $redniej,
transformacja przeprowadzana zgodnie ze wzorem:
Y =X,
lub gdy zmienna X przyjmuje wartosci < 0
Y =JX +c, (c — przesunigcie zmiennej),
¢) przeksztatcenie Blissa
wykorzystywane dla zmiennych reprezentujacych dane dotyczace proporcji w sytuacji, gdy proporcje
te sg mniejsze od 0,2 lub wigksze od 0,8,
transformacja przeprowadzana zgodnie ze wzorem:

Y =arcsin (\/7) ,
lub gdy zmienna X przyjmuje wartosci < 0

Y =arcsin (\/ X + C), (c — przesunigcie zmiennej).

Przeksztalcenia a) — C) sa szczegdlnymi przypadkami przeksztatcen nalezacymi do rodziny przeksztatcen
Boxa — Coxa.
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Przeksztatcenie Boxa — Coxa

Transformacja przeprowadzana jest —
zgodnie ze wzorem: —1
) 05 /
A 05
lub gdy zmienna X przyjmuje wartosci < 0: _;
X +c) -1 0 - - - -
Y = (—), 0,5 1 15 2 2,5
A
(C — przesunigcie zmienne;j).
-1

Parametr A decyduje o rodzaju przeksztatcenia, np.:

= dlai=1 brak przeksztalcenia,

dlai=05  przeksztalcenie pierwiastkowe,

dlaz=0 przeksztalcenie logarytmiczne,

dlai=-0,5 odwrotnosé pierwiastka,

dlai=-1 odwrotnosé.

Przeksztatcenie dla 4 =0 mozna pokaza¢ wykorzystujac regute de I'Hospitala:
A _ H A
jim XL 2 X090 _ %),

A—0 A A—0 1

Nieznany parametr A potrzebny do przeksztatcenia zmiennej ktorej rozktad odbiega od normalnego moze
by¢ wyznaczony na kilka sposobow:

* na podstawie wykresu normalnosci zmiennej Y (wykres ten przedstawia zalezno$¢ kwantyli
empirycznych od kwantyli rozkladu normalnego, ktérego parametry sa uzaleznione od warto$ci
przeksztalconej zmiennej Y, maksymalizacja wspotczynnika korelacji liniowej zmiennych
przedstawianych na wykresie prowadzi do wyznaczenia optymalnej warto$ci parametru A),

» maksymalizujac funkcje najwigkszej wiarygodnosci (stosujac metode najwigkszej wiarygodnosci)
postaci:

L(1)= —glog (s?)+(2 —1)ian: log(X; ),

gdzie: s*> — odchylenie standardowe zmiennej Y, n— rozmiar proby.

Parametr A nie moze by¢ wyznaczony analityczne — konieczne jest wykorzystanie numerycznej metody
optymalizacyjnej (mozna zastosowac np. metode zlotego podziatu, ktora wykonuje minimalizacje funkcji

wyznaczajac kolejne przyblizenia minimum w zadanym przedziale, na rys. [a, c]).

)
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