HOMOMORFIZMY GRUP, ILOCZYN PROSTY GRUP

1. Niech funkcja ¢: G — G" bedzie homomorfizmem grup. Udowodni¢, ze:
aQ H<G = o¢(H)<G

b) H<G = ¢ (H)<G

c) ker ¢ jest dzielnikiem normalnym grupy G

d) Im ¢ jest podgrupa grupy G’
e) o jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {e} oraz Im ¢ =G (gdzie e
jest elementem neutralnym grupy G).

2. Sprawdzi¢, czy dana funkcja ¢ jest homomorfizmem grup:
a) ¢:Co>Re2)=|;

b) @:M(2,R)—>R,p(A)=det A;

¢) ¢:R—>R,p(a)=5a;

d) ¢@:R*—>R* ¢(a)=>5a.

3. Sprawdzi¢, czy dana funkcja ¢ jest homomorfizmem grup. Wyznaczy¢ jadro i obraz

tego homomorfizmu, gdy:
a) ¢:Z—>Z,p(@)=na;neN;

b) ¢:R*— R* ¢p(a)=a’;

c) @:C*—C*0(z)=|z;

d) ¢:C*>C*p(z)=z",meN;

e) ¢:R, »>R,p(a)=Iloga;

) o:Z2>2 ,p(@)=(),,neN;
9) ¢:Z, >1-1100) =L@ =-1;
h) @:GL(N,R) >R, ,p(A) =|det A.

4. Udowodni¢, ze funkcja ¢: G — G okreslona wzorem ¢(a) = a® jest homomorfizmem grup
wtedy 1 tylko wtedy, gdy G jest grupa abelowa.

5. Udowodni¢, ze:
a) M(2,R)=R%
b) Z,z=Oy;

b <2
c) G= XelZpz=Z.
01

d) R7{-11}=R;
e) R/R.={-11};
f) C/R=R;

g) C/Ci=Rs;

6. Opisac grupe R/ Z.



7. Udowodni¢, ze Z / nZ = Z,,.

8. Wyznaczy¢ (co do izomorfizmu) obrazy homomorficzne grup:
Zs, Zip, ®(8), CI)(Q), gdzie q)(n):({XENZ NWD(x,n)=1, x<n}, 'n)-

9.

Pokazac, ze apb < a = b(modn) jest kongruencja w pierscieniu (Z, +. ).

10.
Niech H bedzie podgrupa grupy <. Pokazac réwnowaznosc nastepujacych
warunkéw:

vb e G bH = Hb,

a

D—l

)

) Of jest kongruencja w grupie G, gdzie aOgb < ab™! € H,
c) O = 0, gdzie a®;b = a"'b € H.
)

)

o

vo € G b~'Hb=H (gdzie b"'Hb= {b~'hb| h € H},

Vb e G ¢,(H)= H, gdzie p, jest automorfizmem wewnetrznym dla
ustalonego b £ G (tzn. ¢,(z) = b~ 'zb dla z € G).

e

11.
Pokazac, ze zbiér wszystkich automorfizméw wewnetrznych tworzy pod-
grupe grupy (Aut(G):0). Czy jest to podgrupa normalna?

12. Obliczy¢ rzad grupy bedacej illoczynem prostym grup:
a) Z,xZ;xZ;
b) S,xZ,xZ,
C) S,xS,;xS, xS,
d) D,xD,.

13. Roztozy¢ na iloczyn prosty grupy cykliczne:
a) Zooo  b) Zseo ¢) Zeoo-

14. Sprawdzi¢, ze:
a) C*=R, ®C,
b) R*={-1}®R,
) C=R®LR.

15. Udowodnié, ze grupa Z nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci sumy prostej swoich
podgrup niezerowych.

16. Grupe ®(20) roztozy¢ na iloczyn prosty.



