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Wstep

Niniejszy zbiér zadan jest druga czeécia zestawu podrecznikéw do Analizy
matematycznej 1. Pierwsza czeScia tego zestawu jest podrecznik pt. , Definicje,
twierdzenia, wzory”, zawierajacy material teoretyczny omawiany na wyktadach. Z
kolei jego trzecia cze$é, pt. ,Kolokwia i egzaminy”, zawiera zadania z kolokwiow
i egzamindéw przeprowadzonych w poprzednich latach w Politechnice Wroctaw-
skiej. Podreczniki te sa przeznaczone gtéwnie dla studentéw politechnik. Moga z
nich korzystaé takze studenci akademii ekonomicznych 1 rolniczych oraz niektérych
wydziatéw uniwersytetéw.

Przyktady i zadania z niniejszego zbioru obejmuja rachunek rézniczkowy i
calkowy funkcji jednej zmiennej wraz z zastosowaniami. Ilustruja one materiat
omawiany na wyktadach. Zbiér ten zawiera przyktadowe zadania z pelnymi roz-
wigzaniami oraz podobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy, przy czym
poczatkowe ¢wiczenia sg z reguly najprostsze. Do wszystkich zadan podane sg od-
powiedzi lub wskazéwki. Nierozwigzane zadania tworza tzw. liste zadan*. Lista ta
powinna byé przerabiana przez studentéw samodzielnie lub na éwiczeniach. Aby
to utatwié¢ podzielono ja na 14 czeéci, przeznaczonych do realizacji w kolejnych ty-
godniach semestru. Przyktady i zadania z tego podrecznika sg podobnych typdéw
oraz maja zblizony stopieri trudnoéci do zadan, ktdre studenci zazwyczaj rozwia-
zuja na kolokwiach i egzaminach. Zadania oznaczone gwiazdka sg nieobowigzkowe 1
przeznaczono je dla studentéw, ktdrzy chea rozszerzyé swoje wiadomosci z analizy
matematycznej. Podobne zadania pojawiajg sie zwykle na egzaminach na oceng
celujaca.

*Lista zadan, program kursu oraz zasady jego zaliczania, zalecane w Politechnice Wro-
clawskiej, sa umieszczone na stronach internetowych Instytutu Matematyki pod adresem
WWW.im.pwWr.wroc.pl



Zachecamy studentéw do korzystania z programdéw komputerowych do obli-
czen symbolicznych. Przy pomocy tych programéw mozna sprawdzaé poprawnosé
wykonanych obliczen granic ciaggdw i funkcji, pochodnych oraz catek. Umozliwiaja
one takze prezentowanie wykreséw funkcji. Do najczesciej stosowanych programéw
komputerowych do obliczen symbolicznych mozna zaliczyé Derive, Matlab, Ma-
ple, Mathematica. Ogdlne zasady korzystania z tych programdéw beda omdwione
w przygotowywanej czwartej czeSci podrecznika pt. , Laboratorium komputerowe”.

Obecne wydanie zbioru zadan uzupeliono o dalsze przyktady i zadania oraz
o kolejne rysunki i wykresy. Poprawiono takze zauwazone bledy i usterki. Ponadto
dotaczono repetytorium zawierajace przyktady i zadania o zbiorach i funkcjach
liczbowych. Sa to zagadnienia znane studentom w wiekszosci ze szkoly éredniej.
Zalecamy samodzielne rozwigzanie tych zadan przed rozpoczeciem zajeé.

Dziekujemy Kolezankom i Kolegom z Instytutu Matematyki Politechniki Wro-
ctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o poprzednich wydaniach ksigzki.
Uprzejmie prosimy Czytelnikéw o przesylanie nam uwag o zbiorze zadan oraz
informacji o dostrzezonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

Instytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska
gewert@im.pwr.wroc.pl z.skoczylas@im.pwr.wroc.pl
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ZBIORY
| FUNKCJE LICZBOWE

Repetytorium

Zbiér liczb rzeczywistych (0.1)#. Zbiory ograniczone (0.2). Kresy
zbioréw (0.3). Funkcje - podstawowe okreélenia (0.4). Funkcje okre-
sowe, parzyste i nieparzyste (0.5). Funkcje ograniczone (0.6). Funkcje
monotoniczne (0.7). Zlozenia funkcji (0.8). Funkcje odwrotne (0.9).
Funkcje cyklometryczne (0.10). Funkcje elementarne (0.11). Niektére
funkcje nieelementarne (0.12).

Przyktady
® Przykiad 0.1

Zbadaé, czy podane zbiory sa ograniczone z dolu, sg ograniczone z gory, sg ogra-
niczone:

a) A={sinp:p€ Z}; b)BZ{%:n,mEN};
¢)C={z€R:2"— 1522 —100=0}; d) D={(-3)":n€ N}.

Rozwigzanie
a) Zbiér A jest ograniczony, gdyz dla kazdego p € Z spelnione sa nieréwnoéci

—1<sinp < 1.
b) Zbiér B jest ograniczony z dotu, gdyz dla dowolnych m,n € N spetniona jest nieréw-
no$é 0 < gl— Zbiér B nie jest jednak ograniczony z géry. Gdyby bowiem zalozy¢, ze zbidr
ten jest ograniczony z géry, to mielibySmy = < M dla pewnego M > 0 i dla dowolnych
m,n € N. Przyjmujac n = F(M)+ 1 oraz 171711= 1 otrzymamy

2 oEM)+1>M,
m

# Liczby w nawiasach oznaczaja numery paragraféw pierwszej czgsci podrecznika.
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co daje sprzeczno$é z przyjetym zalozeniem.

c) Zauwazmy najpierw, ze zbidr pierwiastkéw rzeczywistych dowolnego (niezerowego)
wielomianu jest skoficzony. Zauwazmy ponadto, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego
ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Zatem C, jako niepusty zbiér skonczony,
jest ograniczony.

d) Pokazemy najpierw, ze zbiér D nie jest ograniczony z géry. Niech M oznacza dowolna
liczbe dodatnia. Wéwczas dla liczb parzystych n spetniajacych warunek n > log, M
mamy (—3)" > M. Stad wynika, Ze zbidr ten nie jest ograniczony z géry. Przechodzimy
do uzasadnienia nieograniczonosci zbioru D z dotu. Niech M oznacza teraz dowolna liczbe
ujemna. Wéwczas dla liczb nieparzystych n spelniajacych warunek n > log,(—M) mamy
(=3)™ < M, co oznacza, ze zbiér D nie jest ograniczony z dotu.

Przykiad 0.2 .
Znalez¢ kresy dolne i gérne podanych zbioréw. Czy w tych zbiorach sa elementy
najmniejsze 1 najwieksze?

a) A=(0,1)Nn Q; b)B:{

n 1

1 :nEN}; c)C:{; :J:E(O,l]}.

Rozwiazanie

a) Zbiér A sklada si¢ z wszystkich liczb wymiernych z przedziatu (0,1). Pokazemy, ko-

rzystajac z definicji, ze inf A = 0. Mamy zatem uzasadnié, ze kazdy element zbioru A

jest nieujemny oraz, ze dla dowolnej liczby dodatniej € mozna dobraé taki element zo ze

zbioru A, dla ktérego prawdziwa jest nieréwnos$¢ zo < €. Warunek pierwszy jest oczy-

wisty. Przechodzimy zatem do uzasadnienia warunku drugiego. Niech e bedzie dowolna
1

liczba dodatnia oraz niech no oznacza liczbe naturalna spetniajaca nieréwnosé no > =.
€

. 1 . . i
Wtedy przyjmujac ro = — otrzymamy zo € A oraz zo < €. Podobnie mozna pokazaé,
no
ze sup A = 1. W zbiorze A nie ma elementu najmniejszego ani najwiekszego.

b) Zauwazmy najpierw, ze

n 1 1
— == —-—"  __ dla kaz N.
12 2eny1) Uakedegone
Elementy zbioru B sa zatem wyrazami ciagu rosnacego b, = ! — ! zbieznego
y Q' y a8 3Cego bn = 2 2(2n+l) g

do % Stad wynika, ze

sup B = lim b, = 1 oraz inf B=b = l

W zbiorze B jest element najmniejszy b; = 3 ale nie ma elementu najwiekszego.

c) Zbiér C jest zbiorem wartosci funkcji f(z) = 1 okreslonej na przedziale (0, 1]. Zatem

C =[1,00). Stad inf C =1 oraz sup C = co. W zbiorze C elementem najmniejszym jest
y =1, ale nie ma w nim elementu najwickszego, bo jest nieograniczony od géry.
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® Przykiad 0.3

Okresli¢ dziedziny naturalne i zbiory wartosci podanych funkcji:

2) f@) = Va5 b) (o) = VoaE o h()=sinT; ) p(e) = logs | cosal.

Rozwiazanie
a) Dla funkcji f(z) = &/z mamy Dy = R oraz Wy = R.
b) Dziedzina funkcji g(z) = / —2z2 jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci —z% > 0, ktéra
jest réwnowazna warunkowi z> = 0. Zatem Dy = {0} oraz Wy = {0}.
.. 1
¢) Dla funkcji h(z) = sin ~ mamy Dyn = R\ {0} oraz Wy, = [-1,1].
d) Dziedzina funkcji p(z) = log, | cos | jest zbiorem rozwiazai nieréwnosci |cosz| > 0,
T
ktéra jest réwnowazna warunkowi cosz # 0. Zatem D, = R\ tnm: n€ Z, .

Poniewaz funkcja | cos z| dla z € D) przyjmuje wszystkie wartoéci z przedziatu (0,1] oraz
poniewaz zbiorem wartoéci funkcji log, u, gdzie u € (0, 1], jest przedazial (=00, 0], wiec
takze Wy, = (—o0, 0].

® Przykiad 0.4

Zbadaé, czy podane funkcje sa ograniczone z dotu, s3 ograniczone z gory, sg ogra-
niczone:

a) f(z) =2%, b)g(z) =2°% «c) h(z)=cos %; d) p(z) = 1-z*

Rozwiazanie

a) Funkcja f(z) = 2° jest ograniczona z dotu, gdyz dla kazdego z € R mamy 27 > 0.

Funkcja f nie jest jednak ograniczona z géry, gdyz dla dowolnego M > 0 istnieje z >

log, M takie, ze 2° > M.

b) Funkcja g(z) = z° nie jest ograniczona z géry, gdyz dla dowolnego M > 0 istnieje

¢ > VM takie, ze z° > M. Z nieparzystoéci funkcji g wynika, ze nie jest ona takze

ograniczona z dotu.

¢) Funkcja h(z) = cos = jest ograniczona z dotu i z géry, gdyz dla kazdego z € R\ {0}
T

1
mamy —1 € cos — < 1.
z

d) Funkcja p(z) = 1 — z* jest ograniczona z géry, gdyz dla kazdego z € R mamy
1 — z* < 1. Funkcja ta nie jest jednak ograniczona z dotu, gdyz dla dowolnego M < 0
istnieje = > V1 — M takie, ze 1 — ot < M.

® Przykiad 0.5

Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskaza-
nych zbiorach:

a) f(z) ==z R; b)g(z)= %, (0,00); ¢) h(z) =z*+2?+1, (—o0,0].

Rozwiazanie
a) Pokazemy, ze funkcja f(z) = z> jest rosnaca na R. Niech z1,z2 € R oraz niech
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z1 < z2. Wtedy mamy
f(z2) = f(21) = (22)° = (21)° = (22 — 1) [(22)* + 7172 + (21)]
= (1:2 - Z‘]) l:(.’l)z + %)2 + %(11)2:] .

Zauwazmy, ze pierwszy czynnik otrzymanego iloczynu jest dodatni, a drugi jest nieujemny
(réwna si¢ 0 tylko dla z; = z2 = 0). Zatem

f(z2) = f(z1) >0,

co oznacza, ze funkcja f jest rosnaca na R.

b) Pokazemy, ze funkcja g(z) = = jest malejaca na przedziale (0,c0). Niech z1,z, €
T

(0,00) oraz niech z; < zo. Wtedy

1 1 1 — T2

g(z2) —g(z1) = — - — =

) T T1T2

Poniewaz licznik utamka jest ujemny a mianownik dodatni, wiec g (z2) — g (z1) < 0, co
oznacza, ze funkcja g jest malejaca na rozwazanym przedziale.

c) Pokazemy, ze funkcja h(z) = z* + «* + 1 jest malejaca na przedziale (=00, 0]. Niech
T1,z2 € (—00,0] oraz 1 < 2. Wtedy
h(z2) —h(z1) = (x% — :c'f) + (zg - zf)
= (2 = 71) (22 + 21) (25 + 27) + (22 — 21) (22 + 21) .

Poniewaz pierwsze czynniki w obu sktadnikach sa dodatnie a drugie ujemne, wiec h (z2)—
h(z1) < 0. Oznacza to, ze funkcja h jest malejaca na rozwazanym przedziale.

Przyktad 0.6

Okredli¢ funkcje ztozone: fo f, fog, go f, gog, jezeli:
a) f(z) = a°, g(x) = 2% b) f(z) =2+ cosz, g(z) = /.
Rozwiazanie

a) Mamy

(fo f)(z) = ff(z)] =( 2) = ¢*, gdzie ¢ € R.
(fog)(z)= f[g(:::)] =(2 ) = 221, gdzie = € R.

(90 f)(z)=g[f(z)]= 2(12) = 212, gdzie z € R.

(gog)(z) =glg(z)] = 2%) = 221:, gdzie z € R.

b) Mamy

(fof)(z)=flf(z)] =2+ cos(2+ cosz), gdzie z € R.
(fog)(z)= flg(z)] =2+ cos /x, gdzie z > 0.

(90 f)(z )‘g[f(x)]—\/m gdzie = € R.
(909)(x) = g[g(2)] = VV/z = ¥z, gdzie z >
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® Przykiad 0.7
Uzasadnié, ze podane funkcje sa réznowartoéciowe na wskazanych zbiorach:
a) f(z) =2° R; b)g(e) =12 (-00,0].

Rozwiazanie
a) Mamy pokazaé, ze

/\ [(zl # T2) = (zi’ # x%)} .
z1,52€R

Niech z;,z2 beda dowolnymi réznymi liczbami rzeczywistymi. Nie zmniejszajac ogdl-
noéci rozwazaii mozna przyjaé, ze 1 < z2. Mozliwe sa trzy przypadki: L. z,,22 > 0;
II. 21 €0,z2 > 0; III. 1,22 < 0. W pierwszym przypadku mamy 0 < z1 < z2. Wtedy

5 5 4 3 2 2 3 4
z; — 27 = (32 — T1) (1:2 + z5T1 + T5T] + T2 +zl) > 0,

bo oba czynniki sa dodatnie. Stad z} # z3. Podobnie przebiega uzasadnienie w trzecim
przypadku. W drugim przypadku mamy z1 < 01 z2 > 0lub z1 < 01 z2 > 0. Wtedy
23 <0izs>0lubz} <0i z5 > 0. Stad z} # 5. Funkcja f jest zatem réznowartosciowa
na R.

b) Mamy pokazad, ze

71,72 €(—00,0]
Niech z1, 22 beda dowolnymi réznymi liczbami niedodatnimi. Nie zmniejszajac ogdlnosci
rozwazai mozna przyjaé, ze 1 < z2 < 0. Wtedy 3 — 23 = (22 — 1) (z2 + 21) < 0,
bo pierwszy czynnik jest dodatni a drugi ujemny. Stad 23 # z3. Funkcja g(z) = z? jest
zatem réznowartoéciowa na przedziale (—oo, 0].

® Przykiad 0.8

Znalez¢ funkcje odwrotne do podanych:

a) f(z) =2—logsz; b)g(z)=

3 2
;o ¢) h(z) =z° — 3z“ + 3z + 27.
Rozwiazanie
a) Dziedzing funkcji y = f(z) = 2 — logg z jest przedzial (0, 00), a zbiorem wartosci jest
R. Funkcja odwrotna do f istnieje, bo funkcja ta jest malejaca, a zatem jest réznowar-
todciowa. Z réwnoéci y = 2 — log, £ mamy ¢ = 5°"¢ . Stad

z=f""(y)=5""

b) Dziedzing funkcji y = g(z) jest R. Zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat

_ 1
) T2 44
(0, Z) Funkcja odwrotna g~! istnieje, gdyz funkcja g jest malejaca, a zatem takze

réznowarto$ciowa. 7 réwnoéci y = ———
27 + 4

97" (y) = log, G - 4) .

mamy z = log, (l — 4) . Stad
Y



¢) Mamy y = h(z) = z°> — 32° 4+ 32 4+ 27 = (z — 1)® + 28. Dziedzina i zbiorem wartosci
funkcji h jest R. Funkcja odwrotna do h istnieje, bo funkcja ta jest rosnaca, a zatem jest
réznowartosciowa. Z réwnosci y = (z — 1)° + 28 mamy z = 1+ {/y — 28. Stad

z=hT'(y) =1+ /y - 28.

Przyktad* 0.9
Naszkicowaé wykresy funkcji:
a) f(z) = arcsin(sinz); b) g(x) = sin(arcsin z).

Rozwiazanie

a) Dziedzina funkcji f(z) = arcsin(sin z) jest R. Funkcja ta jest okresowa i ma okres
T 37

77

Dla z € [—% 5] mamy f(z) = z. Réwnoéé¢ ta wynika bezposrednio z definicji funkcji

odwrotnej. Dla = € (% 3—27[] mamy £ = 7 + u, gdzie u € <—~g —] Stad

T = 27 . Wykres funkcji f wystarczy zatem sporzadzié np. na przedziale [—

f(z) = arcsin(sin z) = arcsin [sin(7 + u)] = arcsin(—sin «) = — arcsin(sin u) = —u = 7—=z.

. 3 . . .
Na przedziale [—%, 7”] funkcja f jest okreslona wzorem:

T
z dla xe[—a,g],
T 37r}
202

f(z)=
T—z dla ze(

Korzystajac teraz z okresowosci funkcji f mozemy sporzadzié¢ jej wykres na R.
y=arcsin(sin x)

v
2
5 -
‘TE/\ 7o /\
__3"_
/2"'7"r \/2”\

_l
2

oy

b) Dziedzing funkcji g(z) = sin(arcsin z) v
jest przedziat [—1,1]. Dla z € [—1, 1] mamy 1 y=sin(arcsin z)

g(z) = sin(arcsin z) = z. o

Réwno$é ta wynika bezposrednio z definicji
funkcji odwrotnej. Wykres funkcji g przed-
stawiono na rysunku.

Przyktad 0.10

a) Przekrdj poprzeczny kanalu ma ksztalt polowy szeSciokata foremnego o boku
a = 3 m (rysunek).



Repetytorium - przyklady

Woda plynie w kanale z predko-
écia v = 2 m/s. Znaleié funkcje
okreslajaca ilo$é wody, jaka prze-
plywa przez ten przekrdj w ciggu
sekundy, w zalezno$ci od glebo-
koéci wody. Narysowaé wykres tej
funkcji;

b) Profil skoczni narciarskiej ma w
przyblizeniu ksztalt wykresu funk-
cji

y = asgn(zx) chi;—

(rysunek). Znalezé parametry a 1
b tej funkcji, jezeli skocznia ma
wymiary: wysoko$§¢ rozbiegu H =
50 m, dtugosé rozbiegu u podstawy
{ = 30 m, wysoko$é progu h = 6 m.
Opisaé, w jaki sposéb mozna otrzy-
maé wykres tej funkcji z wykresu
funkcji y = chz.

¢) Rakieta od chwili startu porusza
sie pionowo w gdre ze stala pred-
koécia v = 900 m/s. Kamera fo-
tografujaca automatycznie lot ra-
kiety znajduje sie na wzgorzu o wy-
sokoéci h = 200 m polozonym w
odlegtoéci I = 3600 m od miejsca
startu (rysunek). Znalez¢ funkcje,
ktéra opisuje kat nachylenia osi ka-
mery do poziomu w zaleznosci od
czasu. Narysowal wykres tej funk-
cji.

d) W tréjkat réwnoramienny o pod-
stawie a = 4 1 kacie z przy podsta-
wie wpisano okrag. Znalez¢ funkcje o
okreélajaca promien r tego okregu
w zaleznoéci od kata z. Narysowad z
wykres tej funkeji. 2l Pu— B

2

Rozwiazanie
a) W rozwiazaniu stosujemy oznaczenia podane na rysunku. Pole przekroju poprzecz-

. , b .
nego kanatu jest okreélone wzorem P(z) = a—2|- z. Korzystajac ze wzoru na wysokosé

a3 b3

tréjkata réwnobocznego mamy - +z= 5 stad b=a + —2—1:.

V3
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Pole przekroju poprzecznego jest zatem réwne

a—+a-+ 2z 2
P(z)z__é._l.x:%—-f-a:l), v

a/3 V=V(z)

gdzie 0 < z < ——. llo$¢ wody, jaka prze- :

plynie przez kanal w ciagu sekundy, jest wiec |

I

réwna o |
V(z) = Plz)- e i ’

= P v
1'2 2 2
=|—=+432 | 2= —2z" + 6z,
(ﬁ 73

gdzie 0 <z < i\é—g Wykres funkcji V' (fuk paraboli) przedstawiono na rysunku.
b) Zauwazmy najpierw, ze % = ach9 = a. Stad ¢ = 3. Zauwazmy ponadto, ze
y() = H + g Zatem ch% = % Korzystajac z tablic funkcji hiperbolicznych lub

rozwiazujac odpowiednie réwnanie wykladnicze otrzymamy b =~ 8.40. Funkcja okreéla-

Jjaca profil skoczni ma wiec réwnanie y = 3sgn (z)ch Sxm, gdzie |z| < 30. Wykres tej
funkcji dla z > 0 mozna uzyskaé z wykresu funkcji y = chz po zastosowaniu naste-
pujacych przeksztalcen plaszczyzny: powinowactwo wzgledem osi Oy w skali k = 8.40;
powinowactwo wzgledem osi Oz w skali k£ = 3. Stosujac te same przeksztalcenia do wy-

kresu funkcji y = —chz otrzymamy wykres rozwazanej funkcji dla z < 0.

c) Tangens kata nachylenia osi kamery do poziomu jest okre$lony przez zaleznosé

H—h _v-t—h _ 900t — 200

t = = = dzie t > 0.
8 1 ] 3600 @ SCTZ
Stad
9t — 2 2
a = at) = arctg = arctg [l (t - —)] . afrad]
4 9 _
z
Wykres tej funkcji mozna uzyskaé z wykresu a=a(t)
funkcji @ = arctgt po zastosowaniu prze-
ksztalceni: powinowactwo wzgledem osi Oa o
wzskah k = 4, przesunigcie o wektor W = 77 Too]
(5,0) . Wykres funkcji o przedstawiono na
rysunku.
d) W tréjkacie ASO mamy tg; = —2— (rysunek). Zatem
2

)

r=r(z)=%tg§:2tg

|8

gdzie 0 < z < g— Wykres funkcji r przedstawiono na rysunku. Wykres tej funkcji po-

wstaje z wykresu funkcji r = tgz przez powinowactwo w skali k = 2 wzgledem osi Or
oraz powinowactwo w skali k¥ = 2 wzgledem osi Oz.



a) Na parterze wielopietrowego budynku z winda jest m mieszkani, a na kazdym
pietrze jest po r mieszkari. Wykorzystujac funkcje cz¢sé catkowita znalez¢ funk-
cje okreélajaca numer guzika, ktory trzeba przycisnaé w windzie, aby dojechaé
do pietra, na ktérym jest mieszkanie o numerze n. Narysow¢ wykres tej funkcji
dlam =4 oraz r = 3;

b) Podatek VAT jest obliczany nastgpujaco: kwota przychodu jest zaokraglana do
pelnych zlotych przez odrzucenie groszy. Nastepnie oblicza sig¢ 22% z tej kwoty,
a wynik jest zaokraglany w dét do pelnych zlotych. Poda¢ wzér na podatek
VAT w zaleznoéci od kwoty z przychodu.

Rozwiazanie
a) Funkcja p wskazujaca numer pietra, na ktérym jest mieszkanie o numerze n jest
okreslona wzorem

0 dla 1 < n<m,

gdzie F(u) oznacza cze$é catkowita liczby u.

Dla danych z zadania funkcja ta ma postaé P
3 » p=p(n)
0 dla 1< n <4, 2 e v e
p=p(n) = E(u)—l-l dla n > 4, ! e
3 o 123456780911 n

gdzie n € N. Wykres funkcji p przedsta-

wiono na rysunku.

b) Jezeli z oznacza wielkoéé przychodu netto w zl, to E(z) jest przychodem z pominigciem
groszy. Podatek VAT jest zatem okreslony wzorem

VAT(z) = E [0.22E (z)] .



18 Zbiory i funkcje liczbowe

Zadania

O Zadanie 0.1
Zbadat, czy podane zbiory s3 ograniczone z dotu, sa ograniczone z géry, sa ogra-
niczone:

a) A={2": z € Z}; b) B={z€ R: sinz <0};

2
c)C:{ﬁ: nGN}; d) D={3—-|z|: z € R}.
O Zadanie 0.2
Znalez¢ kresy dolne i gérne podanych zbioréw. Czy w tych zbiorach sa elementy
najmniejsze 1 najwieksze?

777 117 V2 3
={— — — L o opnyp={¥X2_V2. :
2) A {10’100’1000’ } ) B {n m ”’mEN}’
c)C:{xEQ:J,’2<3}; d)D:{xER:$2—5|CE|+4<0}.
O Zadanie 0.3

Okregli¢ dziedziny naturalne i zbiory wartosci podanych funkcji:

a) f(z) = Vsinz; b)g(z) = 1

1+cosa:;
1

z3 —
) h(@) = S22 d) a(z) = logs (1 + Ja]).

O Zadanie 0.4
Zbada¢, czy podane funkcje s3 ograniczone z dotu, sa ograniczone z géry, s3 ogra-
niczone:
a) f(x) =1+3% b)g(z)=4—3cosz;
¢) h(z) =logyz; d) p(z)=2- 3z — z2.

O Zadanie 0.5
Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskaza-
nych zbiorach:
a) f(z) = -4z +5, R; b)g(z)=Vz, R;
1

) hz) = 75, (00,05 4) p(e) = -2 [1,00)

O Zadanie 0.6
Okresli¢ funkcje ztozone fo f, fog, go f, gog, jezeli:

2) f@) = 1, 9(x) = 2% b) f(z) = logy 7, g(x) = 2

O Zadanie 0.7
Uzasadni¢, ze podane funkcje sa réznowartoéciowe na wskazanych zbiorach:

9 f@)= 1 B\{OL b)g(e) =%, 0,00); o) h(e) = V&, [0,00).
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O Zadanie 0.8
Znalez¢ funkcje odwrotne do podanych:

a) f(z) =1-377%;
¢) h(z) = z®sgnz;

O Zadanie* 0.9
Naszkicowaé wykresy funkeji:

a) f(z) = arctg(tg z);

O Zadanie 0.10

a)

Zbiornik na paliwo ma ksztalt walca
o osi poziomej. Srednica zbiornika
wynosi d = 4 m, a dlugoé¢ | = 10
m (rysunek). Ilo§¢ paliwa w zbior-
niku okresla si¢ na podstawie po-
miaru jego poziomu. Znalez¢ funkcje
V okredlajaca ilo$é¢ paliwa w zbior-
niku w zaleznosci od jego poziomu
z. Naszkicowaé przyblizony wykres
tej funkeyi;

Przewody linii wysokiego napiecia
zawieszone miedzy dwoma stupami
maja ksztalt kosinusoidy hiperbo-
liczne] opisanej réwnaniem y =
ch(az + b) (rysunek). Znalezé para-
metry a i b tej funkeji, jezeli H = 20
m, ! = 100 m, A = 10 m. Opi-
sa¢, w jaki sposdb z wykresu funk-
¢ji y = ch z mozna otrzymac wykres
funkcji y = ch (az + b);

Barka o masie M = 20 t ma po-
wierzchnie S = 100m? (rysunek).
Znalez¢ funkcje wyrazajaca zanurze-
nie z barki w zaleznosci od masy
m przewozonego tadunku. Okreslié
dziedzine tej funkcji, jezeli mak-
symalne zanurzenie barki wynosi
Zmax = 2 m. Narysowal wykres te)
funkcji.

O Zadanie* 0.11

a) Bankomat PKO wyplaca pienigdze w banknotach o nominatach 200, 100, 50,
20 oraz 10 zt, przy czym wydaje zawsze minimalna liczbe banknotéw. Znalezé
wzory okreslajace liczbe banknotéw o nominatach 200 i 100 zt w zaleznosci od

wybieranej kwoty;

b) g(z) = z° + V/3;
d) p(z) =3 - Ve +2.

b) g(z) = tg(arctg ).

19
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i fun bowe

b) W zegarku elektronicznym impuls jest generowany co sekunde. Korzystajac
z funkcji cze$¢ calkowita zapisaé aktualny czas w postaci gg : mm : ss w
zaleznoéci od liczby z impulséw. Rozwazyé dwie mozliwoéci 1) 00 < gg < 24
oraz ii) 00 < gg < 12. Przyjaé, ze generowanie impulséw rozpoczeto o pétnocy.

Odpowiedzi i wskazdéwki

0.1 a) zbidr A jest ograniczony z dotu (m = 0), ale nie jest ograniczony z géry; b) zbiér B
. . . . , ., . . 1Y\ .

nie jest ograniczony ani z dotu ani z géry; c) zbiér C jest ograniczony z dotu (m = 5) iz

gory (M = 2); d) zbiér D jest ograniczony z géry (M = 3), ale nie jest ograniczony z dotu.

. 7 . 7 7 . . ..
0.2a)inffA= — minA= —,supA = 3 w zbiorze A nie ma elementu najwigkszego;

10
b) inf B = -3, sup B = V/2, w zbiorze B nie ma elementu najmniejszego ani najwiek-
szego; ¢) infC = —v/3, supC = V3, w zbiorze C nie ma elementu najmniejszego ani

najwigkszego; d) inf D = —4, min D = —4, sup D = 4, max D = 4.

0.3a) Dy=...U[-2r,—m]U[0,r]U[27,37]U..., W; =[0,1];

b) Dy = R\{r +2kn: k€ Z}, Wy = [%,oo);c) Dp = (—00,1)U(1,00), Wp, = [%,oo);
d) D, = R, W, = [0, 00).

0.4 a) funkcja f jest ograniczona z dotu (m = 1), ale nie jest ograniczona z géry;

b) funkcja g jest ograniczona z dotu (m = 1) iz géry (M = 7);
c) funkcja h nie jest ograniczona z ani dotu ani z géry;

d) funkcja p jest ograniczona z géry (M = T) , ale nie jest ograniczona z dotu.

0.6 a) (fof)(z)=xzdlaz #0, (fog)(z)= —Ilz—dlax;éo, (go f)(z) = *zlfdla:c;éo,
(gog)(z)=z*dlaz e R.
y

fof fog
gof

o

£3
o z o z

b) (fo f)(z) =log, (log,z) dla z > 1, (fog)(z) =z dlaz € R, (go f)(z) =z dlaz >0,
(gog)(z)=2"" dlaz € R.




Repetytorium - odpowiedzi i wskazowki

v fof gog

m@%: 2)
1

2

gof

[e]

0.8 a) f'(y) = —log,(1 — ), gdzie y < 1; b) g y) = \5/ y — V3, gdzie € R;
c) b} (y) = sgnyysgny, gdzie y € R; d) p! (y)=0B8- y)3 — 2, gdzie y € R.

0.9%
a)

b)

y=arctg(tgz)

Yy
y=tg(arctgz)

-2 fLr -5 /lo 3 /r F= o z
=%
2 2 _
0.10 a) V(z) =1 (Zrél— + (z - g) Vrd—z2+ —‘f—l-arcsin 2zd , gdzie 0 < z < d;

b) b ~ —3.6887 (b ~ 3.6887 > 0 odrzucamy ze wzgledu na ksztalt linii), a ~ 0.0777.
Do wykresu funkcji y = chz nalezy zastosowaé powinowactwo wzglgdem osi Oy oraz
przesuniecie w prawo wzdluz osi Oz;

20 .
c)z= 1-(§-Om’ gdzie 0 < m < 180 oraz vy =1 [#] .
14
L R - V=V(z)
maZ2i b :
8 :
: |
o % d =z | m[t]
. z — 200E (2%)
0.11% a) byoo = £ (m>, bioo = F 100 , gdzie z jest wybierana kwota;
T T
$s —x—E(a)ﬁO, 38 —-z—E<€6)~60,
b) i) mm:E(i)_E( z ).60, i) mm=E(i)_E(_f_),6oy
60 3600 60 3600
T T T T
=E( )—E( ).24; :E(——)—E(———)-lz
99 3600 86400 99 3600 43200
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CIAGI LICZBOWE

Pierwszy tydzien

Podstawowe okreSlenia (1.1) Granice ciagéw (1.2). Twierdzenia o
granicach wlaSciwych ciagéw (1.3).

Przyktady
Przyktad 1.1

Na podstawie wartosci kilku poczatkowych wyrazéw podanych ciggéw znalezé ich
wzory ogdlne:

a) (an) = (7,3,—-1,-5,..); b) (bs) = (8,12,18,27,.. );

¢) (¢a) = (1,0,1,0, .. ); d) (dn) = (1,11,111,1111,...);
e*) (ex) = (7,7,9,9,7,7,9,9,..); %) (fa) = (1,3,6,10,15,21,.. ).
Rozwiazanie

a) Latwo zauwazyé, ze réznice miedzy kolejnymi wyrazami ciagu (an) sa stale, zatem
jest on ciagiem arytmetycznym. W tym ciagu mamy a; = 7 oraz r = —4. Stad

an=a1+(n—-1)r="7+4(n—1)(—4) = 11 — 4n, gdzie n € N.
b) Zauwazmy, ze ilorazy kolejnych wyrazéw ciagu (bn) sa stale, zatem jest on ciagiem

. 3
eometrycznym. W tym ciagu mamy b; = 8 oraz ¢ = —. Stad
& 2

- 3\ ! .
b =b1q" 1=8-(§) , gdzie n € N.

c) Rozwazany ciag jest okresowy o okresie 2. W rozwiazaniu wykorzystamy ciag

(=)™ = (1,-1,1,-1,...),

. . . . 1-1 . . .
ktéry takze ma okres 2. Poniewaz 1 = oraz 0 = 5 wiec poszukiwany wzdr ma

postaé
14 (=1)"! :
Ccp = —j——(-z)—, gdzie n € N.
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d) Kolejne wyrazy ciagu (dn) sa sumami poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego
(1,10,100, 1000, ...). Rzeczywiscie mamy

dy = 1 =1,
dy = 11 = 1410,
ds = 111 = 1+ 10 + 100,

dy = 1111 = 1+ 10+ 100 + 1000.

Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego otrzy-
mamy

1-10" 10" -1

dn=1+1 0% +... 1. =
+10410%4...+10 0 5

, gdzie n € N.

e*) Zauwazmy najpierw, ze liczby 7 1 9 mozna przedstawi¢ w postaci
7=8+ (-1,  9=84(-1)%

Wystarczy wiec znalezé ciag, ktéry przyjmuje kolejno dwie wartoéci nieparzyste, nastep-

nie dwie parzyste itd. Takim ciagiem jest np. E (%) . Zatem ostatecznie mamy

E (ntl
en =8+ (1) ( 2 )
£*) Dla liczb naturalnych k¥ = 2,3,4,5,...,n obliczamy réznice fx — fx—1. Mamy

fo=fi=2, fa—f2=3, fa—fa=4, fs—fs =5 ..., fa—fa1=n
Dodajac stronami te réwnosci otrzymamy
fa—fi=2+43+445+... +n
Stad, poniewaz f; = 1, mamy

n(n+1).

fa=14243+445+. . +n=——

Uwaga. Kazde z zadan ma nieskoficzenie wiele rozwiazan. Inne wzory okreélajace te ciagi
maja postaé h(n) +C(n—1)(n—2)(n—3)...(n—8), gdzie C € R, a h(n) jest podanym
wyzej wzorem okreélajacym ciagi (an), (bn), (cn), (dn), (€n) lub (fn)

Przykiad 1.2 . .

Dla podanych ciaggéw napisaé wzory okreslajace wskazane wyrazy tych ciagéw:
a) ap = (n+10)!, ant3; b) bp=(n+1)", bap_1;

&) en=VI+V2+V3+...+/n, c;

1 1 1 1
Q) dy = — ) dps.
V= Gt o Ty T T @y

Rozwiazanie
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b) b1 =[(2n-1)+ 1P = (zn)’zn—l.
) ¢, =VI+VZ+V3+.. A0 — 24y/n% = 1+Vn2.
1 1

1 1
CER D E R R CES)
1 1 1 1 1 1
Tt terotmry Tt @y T

d) dn+l =

DTN T

Przyktad 1.3

Zbadal, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:

37’1«

a) a, = m; b) b, = 1000 — v/n; <) ¢p = (-=n)*; d) d, = V/nt+4.
Rozwiazanie

a) Ciag (an) jest ograniczony z dolu przez liczbe m = 0, gdyz dla kazdego n € N

spelniona jest nieréwnosé
n

>0=m.

BT
Ciag ten jest ograniczony z gory przez liczbe M = 1, gdyz dla kazdego n € N spelniona
jest nieréwno$é
3" M
I =gwys S

Ciag (an) jest zatem ograniczony.
b) Ciag (bn) jest ograniczony z gory przez liczbe M = 999, gdyz dla kazdego n € N
spelniona jest nieréwnos$é

b, = 1000 — /n < 999 = M.

Ciag ten nie jest jednak ograniczony z dotu, gdyz dla kazdej liczby rzeczywistej m istnieje
liczba naturalna no taka, ze

b,y = 1000 — \/ng < m.
Rzeczywiscie, wystarczy przyja¢ no = [1001 — E(m)]z, aby spelniona byla powyzsza
nieréwnosé.
c) Ciag (cn) nie jest ograniczony z dolu ani z géry. Wykazemy jego nieograniczonosé

z gory. Dowdd nieograniczonoéci z dotu jest podobny. Niech M bedzie dowolna liczba
dodatniag. Mamy pokazaé, ze istnieje liczba naturalna no, dla ktérej zachodzi nieréwnosé

€y = (=10) " > M.

Liczba taka jest np. no = 2[E(M) +1].
d) Ciag (dn) jest ograniczony z dotu przez liczbe m = 1, gdyz dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest nieréwno$é

dn=13/nt+4>Vnt=n>1=m.

Ciag ten nie jest ograniczony z gory, gdyz ciag di, = n, o mniejszych wyrazach, nie jest
ograniczony z gory.
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® Przyktad 1.4

Zbada¢, czy podane ciagi sa monotoniczne od pewnego miejsca:

2
1
a)an:—T—L——; b)bn:nT ; c) cn = Vn?2+4n —n;
n!

n+1
T Y _ nl(2n)!
d) d, = cos o e¥) e, = Vb +67; f*) fr = Gy

Rozwigzanie
a) Zbadamy znak réznicy an41 — an. Mamy

n+1 n 1

- = kazd N.
e R (n+1)(n+2)>0d]a azdego n €

An41 — An =

Poniewaz réznica ta jest dodatnia, wiec ciag (an) jest rosnacy.

b) Mamy
(n4+1)>+1
bogr . (m+1)! (n+1)*+1  n’4+2n42
b n241 (n+1)(m2+1) nP4n24n+1’
n!

Zbadamy teraz dla jakich liczb naturalnych iloraz ten jest mniejszy od 1. Mamy

n?® 4 2n 42
nd+n?4+n+1

Ostatnia nieréwno$é jest spelniona dla liczb naturalnych n > 2. Poniewaz badany ciag

<1<=)n2+2n+2<n3+n2+n+1<=¢n+1<n34:>1+%<n2.

ma wyrazy dodatnie oraz dla n > 2 jego wyrazy spelniaja nieréwnosc L« 1, wiec

n
jest on malejacy od numeru ng = 2.

¢) Mamy

4 4 4
chn=\/n?2+4n —n= n = Oraz Cn41 =

Vn2+4n+n 4 4 '
1+4—-+41 14 ——+1
n n+1

Pokazemy bezposrednio, ze cnt+1 > cn dla n € N. Rzeczywiscie, wychodzac od oczywistej
relacji n + 1 > n, otrzymamy kolejno réwnowazne nieréwnosci

4 4 4 4 4
— <= = = — 14— = 241
n+1<n’ 1+n+1<1+n’ \/1+ <\/+ \/1+ +1<\/1+n+1
Stad mamy

4 4

Cnt1 = >
4 4
Vitaertt o yirg

czyli jak zadano. Oznacza to, ze ciag (cn) jest rosnacy.

= Cn,

d) Pokazemy, ze ciag (dn) jest rosnacy. W dowodzie wykorzystamy fakt, ze funkcja
f(z) = cosz jest malejaca na przedziale [0, %] . Dla n € N liczby postaci 21 naleza
n
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do przedziatu [0, g] . Poniewaz o > wigc z monotonicznosci funkcji f na
n

_T
2(n+1) "’

przedziale {0, —;E] wynika nieréwno$é

dpn = cos — < cos il =d
T 2n 2(n+1) M0

5 n
en=V5rrom=67/(2) 41
Zauwazmy, ze dla n € N zachodzi nieréwnosé
5\ " 5 n+1
N s (3
(5) +1>() +
Aby uzasadni¢ monotoniczno$¢ ciagu (en) skorzystamy z oczywistej nieréwnosci ¥/a >

»+/a dla ustalonego a > 1 oraz monotonicznosci funkcji ¥/ dla ustalonego k € N. Dla
dowolnej liczby naturalnej » mamy zatem

n+1 n+1 n
ennn =614 () <oifie () <otfin (B) =en

Oznacza to, ze ciag (en) jest malejacy.

czyli ciag (dn) jest rosnacy.
e*) Mamy

*) Poniewaz fn > 0 dla n € N, wiec, aby zbada¢ monotonicznosé¢ ciagu (fn) wystarczy
poréwnad iloraz ﬁi}— z 1. Mamy
n

farr _ (4 D2+ 1)) (3n)!

fn B+ nl(2n)
[n!(n+ D][(2n + 2)(2n +1)(2n)!]  (3n)! _ 2(n+1)(2n+1)

T Bn+3)@Bn+2)Brn+ D3r)  al2n)l  3Bn+2)(Batl) <
Zatem ciag (fr) jest malejacy.
Przykiad 1.5 ,
Korzystajac z definicji granicy ciaggu uzasadnié podane réwnosci:
: 2n . .
a) nlln()lon+1 =2; b) nler;olognHS_O, c) nlgr()lo vVn+ 1= oo;
d) lim (5-2") = —c0; e) lim V/5=1; ) lim (n®+n?) = co.
n—0o0 n— 00 n—00
Rozwiazanie

a) Mamy pokazaé, ze

AV Ao = (|25 -2<<)].

e>0 ng€N neEN
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Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Musimy znaleZé liczbe ng € N taka, ze dla
n__,
1

kazdego n > ng spelniona bedzie nieréwnos¢

< e. Mamy

2
n 2,:

<e<=>n>2 1
n+1 € '

n+1

. . . . . 2
Zatem za mo mozna przyja¢ dowolna liczbe naturalng wigksza lub réwna P 1.
Uwaga*. Korzystajac z funkcji czesé catkowita liczbe no mozna wyrazié wzorem
1 dla € > 1,
= 2
o E(—)—l dla 0<e<1.
€
b) Mamy pokazaé, ze
/\ \/ /\ [(n >ng) = (llogn+1 5-—0| < 5)] .
e>0 ng€EN neN

Niech € bedzie dowolna liczba dodatnia. Musimy znaleZé liczbe ng € N taka, ze dla
kazdego n > no spelniona bedzie nieréwnosé |logn+1 5| < e. Mamy

1

log,.11 5| =log,y 5 <e <= n>5" —1.

1
Zatem za mo mozna przyja¢ dowolng liczbe naturalna wieksza lub réwna 5¢ — 1.

Uwaga*. Korzystajac z funkcji czesé catkowita liczbe no mozna wyrazi¢ wzorem
1 dla ¢ >log, 5,
1
no = €
E(S)—l dla 0 <e log,5.

¢) Mamy pokazaé, ze
/\ \/ /\[(n>no)=——>(\/$n+l>5)}.
E>0 ngEN neEN

Niech € bedzie dowolna liczba dodatniag. Musimy znalezé liczbe no € N taka, ze dla
kazdego n > no spelniona bedzie nieréwnoéé¢ v/n +1 > £. Mamy

Inrl>E<—=n>& -1

Zatem za mo mozna przyjaé dowolna liczbe naturalna wieksza lub réwna £° — 1.

Uwaga*. Korzystajac z funkcji cze$é catkowita liczbe ng mozna wyrazié wzorem

e dla 0< €< V2,
CTLE(E) -1 da £ V2.

d) Mamy pokazaé, ze

AV Aln>mw) = 6-27<9)],

£<0 ng€EN neN
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Niech £ bedzie dowolng liczba ujemna. Musimy znaleZ¢ liczbe no € N taka, ze dla kazdego

n > no spelniona bedzie nieréwnoéé 5 — 2" < £. Mamy
5-2"<E<=>n>log,(5-E).

Zatem za no mozna przyjaé dowolna liczbe naturalna wickszg lub réwna log, (5 — £) .

Uwaga*. Korzystajac z funkcji cze$é catkowita liczbe no mozna wyrazi¢ wzorem

no = F |log, (5—5)} .

e) Mamy pokazaé, ze

AV A [m>m = (

e>0 ng€EN neEN

Vg—ll<e)].

Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Musimy znalezé liczbe no € N taka, ze dla
kazdego n > no spelniona bedzie nieréwnosé | V5~ 1| < e. Mamy

1

n n n 1 1
|V/6-1=Vs-1<e<=5" <1+e+= —<log(l+¢) <> n>

logs(1+¢€)

Zatem za no mozna przyja¢ dowolng liczbe naturalna wieksza lub réwna —1—-——
log,(1 +¢)
Uwaga*. Korzystajac z funkcji czeéé calkowita liczbe no mozna wyrazié wzorem
1 dla € > 4,
"Nk 1 dla 0<eg4
——— a € .
logs (1 +¢) h
*) Mamy pokazaé, ze
AV Ale>m = @4n>e)].
£>0 ng€N neN

Niech £ bedzie dowolna liczba dodatnia. Musimy znalezé liczbe no € N taka, ze dla
kazdego n > no spelniona bedzie nieréwnoéé n* + n > £. Mamy

4 n?>E=n?>€E = n>VE

Zatem za no mozna przyja¢ dowolna liczbe naturalna wieksza lub réwna V€.

Uwaga*. W miejscu oznaczonym e wykorzystaliémy oczywista nieréwnoéé n® + n? > n?
dla n € N. Stosujac funkcje czgsé catkowita liczbe ng mozna wyrazié wzorem

1 dla 0<£<1,
T\ E(VE) da £ 1.

Przyktad 1.6

Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic obliczyé podane granice:

VT2 ) i B2 S EaY
T T ) Jim 5_ 10n6 ¢) Jlim n_
logy (n+1) (n241) (2n — 1)!

d
) nll»nolo logz (n+1)’

. 2 _ 4 4 . .
e) nlirglo (\/n +n—v/n +1), f) nlLr{.lo @n{ 111
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Rozwiazanie
3\" I\" . 3\" . 1\"
n—oo (4"—3”) 14" peoco 3\" - . . 3\" 1—-0
1—( = lim 1— lim |-
4 n— o0 n—oo 4
W miejscu oznaczonym * korzystaliémy z réwnoéci lim ¢" = 0, gdzie |¢| < 1. Korzysta-
n—oo
lismy takze z twierdzen o granicy réznicy i ilorazu ciagow.
3 2
5n° —3nt +2) . .6 S—-—=+—=
b) lim (___—) 2 lim —n®  nS
n—00 (5 - 10716) :n® nooo 10
— -
n
. . 3 . 2
| Am o m mtimaE _s-o0t0_ 1

. 5 . — - '
lim — = lim 10 010 2
n—oo N n—oo

W rozwiazaniu korzystaliémy z twierdzef o granicy sumy, réznicy oraz ilorazu ciagéw.

11
_+_.

n2 . 3 3/
c) lim—n—j—_——l—' lim n_no_ VO+0_

n—oo n : n— oo 1 1

alls

0.

W powyzszym przykladzie korzystaliémy z twierdzenia o granicy sumy oraz o granicy
pierwiastka.

. logy(n41) « . logy(n+1) _
d) nh—vnc:o log,(n4+1) ~ nh—{noo log,(n +1) nh—I>noo log, 3 = log, 3.

log, 3

log. b

W miejscu oznaczonym #* korzystaliSmy ze wzoru log, b = i
og.a

e) W rozwiagzaniu wykorzystamy wzory:

Va=Va? gdiiea>0; ¥z— Yy= =Y , gdzie z,y > 0.
- I O N VR

Stosujac te wzory otrzymamy

\/n2+n— \4/n4+1 = \4/(n2+n)2—\4/n4+1

(w2 +n)" = (s +1)

(Vr w7+ vam+1) (Vo2 +a) + Var 1)

_ m®+n? -1
(\/n2+n+ \Vn4+1) (n2+n+\/n4+1)
2n° +n? -1
ind nd

ind Vr?2 4+ n4Ynt+1 n’4+n4vnf41 -
n n?
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l 1

) (i)

Niech teraz n—co. Wtedy, stosujac do ostatniego wyrazenia twierdzenia o arytmetyce

granic, otrzymamy

1
24—
+,n 2400 1

N B

f) W rozwiazaniu zastosujemy tozsamosé

nl=k-(k+1)-...-(n—1)n, gdzie 0 <k < n.
Mamy zatem
(R +1)@n-1! (n* +1) (2n = 1)! (2 — 1)t n?+1
@n+1)!+1  — (2n—1)!2n)2n+1)+1 :(2n—1) n(2n 4 1) 4 —
(2n —1)!
" 1+ 5

. 1 1 '
( + n) + n?(2n —1)!

Niech teraz n—o0. Wtedy, stosujac do ostatniego wyrazenia twierdzenie o arytmetyce
granic, otrzymamy

1 1
. t 3 140 1
lim = =-.
"—'°°2(2+1>+; 2-(24+0)+0 4
n n?(2n — 1)!

® Przykfad 1.7

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach znalez¢ granice:

. 2 4
a) lim M—n; b) lim V3" + 47 + 57 ¢) lim ¥n+3;

n—oo 3n—1

1
d) lim "\2/n+1; e) 11m \/ += + +.. + ; %) lim {/sin —;
n—o0o 2 3 4 1 n—oo n

. 1 1  logy (27 + 1)
lim + +...+———); h*) lim —2 - 2
8) Ji, <\/n2+1 \/n +2 vn? +n )"—’°° log, (4" +1)

Rozwigzanie
a) Zauwazmy najpierw, ze 0 < sin’ n < 1 dla kazdego n € N. Stad

0+4+4n _sin’n+4n _ 1+4n
3n—1" 3m—1 T 3n-1

dla kazdego n € N.
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Poniewaz

4n —é oraz lim 1+4n_é
n—oo3n—1_ 3’

im —— =
n—oo 3N — 1 3
wiec z twierdzenia o trzech ciagach otrzymamy

lim sin? n + 4n _ 4
nooo 3n—1 3

b) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N mamy

5=30+0+5" < V3" +4n +57 < /57 £ 57 + 57 =533,
Poniewaz lim 5 = 5 oraz lim 5%/3 = 5, wiec z twierdzenia o trzech ciagach otrzymamy

n-—oo n—oo
Lm /3" +44m 45" =5.

n— 00

¢) Dla kazdego n > 3 spelnione sa nieréwnoéci 1 < ¥/n+ 3 < ¥/n+n = V2 ¥/n. Ciagi
ograniczajace badany ciag sa zbiezne do 1. Zatem z twierdzenia o trzech ciagach wynika,
ze ciag ten jest zbiezny do 1.

7l.2 . . . .
d) Dla kazdego n > 2 spelnione sa nieréwnosci 1 < "\2/71 + 1 € "Vn?. Ciagi ograniczajace
badany ciag sa zbiezne do 1 . Zatem z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze

lim "\2/71 +1=1.

n— oo

e) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego k € IN prawdziwa jest nieréwnosé P < 1.

Mamy zatem

1 1 2 3 n
R G P RN T n 1= n.
2\\/2+3+4+ + n-1= ¥n

. o ol . . . . . .
Poniewaz lim \/; =1 oraz lim {/n =1, wiec z twierdzenia o trzech ciagach wynika,

n-—00 n— oo

R n
lim \/—-+—+—+...+ =1.

ze

2 3 4 n+1
f*) W rozwiazaniu wykorzystamy nieréwno$é sinz < 1dla z € R oraz sinz > —z dla
T

T € (0, %) . Mamy zatem

Poniewaz

. . . . . . nfl . 1
wiec z twiedzenia o trzech ciagach wynika, ze lim sin — = 1.
V n

n— 00
g) Zauwazmy najpierw, ze n-ty wyraz ciagu
! + ! +...+ !
ViZ+1l REP+2 0 nl+n
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jest suma n skladnikéw, wséréd ktérych najmniejszy jest réwny a najwiekszy

1
N

1
————. Dla kazdego n € N prawdziwe sa zatem nieréwnosci
n 1 < 1 n 1 + " 1 <n 1
Viitn  VRi+1l VaZ+2 0 rita o Vn? +1
Poniewaz
lim e = lim L 1 oraz lim n = lim ! =1
n_.oo\/m_n—ux: 1 - n—ooo\/m_n—»oo 1 -

wiec z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze

1 1 1
lim + ot = =1
n—oo (\/n2+1 Vn? 42 \/n2+n)
h*) Dla n € N prawdziwa jest nieréwnoéé

log, (2™ + 1) log, 2™ n

log, (4 +1) 7 log, (4™ +4™) ~ 2n+1

oraz
log, (2™ + 1) < log, (2" +2") n+1
log, (4™ +1) ~ log, 4™ T o2m

Mamy zatem
n <log2(2"+1) n+1
2n+1 ~log, (4" +1) © 2n

Poniewaz zachodza oczywiste réwnoéci

lim _n 1 oraz lim ntl_
n—oo 2n+1_-2 n—oco 27 -

DO =

wigc z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze

log, (2" +1) 1

neo log, (47 +1) 2

Zadania

Zadanie 1.1
Na podstawie wartosci kilku poczatkowych wyrazéw podanych ciggéw znalezé ich
wzory ogdlne:

a) (an) = (1,4,7,10,..); b) (bn) = (8, —4/2,4,-2v/2, .. );
¢) (en) =(0,1,0,-1,0,1,0,—1,...);  d) (dn) =(0,1,5,23,119,..);
e) (en) = (0.7,0.77,0.777,0.7777,.. );  £*) (f) =(0,1,1,0,0,0,1,1,1,1,...).
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O Zadanie 1.2
Dla podanych ciggéw napisaé wzory okreélajace wskazane wyrazy tych ciggdéw:

a) an = n\/ n? + 1, An41; b) b, = ﬁ; b3n+2;

)en=3"+3" 4+ 43" ¢ d)dn= ()" d

3n -

O Zadanie 1.3
Zbadacd, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu, z géry, sa ograniczone:

a) an =vVn+8—vVn+3; b*)bn:n_|§ ¢) o =2" = 3%
n:

1 1 1 1 nm
d) d, = ot —; =2"sin —.
V=t et Eas T ey e =g
O Zadanie 1.4
Zbadal, czy podane ciagi sa monotoniczne od pewnego miejsca:
2
a) ap, = n? — 49n — 50; b) b, = 3" + (-2)"; c)cn:g—n;

5.7-... (3+2n) " 41 ,
d dn n:_. n: 3 - .
V= T gy O ° B fo=vn®+2-n

O Zadanie 1.5
Korzystajac z definicji granicy ciagu uzasadnié podane réwnoéci:
3—n . 1

Vi arasTh Plimlesntd) =ee ) lim gm

=0;

d) lim (10—y/n) = —0c0; e*) lim E (3n+1> =2; f*) lim 1000 =0.

n—oo n+1 n—oo n!

O Zadanie 1.6
Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic obliczyé podane granice ciagéw:

34+on? 41
a) lim n__—i_-L; b) lim (\/n2+4n+1—\/n2+2n);
n—oo n — 3nd n—oo
n3+1 . 143+...+(@2n-1)
l d) lim ;
1 1 1
1+2+22+...+2—n
e) lim (\/n+6v/n+1—+vn); f) lim ;
3 32 3n
1 1 1
l+g+g+.+—
g*) lim 1 n—{— ; h*) lim sinmy/n2+ 1;
D T e S e
2 3 n
n+1 N arctg (3n + 1)

Nl VARtL arctg on+ 1)
i) nevoo 3/@n x1 3) oo arctg (2n + 1)
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O Zadanie 1.7
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach znalezé podane granice:

I 2n+ (—-1)" b) I .]37 21 &) lim 2n? +sinn!
2) nooo 3n42 ntoo \/ Bn  4n n—oo 4n? — 3 cosn?’
E 2
d) lim —(nﬁ; e) lim ""/2n+3; f) lim /3 +sinn;
2 . 1 1 1
g) lim "R/3n 44n+ h) lim < +o+ >;

n—o0 n—o00 n2+1+n2+2 n?+4+n

1 2 n
1) lim V/1+5n2 4 3n5; j* lim( + +...+————);
! neoo ! )"—'00 Vnit+1l  Vnt42 Vni4n

log, (n*+1) \/1 2 3 4
¥) lim —en - T/ im {24+ =+ 2 4=
k%) n]l{r(:o log, (n?+1)’ D nll»rglo n Tttt

Odpowiedzi i wskazowki

1.1 a) an =3n —2; b) bn=—8——'c) cnzsinu;d) dn =n!-1;

n—1" 2
1
e) en=—~(1-—

) _ T 14++8n =7
5 1—0_">’f*) fn = |cos [EE (—2———)”

1
1.2 a) anp1 = "R/(n+ 1)2 + L; b) bangs = ICEDIE

n? n?241 2n?-1 2n? LS
c)c,a=3 +3 +...4+3 +3 ;d)d,. =[(3")]
1.3 a) ograniczony z dolu przez m = 0, z géry przez M = 1; b) ograniczony z dolu
przez m = 0, nieograniczony z géry; ¢) nieograniczony z dolu, ograniczony z géry przez

7

M = —1; d) ograniczony z doltu przez m = 52 gory przez M = 3 e) nie jest ograniczony
z dotu ani z gdry.

1.4 a) rosnacy od ng = 25; b) rosnacy; ¢) malejacy od no = 3; d) malejacy od no = 2;
e) malejacy; ) malejacy.

3n+1 .
1.5 < 3 oraz fakt, ze F(z) = 2dla
2 < z < 3; f*) Wskazéwka. Wykorzystaé¢ nieréwnosé n! > n dla n € N.

1.6 a) —%; b) 1;¢) 0; d) 1; e) 3; f) g; g*) 1; h*) 0; i) 1; j) 1.

e*) Wskazéwka. Wykorzystaé nieréwnoéé 2 <

L7a) 2ib) 55¢) 5 d) @ €) 1if) 1 g) 4 0) 0;1) 1% 19 2 1) 1
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Drugi tydzien

Twierdzenia o granicach wlaciwych ciagéw (1.3). Twierdzenia o
granicach niewlaéciwych ciagéw (1.4). Granice dolna i gérna cia-
géw (1.5).

Przyktady
Przyktad 2.1

Korzystajac z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym uzasadnié zbiez-
noé$¢ podanych ciggéw:

on 11 1 2
a) &n = — byun=qtg+ ot
Zn

)21 =2, Znt1 = ;o d¥) v = 1—|—l 1+—1— 1—+——1—
1 — 4 n+1_1+2n> n — 2 22 2” .

Obliczyé granice ciagdw (zn) i (zn) -

Rozwiazanie
a) Mamy
2n+1
Tnil _ (n+1)‘ _ 2
. 2" a4l
n!

Tn41

Zauwazmy teraz, ze < 1dla n > 1. Oznacza to, ze ciag (zn) jest nierosnacy. Ciag

Tn
ten jest ograniczony z dotu, bo dla kazdego n € N mamy z, > 0. Z twierdzenia o ciagu
monotonicznym i ograniczonym wynika, ze jest on zbiezny. Niech g oznacza granicg tego

ciagu. Przechodzac teraz w réwnosci Tny1 = Tn- z n do nieskorniczonosci otrzymamy
n
réwnanie ¢ = g - 0, stad g = 0.

b) Monotonicznoéé ciagu (yn) okreslimy badajac znak réinicy yn41 — yn . Mamy

1 2 2
yn+1—yn=( ETREE +o +(n+1)| (—"—47)')_( tat +(n+1))
T+ (r+1)! T (n +2)'

< 0 dla kazdego n € N.

Ciag (yn) jest zatem malejacy. Ograniczono$¢ tego ciagu z dotu wynika z nieréwnosci
yn > 0 dla kazdego n € N. Korzystajac teraz z twierdzenia o ciagu monotonicznym
i ograniczonym otrzymamy, ze ciag (yn) jest zbiezny. Znalezienie granicy tego ciagu
wymaga jednak wiadomosci z teorii szeregéw (ciag ten jest zbiezny do e —1).

c) Zauwaimy najpierw, ze ciag (z») ma wyrazy dodatnie, a zatem jest ograniczony z
dohu. Ponadto dla kazdego n € N mamy

Zn41 = Zn° < Zn,

14 2zn



36 '  Ciagi liczbowe

co oznacza, ze ciag ten jest malejacy. Z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograni-
czonym wynika, ze ciag (zn) jest zbieiny. Niech g oznacza jego granice. Przechodzac w

r6Wnoscl zn41 = zn - z n do nieskoriczono$ci otrzymamy warunek g = ﬁ;, stad

0 1+ 2z
g=0.

d*) Pokazemy, ze ciag (vn) jest rosnacy. Rzeczywiicie dla n € N mamy bowiem

1
Un4l = Un (1 + 2T+—1'> > vn.

Uzasadnimy teraz, ze ciag jest ograniczony z géry. W tym celu wykorzystamy nieréwnosé
1+z<e’dlaz>0.

Stosujac ja do kazdego czynnika wyrazu v, otrzymamy

1 1
vn=(1+%> <1+2i2)...(1+2in) <e2 «622 c...e

1,1 1 1
St =1 <1
phg et o <

b

Poniewaz

271.
oraz wykorzystujac fakt, ze funkcja e” jest rosnaca, mamy

1
vp < e =e.

Zatem ciag (vn) jest ograniczony z géry przez liczbe e. Z twierdzenia o ciggu monoto-
nicznym i ograniczonym wynika, e ciag ten jest zbiezny.

Przykiad 2.2

Korzystajac z definicji liczby e oraz z twierdzenia o granicy podciagu obliczyé
podane granice:

1 6n 1 n 1 n
2) lim, (1 * 2n+3> » b) Jim (1 - n_2> po<) fim (H ﬁ) ?

. (n + 1)2n2+4n ) . 4n n. . 0™
d) nlLrEO (n? 1 2 e) nlirg sl f) nango(O.QQ 9.

n ,dziewiatek”
Rozwigzanie
a) Mamy
1 2n+373
1

X 1 6n X ( + 2n + 3) ] el 3
fim (l+2n+3) = 1

n—00 (1 +

b) Niech, w przeprowadzonych nizej obliczeniach, liczba n bedzie wigksza od 1. Wtedy
mamy

)9 RGN Ea

n—00

2n+3

i (- 8) = () ()] - L

n— 00
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lim (1 + l)
n—oo n — € =1
n—1 - .1 -
mn(1+-i—) ~Mn<1+ L ) ¢
n—oo n—1 7— 00 n—1

n

2
. .. . 1\™ . L . 1
¢) Zauwazmy najpierw, ze ciag tn = (1 + ——5-) jest podciagiem ciagu e, = (1 + —) s
n n
dla kazdego n € N spelnia zatem nieréwnosci 2 < zn < 3. Nieréwnosci te wynikaja z
metody dowodu zbieznoéci ciagu (en) do granicy e. Poniewaz

n 2
ety =)
wiec dla kazdego n € N spelnione sa nieréwnosci
V2 < (1 + %) "B
Ciagi ograniczajace ciag (1 + glf)n sa zbiezne do granicy 1. Z twierdzenia o trzech
ciagach wynika zatem, ze réwniez ciag (1 + ;12—) " jest zbiezny do granicy 1.
d) Mamy

(n 4 1)2n+en (n4 1217+
lim ——F—— = lim [-—5——
n—oo (n2 4 2n)" +2n n—oo | n? 4 2n
o [ 2n 1 mieen i [1+ 1 ]"2“" .
= m —_— = S — = €.
n—oo n? + 2n nLH;o n? + 2n
n?42n
Ostatnia réwno$é¢ wynika z faktu, ze ciag (1 + 712—1—271) jest podciagiem ciagu
n
(l + l) , ktéry ma granice e.
n
e) Mamy
lim( dn )n—lim ! = lim N
n—oo \4n + 1 _n—aoo <4n+1>n-n—voo . 1 4n_\4/€'
4n (1 + E)

n

o : . 1\*". . . 1
W rozwiazaniu korzystaliSmy z faktu, ze clag (1 + R) jest podciagem ciagu (1 + ;)

zbieznego do e oraz z twierdzenia o granicy pierwiastka ciagu, tzn. z réwnosci

lim ¢z, = &/ lim z,, gdziez, >0 dlan € N.
f) Mamy

0™
1

lim (0.99...9)"° = lim (1——) =
n— 00 SN—— n— 00 10"
n ,dziewiatek”

lim (1 _ l) =1
n— oo n €

0™

n
oraz z faktu, ze ciag (1 - ——1——) jest podciagiem ciagu (1 - %) .

1
o

Tutaj korzystaliémy z réwnosci

10m
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©® Przyktfad 2.3

Korzystajac z twierdzenia o dwéch ciagach znalezé podane granice:

2
1-n ¢) lim [3"+(=2)"];

a)nLH;IO [n +( ) n]’ )ni»rgon~sinn’
11 1 E (n*V?2)
d) lim v/sinn —n; e) lim { —=+—%=+.. +—=); ) lim ——~.
)n—'oo )n—>oo<\3/I+\‘7_2.+ +\3/E> )n—>ooE(1/n2+1)
Rozwiazanie
a) Pokazemy, ze granica ciagu an = n' + (—=1)"n jest co. W tym celu wskazemy ciag
(bn), ktéry spetnia nieréwno$é b, < an oraz jest zbiezny do co. Mamy

4
n

an=n4+(—l)"n>n4—n2—2— dlan > 2
oraz
lim nt = 00
nooo 2

4
. . ’ . . ’ n
Stosujac teraz twierdzenie o dwéch ciagach do ciagéw an = n* + (=1)" oraz b, = >

otrzymamy, ze
lim [n* + (=1)"n] = co.
n-— oo
b) Zauwazmy, ze dla n > 2 spelniona jest nieréwnosé
1—n? <1—M

an = - =1-n.
n—sinn - n+1

Ponadto lim (1-n) = —oo. Zatem stosujac twierdzenie o dwéch ciagach do ciagéw (an)
n—oo

1 (bn) = (1 — n) otrzymamy, ze

. 1—n?
lim ——— = —o0.
n—oo N —SIN N
c) Pokazemy, ze granica ciagu an = 3" 4 (=2)" jest co. W tym celu wskazemy ciag
(br), ktéry ma granicg oo i wyrazy nie wigksze od odpowiednich wyrazéw ciagu (an) .
Uzasadnimy nizej, ze dla kazdego n > 2 prawdziwa jest nieréwnogé

%=3”H—D">%ﬁ"=%~

Dla parzystych n nieréwno$¢ ta jest oczywista. Dla nieparzystych n mamy

3 n
3"—-2"> - . 3= (—) > 2.
2 2

Przy czym ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla n > 2, wiec uzasadniana nieréwnosé
Jest réwniez prawdziwa dla n > 2. Poniewaz ciag (bs) jest zbiezny do oo, wiec z twier-
dzenia o dwéch ciaggach wynika, ze réwniez ciag (an) jest zbiezny do oo.

d) Pokazemy, ze granica clagu an = v/sinn — n jest —co. W tym celu wskazemy ciag
(bn), ktéry ma granice —oo i wyrazy nie mniejsze od odpowiednich wyrazéw ciagu (an) .
Pokazemy, ze prawdziwa jest nieréwnosé

an=\3/sinn—n<\3/1—n=bn dla n € N.
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Nieréwnoéé ta wynika z oczywistej nieréwnosci [sin z| < 1 dla z € R. Poniewaz ciag (bn)
jest zbiezny do —oo, wigc z twierdzenia o dwdch ciagach wynika, ze clag (an) takze jest
zblezny do —oo.

1 1 1 1
e) Pokazemy, ze granica ciagu an = =+ =+5=+...+ 3=
) y, 2e g agu an = sot st o In
(bn), ktéry jest zbiezny do oo i ma wyrazy nie wieksze od odpowiednich wyrazéw ciagu
(an) . Mamy

jest co. Wskazemy ciag

1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
n=—a=t——=t——=+.. == 2 —_—t .. F——==n —= = 2 = b,.
w=tmtHEt e mtmt ettt T

n—skladnikéw

Poniewaz ciag (bn) jest zbiezny do oo, wigc z twierdzenia o dwdch ciagch wynika, ze ciag
(an) takze jest zbiezny do oo.

f) W rozwiazaniu wykorzystamy nieréwnoé¢ z funkcja czes¢ catkowita z —1 < E(z)<«z

dla z € R. Mamy
E(ns\/é) S n3v2 -1 d

lané€N.
E(vn?+1) = Vr?+1 e

. .o nfV2-1 . . . , . . .

Poniewaz lim —2—+—1 = o0, wiec z twierdzenia o dwéch ciagach wynika, ze badany
n— 00 n

ciag takze ma granicg oco.
Korzystajac z tabelki dziatan z symbolem oo obliczy¢ podane granice:

. \" . (2n+1)3" .
a) nlirrgo (1 — cos ;) ; b) nanolo m, ¢) nlin;o (Vn+3-— \/h_),

2 vn
@) lim (/n®+3n—n); ¢ lim (7" ~6"=5"); f) lim (2n +1> .

n—o0 n—o0o n? 41
Rozwiazanie
a) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnos¢ cos — < 1. Stad
n

o 1 .
wynika, ze ciag 1 — cos o ma wyrazy dodatnie . Ponadto mamy

lim (1 — cos l) = 0.
n

Zatem N
i (- t) = 0 =0
nLn;ol cosn (0) 0
b) Mamy
24 =
T ke ) R~ T n____ 240 _ 2 _

e n QTR e e (YT (YT 0T OT 0
3 3
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¢) Mamy

. (Va3 - /n) (Vo +3 +/n)
im
n—oco Vn+3++/n

. (n+3)—n . 3 3
lim = lim = —
n—o\/n+34n n-co\n+34+n o0
W miejscu oznaczonym * korzystaliémy ze wzoru a® — 5% = (a — b)(a + b).
d) Mamy

lim (Va+3- )

I+

=0.

(V7 F3m-n) (/G 43n] 4 V7T n?)

lim (\3/n3+3n—n) = lim

n—oo n—co V(02 +30)> 40 /n3 F3n+n?
2 hm (n3 + 3n) —n?
= /(0% +3n)? + n/nd ¥ 3n + n?
= lim 3n
noee (\3/ (n® +3n)® + n/n® + 3n + n2)
r% lim 3 = 3 =0.

- ,3/n3+6n+;9l—+€‘/n3+3n+n

W miejscu oznaczonym # korzystaliSmy ze wzoru a° — b° = (a—1b) (a2 +ab + b2).

e) Mamy
. n_.n_gn . n 6\" 5\"
lim (7" — 6" ~5") = lim {7 {1—(7) —(7) ]}:oo~(1—0—0)=oo.
f) Mamy
1\ V™
2m? +1 Ve . 2"'_2 0o
Tl —le I =2 =00
n—00 n n—00 1+_2

5

Znalez¢ zbiory punktéw skupienia (wtadciwych i niewlaéciwych) podanych ciggdéw:

a)t, =3+2-(-1)"; b) yn:nsin%z;
—1)")n E (%

Rozwigzanie

Liczbg a (skoriczona lub nieskoficzona) nazywamy punktem skupienia ciagu, jezeli istnieje
jego podciag zbiezny do granicy a.

a) Zbidér punktéw skupienia ciagu (z,) ma postaé S = {1,5}. Podciagami ciagu (z,) o
granicach 11 5 s3 odpowiednio:

Th=gk-1 =342 (-1)"* 1 =3-2=1, of=azn=3+2-(-1)*=342=5
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Inne podciagi zbiezne ciagu (z) réznia sie od podciggdw (zL) i (zL’) jedynie dla skoriczo-
nej liczby indekséw k lub tez sa podciagami tych podciagéw. Podciagl te maja oczywidcie
te same granice: 11 5.

b) Zbiér punktéw skupienia ciagu (yn) ma postaé S = {—oo,0,00}. Podciagami ciagu
(yn) o granicach —oo, 0, co sa odpowiednio:

Yk = Yak—1 = (4k — 1) sin m = (4k —1)(=1) = 1 — 4k,
Yr = Y2k =2ksinQ§l£=2k.0=0’

Yi = yak—a = (4k — 3)sin (4k = 3)r

= (4k —3) -1 =4k — 3.

Inne podciagi zbiezne ciagu (yn) réznia si¢ od podciagéw (yL), (y;c'), (yﬁ') jedynie dla
skoniczonej liczby indekséw k lub tez sa podciagami tych podciagéw. Podciagi te maja
oczywiscie te same granice: —oo, 0, co.

¢) Zbiér punktéw skupienia ciagu (zn) ma postaé¢ S = {0,2}. Podciagami ciagu (z») o
granicach 0 1 2 sa odpowiednio:

2%k —1

" 2k 2k 4k
=0 2 = zak = (14 (=1)%)

2k+1  2k+1

2k = z2k1 = (14 (—1)2k-1)

Inne podciagi zbiezne ciagu (z») réznia si¢ od podciagéw (zL), (z;c') jedynie dla skoriczo-
nej liczby indekséw k lub tez sa podciagami tych podciagéw. Podciagi te maja oczywiscie
te same granice 01 2.

£(3)

d) Zauwazmy najpierw, ze ciagi an = (—1)" oraz bp = 5-(—1) sa okresowe od
pewnego miejsca. Ciag (a») ma okres T1 = 2 a ciag (bn) okres T> = 6. Ciag (vn), ktdry
jest suma ciagéw (an) i (bn), jest takze okresowy i ma okres T' = 6. Obliczymy teraz
kilkanascie poczatkowych wyrazéw ciagu (vsn). Mamy

n 1]2| 3| 4| 5{6] 78| 9| 10| 11|12} 13
an|—=1{1}{—1| 1|=1|1}|-1j1|-1| 1}j-1| 1|-1 itd
bn| 5|5|—-5|—5{—5(5] 5|5|—-5|—5|—-5| 5] & '
vn| 4|6|—-6|—4|—-6|6] 4|6|—-6|—4|—-6| 6| 4
Stad S = {—6,—4,4,6}.
Przykiad 2.6
Znalez¢ granice dolne i1 gérne podanych ciagdéw:
n n+1
a) z, = 34TV b) yp = [(—1)" - 2} ;
. nmw nm nw
C) zn:sm—Q——i—cos?; d) wn:5"tg-3—

Rozwigzanie
a) Zbiér punktéw skupienia ciagu (z») ma postaé S = {3°,3%}, zatem

lim z, = 27 oraz lim z, = 243.
=00 n— 00

b) Zbiér punktéw skupienia ciagu (yn) ma posta¢ S = {—1, 0}, zatem

lim z, = —1 oraz lim zn, = co.
n—00 n—oo
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1 3
¢) Zbiér punktéw skupienia ciagu (z,) ma postaé S = { 2, — 7 0, 5, 1, 5}, zatem
. — 3
lim z, = =2 oraz lim z, = =
n—oo n—oo 2’

d) Zbiér punktéw skupienia ciggu (wn) ma postaé S = {—o0,0, ¢}, zatem

lim w, = —c0 oraz lim w, = oo.
n—oo n—00

Zadania

Zadanie 2.1
Korzystajac z twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym uzasadnié zbiez-
nos$¢ podanych ciggdw:

) (n!)® ) Lot
a) an = ~—; = — et —;

(2n)! "Tn4l n+2 2n

n3 1 1 1
d = —; d) d, = et —;
V=i Vb =gmtErat ot Eea
1 1 1
1 1
)f1= fn+1=§+§(fn)2-

Obliczy¢ granlce ciggow (an), (cn) 1 (fn).
Zadanie 2.2

Korzystajac z definicji liczby e oraz z twierdzenia o granicy podciaggu obliczyé po-
dane granice:

. 3Tl+l 6n . n n ‘ 1 3n—-2
2) nan;o <3n+2) ’ b) nanolo <n+l) ’ C) nlggo (1+;> ’
n 2
. n+4 5_2n. . (=1)" (=1)"n . n?— 1\ 3
ot (33) o m (+55) 0 m (%)
Zadanie 2.3

Korzystajac z twierdzenia o dwéch ciaggach znalezé granice:
a) lim (n®~10n°+1); b) lim (sinn—2)n? ¢) lim 3+ (=)™
n—oo n—00

n—oco
Tt 0 T o , 11 1
Zadanie 2.4

Korzystajac z tabelki dziatan z symbolem co obliczyé¢ podane granice:

n TN
a) an = : b)bn:(n+1) CC) en = 2 2n
on 1+3+.. +(2n—1)’
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n

1-n
n? 41 n an. B n+1 '
( n ) ' €) en = 1427 = 3% f) fn_n[ln(n-i-l)—lnn]’

Q.
=
[SH
3
I

cos - n+1
2 1 o .
g) g":(nz——n—H) n; h) h, = ( nt ) ;1) 4, =sin” —

n

Zadanie 2.5
Znalezé zbiory punktéw skupienia (wladciwych i niewtasciwych) podanych ciagéw:
a) z, = (-1)"; b) y, = cos %ﬁ; ) zp = 2" + (—2)™;
E(2 E(2
d*) w, = vn— E (Vn); &%) va =(—1) (3) +4.(=1) (3)‘

Zadanie 2.6

Znalez¢ granice dolne i gérne podanych ciggdéw:

a)r, =2—(—1)"; b))y, = [1—!—(—1)"} n; c¢) z, =sin %; d) vy, = (=5)"+1;
e*) w; = 0.1., Wy = 0.22, w3 = 0333, Lo, Wi = 0.1515...15 s

pietnascie ,15”

Odpowiedzi i wskazdowki

2.1 Wskazéwki: a) ciag (an) jest malejacy i ograniczony z dotu np. przez m = 0, granica
tego ciagu jest 0; b) ciag (bn) jest rosnacy 1 ograniczony z géry np. przez M = 1, granica
tego ciagu jest In 2; ¢) ciag (cn) jest malejacy 1 ograniczony z dotu np. przez m = 0,

d) ciag (dn) jest rosnacy i ograniczony z géry np. przez M = —;

e) ciag (en) jest malejacy i ograniczony z dotu np. przez m = 0; £¥) 1, ciag (fn) jest
rosnacy i ograniczony z gory przez M =1.

2.2 a) ¢~2; b) -i—;c) ¢ d) o) e f) e

2.3 a) —00; b) —o0; ¢) oo; d) oo; e¥) co. Wskazéwka. Wykorzystac nierownosc’ n! >
(g) dla n > 6; f*) co. Wskazdwka. Wykorzystac¢ nieréwnosé 1+ + +.. + 1+%
dlan € N.

2.4 a) oo; b) 0; ¢) 0; d) 0; e) —o0; f) oo; g) oo; h) oo; i) 0.

2.52) S={-1,1}; b)S:{ -4 1 1} ¢) S = {0,00}; d%) 5 = [0, 1];

e*) § = {—5,-3,3,5} .

2.6 a) lim z,, = 1, hmzn—3 b) lim y, = 0, hmyn_-oo c) lim z, = —1, m zn, = 1;
d) hmn;;oo= —00, hm VUp = 00; e*)nﬂr:wn =0.1, hm wy = 1. n—'oo T

n—co 'n—oo n—o0 'n—
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GRANICE FUNKCJI

Trzeci tydzien

Podstawowe okreélenia (2.1). Twierdzenia o granicach wlasciwych
funkcji (2.2). Twierdzenia o granicach niewlasciwych funkcji (2.3)
Asymptoty funkcji (2.4).

Przyktady
Przykiad 3.1

Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji uzasadnié podane réwnoéci:

a) im(2z~7)=1; b) lim xfl =2
1 . N
VAR T 9 lim (1-27) = oo

Rozwiazanie
W rozwigzaniu wykorzystamy definicje Heinego granicy funkcji f:

lim f(z) =4 &5 A [(nm xnza) =>(nli_{noof(zn)=A>],

n—oo
(zn)
{zn}CS(a)
gdzie a jest jednym z symboli zo, z7, zg', —00, 00, natomiast A jest jednym z symboli
g, —00, 00.

a) Mamy pokazaé, ze

A (1) = (i om0 1))

(zn)
{zn}CS(4)

Niech (zn) bedzie dowolnym ciagiem spetniajacym warunki: {zn} C S(4), lim z, = 4.
Wtedy
lim (2z,-7)=2" (lim xn) —lim 7=2-4-7=1.

n-— oo n—oo n—oo

Korzystaliémy tu z twierdzeii o granicy iloczynu i granicy réznicy ciagéw.
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b) Mamy pokazaé, ze
/\ [( lim z, = oo ) =><11m 22n —2>].
() n—oo n—oo Ty + 1

Niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem spelniajacym warunek: lim z, = oo Nie zmniej-

n—oo
szajac ogdlnoéci rozwazai mozemy zalozyé, ze o, > 0 dla kazdego n € V. Wtedy
lim 2

. 21371 . 2 n—o00 2 2
lim 1= lim = I = T =130° 2.
metntl nmeoy L L g i ——— 14— T
Tn n—oco lim z, 0o
n—oo

Korzystaliémy tu z twierdzei o granicy sumy oraz granicy ilorazu ciagéw, a takze ze
a

wzoru: — = 0 dla |a| < 0.
00

¢) Mamy pokazaé, ze
/\ [(lim xn=0) =>(hm oo)]

(In)
{zn)cs(ot)

Niech (z») bedzie dowolnym ciagiem spelniajacym warunki: zn € S (0+) dla kazdego
n €N, lim z, = 0. Wtedy

n—oo

1 1
,115“00 Zn  Im z. 0F

n-— 00

Korzystaliémy tu z twierdzenia o granicy ilorazu, granicy pierwiastka oraz ze wzoru:

a
0—+=oodla0<a<oo.

d) Mamy pokazaé, ze

A [(m o0 = o) = (i, (=) = =)

(zn
Niech (z.) bedzie dowolnym ciagiem speiniajacym warunek: lim z, = —oo. Wtedy
n—oo
lim (l—zi) = lim 1-—(lim zn> =1—(—oo)2:l—oo=——oo.
n—00 n—oo n— 00

Korzystaliémy tu z regul dzialan z symbolami nieoznaczonymi.

Przykfad 3.2

a) W ostrostupie czworokqtnym praWIdlowym krawqdz podstawy ma dlugosé p, a
wysokoéé dtugoéé x. Niech R(xz) oznacza promien kuli opisanej na tym ostro-
stupie. Obliczyé granice lim+ R(z), lim R(z).Czy mozna podac te granice nie

z—0 T—00
wyznaczajac funkeji R?
b) Na prostej polozone sa tadunki punktowe ¢ i Q. Odlegto$¢ migdzy nimi jest

zmienna (oznaczamy ja przez r). Wartosc sity elektrostatycznej dziatajacej mie-

. . L = 1 .
dzy tymi tadunkami wyraza si¢ wzorem F(r) = |F(r)| = P @ Obliczy¢
0 r

granice lim+ F(r), lim F(r). Podaé interpretacje¢ fizyczna otrzymanych wyni-
r—0 r—00

kéw.
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¢) Réwnanie az® + 3z — 6 = 0 ma dla kazdego a > 0 dokladnie jeden pierwiastek
rzeczywisty z(a). Obliczy¢ granice hr},& z(a), lim z(a).
a— a— o0

Wskazéwka. Narysowaé wykresy funkcji y = az’, y = 6 — 3z i zbadaé polozenie
punktu wspdlnego obu wykreséw, gdy a — 07 oraz, gdy a — oo.

Rozwiazanie

a) Na rysunku przedstawiono przekréj poprzeczny ostrostupa ABCDS plaszczyzna prze-
chodzaca przez wierzchotki ACS. W rozwiazaniu wykorzystamy oznaczenia podane na
rysunku. Rozwazymy dwa przypadki:

i) tréjkat ACS jest ostrokatny - srodek O kuli opisanej na ostrostupie ABCDS nalezy
wtedy do tego ostrosltupa,;

ii) tréjkat AC'S jest rozwartokatny - $rodek O kuli opisanej na ostrostupie ABCDS nie
nalezy wtedy do tego ostrostupa. W pierwszym przypadku, stosujac twierdzenie Pitago-
rasa do AKCO, otrzymamy

2
(z—R)2+(p—‘/E> =R A
5 .
Stad
2 T
T p V2
R:R(z)-—-———d]az}——. R
2 4z 2 TR §
Podobnie v
p? A Kk »f2/c
R:R(x)_§—+ d1a0<:c<p\/—
Zatem

2 2
. T p _ . R r p _
Al ) = g, (2 +4z> = oo ome i Rl=) = (2 +—4x) >

Wynik ten mozna uzyska¢ takze bez wyznaczania funkcji R. Niech punkt S porusza sie po
symetralnej odcinka AC. Wtedy punkt O oddala si¢ nieograniczenie, gdy punkt S oddala
si¢ nieograniczenie, tzn. R(z) — oo, gdy z — oo. Podobnie, jezeli punkt S zbliza sie
do punktu K, to punkt O oddala sie nieograniczenie. Oznacza to, ze R(z) — oo, gdy

z — 0t

b) Dla funkcji
F(r) = 1 qQ

dreo 12

mamy lim F(r) = oo oraz hm F(r) = 0. W interpretacji fizycznej pierwsza réwnosé
r—>0
oznacza, ze sila oddzxalywa.nla. mle;dzy tadunkami jest dowolnie duza, o ile tylko od-

leglos¢ migdzy nimi jest dostatecznie mala. Natomiast druga réwnoéé oznacza, e sita
oddzialywania migdzy tadunkami jest dowolnie mala, jezeli odleglos¢ miedzy nimi jest
dostatecznie duza.

. .. 1
c) Na rysunku przedstawione sa wykresy funkcji y = az> dla a = 0= 1,a = 10 oraz

wykres funkcji y = 6 — 3z. Zauwaimy, ze gdy a — 0%, to wykres funkcji y = az® »zbliza
si¢” do prostej y = 0. Podobnie, wykres funkcji y = az® zbliza sie” do prostej z = 0,
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gdy a — oo. Zatem lim+ z(a) =2 oraz lim z(a) = 0.
a—0 a— 00

v
3

y=10x

- 7 x
y=6—3x

® Przykiad 3.3

Uzasadnié, ze podane granice nie istnieja:

1 1 .
a) lim —; b) lim sin—; c¢) lim cosz?
z—0 X z—0+4 x T—00
. 1 . . .
d) lim ——; e) limE (Vz); f) lim e %sin2z.
z—0 = r—4 T——00
1+e®

Rozwiazanie
W kazdym przykltadzie wskazemy dwa ciagi zbiezne do granicy wlasciwej lub niewlasciwej
takie, ze wartoéci funkcji na elementach tych ciagéw beda mialy rézne granice.

. 1 1 . .
a) Niech z;, = — oraz ) = ——dlan € N. Wtedy mamy lim z! =0 oraz lim z, = 0.
n n n—oo n—oo
Ponadto
1 .,
lim 7 = lim n” = o0
n—oo (-’5;1) n—oo
oraz 1
lim ——= = lim (—ns) = —00.
n—oo (z%) n—oo

Otrzymaliémy rézne granice, zatem granica lim — Mie 1stnieje.
z—0 T

. 1 1 .
b) Niech T, = — oraz T, = w——— dlan € N. Wtedy mamy lim =z, = 0 oraz
nmw — + 2ntw n— oo
lim z. = 0, przy czym z, >0, zl > 0 dla kazdego n € N. Ponadto
n—oo
. o1 . . .
lim sin — = lim sinnr = lim 0 =10
n— 00 Tn n— 00 n-— 00
oraz

lim sin—lﬁ = lim sin (g+2n7r) = lim 1=1.

n—oco Tn n—oo n—oo
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OtrzymaliSmy rézne granice, zatem granica lim sin — nie istnieje.
T

z—0
¢) Niech z), = , /% +nr oraz z,, = v2n7 dla n € N. Wtedy mamy lim z, = oo oraz
n— 00

lim z, = co. Ponadto
n-—oo

lim cos (z;)2 = lim cos <£ + n7r> = lim 0=0

n—0o0 n— 00 2 n— 00
oraz

. 2 . .

lim cos (z = lim cos2nm = lim 1=1.
n

n— oo n—oo n— 00

OtrzymaliSmy rézne granice, zatem granica lim cos z? nie istnieje.

=00
. 1 1 . .
d) Niech z,, = = oraz z,, = —— dlan € N. Wtedy mamy lim z/, = 0 oraz lim z, =0.
n n n—00 n— 00
Ponadto ) , . )
lim ———— = lim = — =—=0
n—oo = n—oo 1 + e 1 + oo oo
1+e ™
oraz . . .
ki =l = =1.
an; ;%' nl?;>1 +e " 140
14+e ™

OtrzymaliSmy rézne granice, zatem granica lim T nlle 1stnieje.
z—0 =
1+e”*

2 2
e) Niech zi, = (2 leurs 1) oraz . = (2 + ;z‘l-i—‘—l) . Wtedy dla kazdej liczby natural-

. . ’ - ’ " . ! . "
nej zachodza nieréwnosci z, < 4 oraz z, > 4. Ponadto lim z, = 4 oraz lim z. = 4.
n =00 n— 00

Obliczajac teraz granice wartosci funkcji f(z) = E (\/5) dla tych ciagéw otrzymamy

, AT _1)2_. (_1)_._
lim E(\/zn)-llmE (2 —— = lim E(2 o = lim 1=1

n— 00 n—oo n—00 n—oo

oraz

2
lim E(\/ti{):limE (2+ 1 ) = lim E(2+—1—)=lim 2 = 2.

n— 00 n—oo n +—1 n— 00 n +—1 TL— 00

Poniewaz otrzymaliSmy rdézne granice, wigc granica lirr; E (\/E) nie istnieje.
T

f) Niech z,, = —nr oraz z., = —nrw + % dla n € N. Wtedy mamy lim z,, = —oo oraz
n—0o0

lim z, = —oco. Ponadto

n—oo

’

. —Tn . ’ . nm .
lim e sin 2z, = lim e sin(—2n7) =0
n—00 n—oo

oraz

" m s
. —Zn . " . nw— T . ™ . nw — ry
Iim e sin 2z, = lim e sin | —2n7+ — ) = lim e = o0.
n=— o0 n—0oo 2 L= 00
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OtrzymaliSmy rézne wartos$ci, zatem granica

lim e~ "sin 2z

nie istnieje.
Przyktad 3.4
Zbadad, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice:
1 2
. 1 . - . . sgn (1—=z
a) lim il i b)lime ©; ¢) limzE(z); d) lim Ls)
z—1x — 1 z—0 z—0 z—1 sgn (.’L’ - 1)

Rozwiazanie
a) Dla granicy lewostronnej i prawostronnej mamy odpowiednio

z+1 2

0—_:

i z+1 2
—00, 1m = —
z—1+ T —1 0+

lim

z—1- T — 1

Poniewaz granice jednostronne sa rézne, wiec badana granica nie istnieje.

b) Dla granicy lewostronnej i prawostronnej mamy odpowiednio

1 1 1 1

. o- —(= . z _
lim e * =e = e (70 = ¢® = oo, lim e =e =e > =0.
r—0~ z—0+

Poniewaz granice jednostronne funkcji sa rézne, wigc badana granica nie istnieje.

¢) Dla granicy lewostronnej mamy

lim zE(z) 222 lim [z(~1)]=— lim z =

z—0" z—0" z—0~

Dla granicy prawostronnej mamy

lim zE(z) =22 lim [z-0]= lLm 0=0.

z—0t z—0+ r—0+
Poniewaz granice jednostronne pokrywaja si¢ wiec badana granica istnieje 1 jest réwna
wspdlnej warto$ci granic jednostronnych, czyli 0.

d) Zauwazmy najpierw, ze dla 0 < z < 1 mamy 1 —z® > 0 oraz > — 1 < 0, zatem
2

sgn (1 - 12) = 1 oraz sgn (z3 - 1) = —1. Podobnie, dla z > 1 mamy 1 — z° < 0 oraz
22 —1 > 0, zatem sgn (1 — 12) = —1 oraz sgn (13 — l) = 1. Przechodzimy teraz do
obliczenia granic jednostronnych. Dla granicy lewostronnej mamy
sgn (l — 12) . 1
——~ = lim — = -1,
z—1- sgn (2% —1)  zo1- —1

a dla granicy prawostronnej

sgn (1 — x2) ) -1
—— = = lim — = -1.
z—1+ sgn (23 —1) g+ 1
Poniewaz granice jednostronne sa jednakowe, wiec badana granica jest réwna ich wspélnej
wartosci, tj. —1.
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® Przykiad 3.5

Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic obliczyé podane granice:

333—1'2+:c—1' Vitz—Jl—z lim Vit +2

a)il—»mlx3+z2—a:—1’ b)rh_r.r(l) z ’ c)1'—>oo Vitz? '
VZ — 103 o, 1 . sh2z
I lim, e O lim earectg B I e

Rozwiazanie

R AL | .z —=1)4(z—1)
a) iLIIllz3+12—x—l_il—»m1:c(zz—1)+(z2-—l)
E-D("+1) 241 2 1

e )er? MGy TiT 7

Vit —-V1-c _

b) lin}) z
_ WiFE-vT-e) (YT+ap+ T+ -0+ /T -27)
e z (\3/(1 +2)2+Y(1+)(1-2)+ /(1 - z)z)
- lim (1+z)—(1-12)

a0 ({/(1+x)2+ YA+2)(1-2)+ /(1 —z)z)
= lim 2 _ ) =.2‘.
=0 ({/(1+z)2+\3/(1+z)(1—1:)+{/(1_z)2) 1+1+1 3

Korzystaliémy tutaj ze wzoru a® — b* = (a —b) (a2 +ab+ b2) , z twierdzei o granicy
sumy, iloczynu, ilorazu oraz o granicy pierwiastka funkcji.

1 1 2
i VIt 2 Vaz vz Tz o

=-=0.

©) lim ——— =TT T
=zt

d) W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie o granicy funkcji ztozonej. Dokonujac pod-
stawienia £ = t® otrzymamy

i VE=10% ez VE-10° L0100 (t—10) (¢* + 10t + 10%)
s—108 YT —102 ~ t—10 /16 — 102 t—10 12 — 102 t—10 (t—10)(t + 10)
t? 410t +10° _ 3-10°
= lim = = 15.
t—10 t+ 10 2-10

e) Zauwazmy najpierw, ze

. 1 u= .
lim a.I‘CCtg - lim arcctg u=rm.
z—0— T Uu——00

L1

Zatem

. 1
lim z’arcctg = =07 = 0.
z—0- T
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=lm (" +e77) =141 =2.

z—0 shz z—0 e* —e % z—0 et —e T z—0

Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadni¢ podane réwnosci:
2 .
a) lim z sin L =0; b) lim w =1; ¢) lim 20 =1
z—0 T z—o0 2 — cosT z—oo £ + 1
@D, NN B(3e) _

Rozwiazanie
a) Dla kazdego z # 0 mamy —|z| € zsin — < |z|. Funkcje ograniczajace spelniaja
T
warunki: lim (—|z|) = 0, lim |z| = 0 . Zatem z twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze
z—0 z—0
. .1
lim zsin — = 0.
z—0 T
b) Dla kazdego z > 1 spelnione sa nieréwnosci
2 -1 :c2+sinz<:c2+1
z2+4+1 12 —cosz - z2-—1"

Funkcje ograniczajace spelniajag warunki:

2 -1 . z2+1_

lm —/——— =1 .
::Ln;o132+1 ’ 1

T—00 1‘2—1

Z twierdzenia o trzech funkcjach wynika zatem, ze

. £l +4sing
lim ——— =
z—o00 T — COST
c) Dla kazdego z > 0 mamy
z—1 _ E(z) T
< < .
z4+1 S z41 S z+41

Funkcje ograniczajace spelniaja warunki:

z—1

xr
=1 li =
etz t ]

7 twierdzenia o trzech funkcjach wynika zatem, ze lim _gz_)_ =1.
z—o00 T + 1

1m
z—oo T + 1

d) Dla kazdego z > 0 spelnione sa nieréwnosci:

rln2 In 27 <ln(2‘+1)<ln(2’+2’)_(z+l)ln2
(z+ 13 In(3*+3*+3%) “In(3+1) ° In3= zln3
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Funkcje ograniczajace spelniaja warunki:

lim zln2 In 2 lim (z+1)In2 _In2
oo (z+1)In3  In3’ ooe zlnd I3

Z twierdzenia o trzech funkcjach wynika zatem, ze

In(2°4+1) In2
so0 In (324+1) In3

=log, 2.
e) W rozwiazaniu wykorzystamy nieréwnogé

< E(z) <2 dlaze(1,3).
Zatem mamy

(z-2)°<(2-2)°E(z) <2z —-2)° dlaz € (1,3).
Funkcje ograniczajace spelniaja warunki:
xh_rflz(z -2)° =0, il_lg 2(z—-2)° =
Z twierdzenia o trzech funkcjach wynika zatem, ze
ilgz(z ~2)°E(z) = 0.
f) Dla z € R spelnione sa nieréwnoéci:
t—-1< E(z)<z, 31-1<EFE@3z)<3z

Zatem dla z < 0 zachodza nieréwnosci

3z E@Bz)  3z-1
t—17 E(x) S z

Poniewaz funkcje ograniczajace spelniaja warunki:

lim —%_ —3  Jim 521!
T——00 T — Z——00 z

=3,

wigc z twierdzenia o trzech funkcjach wynika, ze

E(3z)

Przyktad 3.7
Korzystajac z twierdzenia o dwoch funkqach uzasadnlc podane réwnosci:
: . 1 . z?
a) leglo (2sinz —z) = —o0; D) xkrgl_ T = o c) Zl_xgl_ E (f’)——x) = 0.

Rozwiazanie
a) Dla kazdego z € R prawdziwa jest nieréwnosé¢ 2sin z—z < 2—z. Funkcja ograniczajaca
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z géry spetnia réwno$¢ lim (2 —z) = —oo. Z twierdzenia o dwéch funkcjach wynika
I — 00
zatem, ze
lim (2sinz —z) = —oo.
I =00

b) Zauwazmy, ze dla kazdego —1 < = < 0 spelniona jest nieréwnos¢
1.1 _ 1
Viz—z  J0—z T =z

Funkcja ograniczajaca z dotu spelnia warunek lLim

1
z—0" \/—T

= oo. Zatem zadana réwnosc¢

wynika z twierdzenia o dwéch funkcjach.

¢) W rozwiazaniu wykorzystamy nieréwnos$¢ E(z) > z — 1 dla z € R. Mamy zatem

2 2 2
—3
2 )2 1=2F27% gao<o<s
33—z 3—z 3—z

Poniewaz
lim za-*_z_?’—i—-oo
23— 33—z 0t

wiec z twierdzenia o dwéch funkcjach wynika, ze

. Z2
Przyktad 3.8

Korzystajac z granic podstawowych wyrazei nieoznaczonych obliczyé podane gra-
nice:

sin oz cos x 1—cosz
1 ; b) li ; lim —————;
2) 220 sin 3z ) Ier% T — 2z 2 200 22
1 —e%® 3z 45\ cos® 5z - cost? 17z
d) lim ————; li ;o ) I :
) ) tgx ) S <3x + 7) P D xgr% cos® 9z - cos!® 13z’
. In(2*+1) . tgd VT ey 27—z
g IBr_noo In(3c +1)’ h) El_l'r(r)1+ z ) }I—»I% z—2
Rozwiazanie
5. sin 5z
a) STII 5z = lim ____.51: = g)——l = E
z—0 SIN 32  x—0 3. sin 3z 3.1 3
3z

sin u

Korzystali$my tutaj z réwnosci lim =1.
u—0 U
()
os | — 4+ u
. cos T =I .
b) lim g=gte = lim ——2/_
1_’57""‘2.’12 u —0 u—>07r_2<%+u>

. —slnu 1. sinu 1 1
= lim = = lim ==—-1==.
u—0 —2u 2u=0 U 2 2
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.2 2T 2 T . 2T
(sm §+cos e (cos — — sln —2->

. l—cosz . 2 2
=1
©) 91:1_13) z? poi z?
2
= lim 2Sin2§ L jim "3 =121
- z—0 1,‘2 - z—0 £ - - 2
2
, e?® —1
e ) : 1.2
d) lm 1= o g —2e ~_ 12,
z=0 tgw z—0 18T 1
T
u
.o .t
KorzystaliSmy tutaj z réwnoséci: lim ¢ =1, lim B _ 1
u—0 u u—0 U
e) lim (3x+5)z+1 = lim ! = lim ! . —e—§
z—oo \3T+7 T s (31:-’-7)"”'1 T oo 345 3(3%1 - % - '
3c+5 1y €
* {(H'g_zj«_s) ]
2

., L, P 1\* . . .
KorzystaliSmy tutaj z réwnoéci lim (14 =) = e oraz twierdzenia o granicy poteg.
u

UuU— 00

f) Aby uprosci¢ obliczenia granicy dokonamy zmiany punktu granicznego z g na 0.

5T 5 177 17
cos® 5z - cos'” 17z e=Z—t ki [COS (7 - 5t)] . [cos (T - l7t)]

zl—l-ng cos® 9z - cos1® 13z t—0 97 ° 137 13
cos -2——9t - |cos T—l3t

. (sin 5¢)° - (sin 17¢)"7
t—0 (sin 9t)° - (sin 13t)**

(sin 5t>5 -(5t)5 ) <sin 17t)” ) (1”)17

Mamy

= im 'Stgt ? '171t3t T3
t— sin 9 sin 13
- (9t)7 - - (13t
( 9t ) (1) ( 13t ) (13¢)

(sin 5t)5 (sinm)”
55 . 1717 51 17t

9% 1313 0 (sin9t)9 (sinl3t)13
9t 13t

55,1717 15 .17 g5 1717

g9 . 1313 ’ 19 .113 7 g9 . 1313

In (1 + 2%)
In(2°+1) . g (2)1_1 B
8 M G —.im, In(1+3%) \3) ~ 1=
31

KorzystaliSmy tutaj z réwnosci:

lim 2°= lim 3" =0, lm In(1 +v) =1 oraz lim (—) = oo.

T ——00 I ——00 u—0 u T——00
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h) Mamy
2
tg’ vz tg/z
I =1 t . =0-1=0
i*) Mamy
97 _g2 . (2°-4)-(s"—4) 974 . 2?4
lim ——~ = lim z—2 =l oy M T3
—2
-1 -2
=4-lim —-lim(z—+—g2u=4-lr12—4=4(ln2—l).
z—2 T — z—2 T —2

® Przyktad 3.9 " TR
Znalezé asymptoty pionowe i uko$ne podanych funkcji:

| ©
a) f() = == b)g(”:rx_ﬂ; Q) hz) = g d) plz) = ¢ sine + o

Rozwiazanie
Funkcja elementarna moze mieé asymptoty pionowe jedynie w skoficzonych ,kraficach”
swej dziedziny, ktére do niej nie naleza. Funkcja moze mie¢ asymptoty ukosne w —oo lub
w oo tylko wtedy, gdy jej dziedzina jest nieograniczona odpowiednio z dotu lub z géry.
sin z

a) Dziedzina funkcji f(z) = jest zbiér (—o0,0) U (0, 00). Obliczamy zatem granice:

. sin © . sin z . sinc . singz
lim =0, lim =1, lim =1, lim
T——00 T z—0— T z—0+ x 00 T

= 0.

7 powyzszego wynika, ze prosta y = 0 jest asymptota pozioma funkcji f w —co 1w oo,
a prosta ¢ = 0 nie jest asymptota pionowa tej funkcji (nawet jednostronna).

3
b) Dziedzing funkcji g(z) = i jest zbidr (—oo,1)U(1, 00). Obliczamy zatem granice:
|z

_]l

3 3
. -1 . -1 .
lim $ = — lim z = — lim (1}2+$+1)=—oo;
I——00 |1I - 1| z—=—00 T — I——00
3 3
. z° —1 . z° —1 . 2
im ——— =— lim =—lim (z°+z+1) =-3;
em1- |z — 1] z—1- T —1 ,_.1—( + )
3 3
: - -1 . z° — 2
1 T =1 1) =3;
S oy =, o = i (e )
3 3
. -1 . -1 .
lim = = z = lim (1:2+z+1)=oo
z—00 |1: - 1] z—o0 T — I—00

7 powyzszego wynika, ze prosta z = 1 nie jest asymptota pionowa (nawet jednostronna)
funkcji g. Poniewaz granice funkcji g w obu nieskoficzonosciach sa niewlasciwe, wiec
funkcja ta moze mie¢ tam ewentualnie asymptoty ukosne. Wspétczynnik A, asymptoty
ukosnej y = A, ¢ + B, obliczamy ze wzoru:

3 _ 3 _ 2
98) - gy 2l g gim 2o o ggim EFEFTlo

im ——— = = -
z—Fo0 T x—lulzfoo IIJIZ bt 1| z—{ioo .’E(:E et l) z—to0
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Poniewaz wspdlczynnik A, nie jest skoficzony, wigc funkcja g nie ma asymptot uko$nych
w obu nieskoriczonoéciach.

c¢) Dziedzing funkcji h(z) = Jest zbidr (—oco,—1) U (—1,1) U (1,00). Poniewaz

funkcja h jest parzysta, wiec wlys_t:rzczy obliczy¢ tylko granice:
im —— =L co; dim =Ll gm -1 g
z—1- 1 — 2 0t ’ z—1+ 1 — 2 0- ’ z—o0 1 — z2 —00

Z powyizszego i z parzystosci funkcji b wynika, ze proste z = 1 oraz £ = —1 sa asympto-

tami pionowymi obustronnymi funkcji k oraz, ze prosta y = 0 jest jej asymptota pozioma
w obu nieskoriczonoéciach.
d) Dziedzing funkcji p(z) = e " sinz + z jest R. Obliczamy zatem granice:
lim (e”I sinz + :c); lim (e" sin z + z)
T — — 00 T — 00

Pierwsza z tych granic nie istnieje, a druga réwna si¢ co. Oznacza to, ze funkcja p nie
ma asymptoty uko$nej w —oo oraz, ze moze mie¢ ewentualnie asymptote ukos$na w oco.
Wspdlczynniki asymptoty ukosénej y = A,z + B, obliczamy ze wzoréw:

—z .
A, = tim PO _ gy sinadr (1+22) =y,

T — 00 T T — 00 T T — 00 re*
B, = Illrr;o [p(z) - A+x] = I]Ln;o [(e_I sinz + 12) - z] = Ih_)n(qx) e “sinz = 0.

Zatem prosta y = z jest asymptota ukoéna funkcji p w oco.

Przykiad 3.10

Narysowa¢ wykresy funkcji spelniajacych wszystkie podane warunki:
a) lim f(z) =0, lim f(z) = 3, funkcja f jest parzysta;
T——00 z—0+

b) lim g(z) =1, lin})g(w) =00, lim (g(z) +z) =0;

lim h(z) = —oco, lim h(z) = —co, lim h(z) = 0;
¢) Jim h(z) = —co, lm h(z) = —oo Jim A(z)
d) funkcja p jest nieparzysta, lim p(z) nie istnieje, lim1 p(z) = —co.
T— 00 Tr—

Na rysunkach wskazac¢ fragmenty wykreséw spetiajace poszczegdine warunki.

Rozwiazanie
Przyktadowe wykresy funkcji spetniajacych podane warunki przedstawiono na rysunkach.
Liczba w kétku oznacza numer kolejnego warunku, ktéry spetnia funkcja.

b) @\‘y
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d) y
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Zadania

O Zadanie 3.1
Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji uzasadni¢ podane réwnosci:
a) lim (3+22%) =5, b) lim 377 +1)=1; ¢ lim (5-2") = —o0;
d) lim =oc0; e) lim yz2-9=0; f) lim E(x)= -4

z— 2+ T — 2 T——3—

O Zadanie 3.2
a) W ostrostupie tréjkatnym prawidtowym krawedi podstawy ma dlugos¢ b, a
kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy ma miarg z, gdzie 0 < z < 5

Niech r(z) oznacza promief kuli wpisanej w ten ostrostup. Obliczy¢ granice
lim+ r(z), lim r(z). Czy mozna podaé te granice nie wyznaczajac funkcji r?
z—0 z‘—»-—2’5"

b) Czastka pewnego uktadu drgajacego porusza si¢ po osi Oz. Potozenie tej czastki
w chwili ¢ > 0 jest opisane wzorem z(t) = 5 — 473 cos(2t + 1). Znalezé jej
graniczne potozenie, gdy t — co. Co oznacza otrzymany wynik?

¢) Réwnanie az*—2z—8 = 0 ma dla parametru a > 0 dwa pierwiastki rzeczywiste
z1(a), z2(a). Obliczy¢ granice lim zi(a), lim z3(a), lim z;(a), lim z3(a).

a—0+ a—0+ a— 00 a— o0

Wskazéwka. Narysowaé wykresy funkcji y = az® oraz y = 2z + 8. Nastepnie zbadaé
potozenie punktéw wspdlnych obu wykreséw, gdy a — 0% oraz, gdy a — oo.

O Zadanie 3.3
Uzasadnié, ze podane granice funkeji nie istnieja:

lim — b) lim si I Q) lim 2
Dlimg—m D fmenyE o fim g ) Jim, =5

1
) Jim cos i D) i S ) lim e (Lsing) B) Jim o - B ()]

O Zadanie 3.4
Zbadaé, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice:
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a1 . 8] o) fim 58— sin’z
a) Ih_{q pppk b) xl—l»n—ll sgn [.’L’ (1 -z )], c) IILII% w»
d) 1 (3’) e) lim sinz f) lim :carctgl.

:c—-»O x z—0 |.’l)| v=0 z
Zadanie 3.5

Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic obliczyé podane granice:

. V1i+zrz—+1-z . x8— v —2-—
a) lim ;  b) lim ;o ¢) lim ——————;
£—0 2z z—11— 2 6 T—6
. 2?2 -bx+4 sin? z . 1
4) wll»nc}o z(z —5) ’ e) i i—»o 1—cosz’ £ xh—»n% g~ cos:c)
: 243 1+ 22
2 . 2T9 . Y=

Zadanie 3.6

Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnié podane réwnoéci:
. 1 . 2+sinz . z+sin’z
a) lim v/zcos = =0; b) lim + =0; c¢) lim e =0
z—0t 2 r—o00 z2 T——00

. E(3e7)4+2 3 oa (1Y . . 1 . _
d) zll»oom 5 €) rh_r’r(l):c E - =0; f) zl_l_glo sin z+; —sinz| = 0.

Zadanie 3.7
Korzystajac z twierdzenia o dwéch funkcjach uzasadnié podane réwnosci:

—_ . 1 . 3 x —
a) Il_lg)]o (z° —sinz) = o0; b) zl_‘,réi % s = O c) :lLHC}OQ (2 + cosz) = oo.

Zadanie 3.8
Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczyé podane gra-
nice:

. T
3z __ 1 sin —
a) lim %552 b) lim & 1. ¢) lim —2;
z—% cos 3z z—0 sin 2z =0 gin T
1 3
g~ sin z3sin z7 tg 3z
d) lim —&; lim —— f) lim ;
) i tg 2’ ? 220 Sin 2% sin 26 e—0- 3’
z
tgr . cosdz—cosTz . In (2 + 3)
g) zl_l.*—__tgf) ; h) lim — | ):1:11{20_——_]]1(34-62’)

2z—-1 3 _
i) lim (1+$i2> . k) lim RAEVE) g, 2?3

z—»O xr r—e I —€
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0 Zadanie 3.9
Znalezé asymptoty pionowe i ukosne podanych funkeji:

3 £(e) = LT b g(a) =

@ 1)2, ¢) h(z) =z — arctg x;
2

1)2 sin“ x

Do) = s Da@) = D)=

O Zadanie 3.10
Narysowaé wykresy funkcji spetniajacych wszystkie podane warunki:

2) _lim f(z) =0, lim f(z) =3, lim f(a) = -

b) lim g(x) = oo, lirgl_ g(z) = —oo0, li%1+ g(z) =1, lim g(z)=5;
¢) lim h(z)=—4, limlh(:c) = o0, lim h(z) = 4;

d) lirri p(z) = oo, lirr; p(z) = 0, funkcja p jest okresowa i ma okres 7" = 3;
r— r—

e) lim g¢(z) =4, lirn1 q(z) = oo, funkcja ¢ jest nieparzysta;
T — — 00 r—

f) lirgl r(z) = oo, lim [r(z) — z] = —1, funkcja r jest parzysta.
r—0~ T — 00

Na rysunkach wskazaé fragmenty wykreséw spelniajace poszczegélne warunki.

Odpowiedzi i wskazéwki

y=azt
3.2a) lim r(z)=0, hm r(z) = b\/_
z—0+
b) tlim z(t) = 5. Wymk ten oznacza, ze czastka
wykonoljjqc drgania tlumione wzgledem punktu
zo = 5 zbliza si¢ do niego, gdy t — oo;
c) lim+ z1(a) = —4, lim+ z2(a) = oo, ~y

a—0 . a—0 /-”011“) o ’2‘(“) xz
lim zi(a) =0, lim z2(a) =0.
a— o0 a— o0

3.3 Wskazéwka. Rozwazyé ciagi: a) z), = \[4—= \/4+ = b))z, = ,

" -

2
:cn=(12r—+2n7r) ;c)z:,=7r+%,zn—7r—;; d) z,, =n, zn—n-}-—— e) z, =

\/2n7r
2= f) 5, = Lo Logy ol = onm, 0l = 3t 2nm;
VT +2nT n n 2
1 1

h I 5_ - "_ ]

) Zn nyl 5+n+1
3.4 a) 0; b) nie istnieje, bo hm sgn [z (1 -z )] =1, lim+ sgn [x (1 - z2)] = -1

—_—1- z——1
¢) —oo; d) nie istnieje, bo lim Ez) = o0, lim ( ) = 0; e) nie istnieje, bo lim mro_
. z—0~- T z—0+ z—0~ |ZL‘|
—1, im 22X =1;f) 0.
z—0+ |:c|

3.5 a) %; b) -3; ¢) :11—; d) 1;e) 2;f) 0;g) 0; h) 1;i) —1.
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3.6 Wskazéwka. Przyja¢ nastepujace funkcje ograniczajace z dotu (d) lub z géry (g)
funkcje, ktdrej granice obliczamy: a) d(z) = —+/z, g(z) = /z; b) d(z) = %, 9(z) = —;
' z

) d(x) =%, 9(a) = 1 ) o) = g5 o) = G dy = 2 (1 -1),
o(s) = 2% £) d(z) = 1, g(a) = .

3.7 Ograniczenia dolne funkcji maja postaé: a) d(z) = z°—1; b) d(z) = 2L; c)d(z)=2".
T

3 1 sy 3 . 3
3.82) ~3ib) 3i¢) 31 d) 350 15 £) 00; 8) 5 h) 20, %) 33 ) %5k o5 1%) 2.
3.9 a) Prosta z = 0 jest asymptota pionowa obustronna funkcji f, prosta y = —1 jest

asymptota pozioma tej funkcji w —oco, a prosta y = 1 jest jej asymptota pozioma w oo;
b) Prosta £ = —1 jest asymptota pionowa obustronna funkcji g, prosta y = z — 2 jest
asymptota ukosna tej funkcji w —oo oraz w oo; ¢) Funkcja h nie ma asymptot plonowych
Prostay =z + — Jest asymptota ukos$na funkcji b w —co, a prosta y = — E w oo; d)
Prostaz =0 Jest asymptota pionowa obustronna funkcji p, prosta y = —1 jest asymptota
pozioma tej funkcji w —oco, a prosta y = 0 w oo; e) Prosta y = —z + 1 jest asymptota
ukoéng funkcji ¢ w —oco oraz w co. Uwaga. Prosta z = —1 nie jest asymptota pionowsa
tej funkcji (nawet jednostronng); f) Prosta z = 0 jest asymptota pionowa obustronna
funkcji 7, a prosta y = 0 jest jej asymptota pozioma w —oco oraz oo.

3.10 Przykladowe wykresy funkcji spelniajacych podane warunki przedstawiono na ry-
sunkach. Liczba w kétku oznacza numer kolejnego warunku, ktéry spetnia funkcja.
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FUNKCJE CIAGLE

Czwarty tydzien

Ciagloéé funkcji (3.1). Nieciaglosé funkeji (3.2). Dzialania na funk-
cjach ciaglych (3.3). Twierdzenia o funkcjach ciaglych (3.4).

Przyktady
® Przykiad 4.1

Korzystajac z definicji Heinego uzasadni¢ ciggtos¢ podanych funkcji na R :

2043, ¢) h(z) = Vat+2; d) p(z)=cosz.

z24+1’

a) f(z) = 22°-3z+5; b) g(zx) =

Rozwiazanie
W rozwiazaniach wykorzystamy definicje ciagtoéci funkcji:
‘funkcja f jest ciagta na R wtedy i tylko wtedy, gdy

A A [(m =) = (i s = s o) |
zo€R (zn)
a) Mamy pokazaé, ze
/\ /\ [(Ji_{r;ozn=zo) = (711'520(2131—an+5) =213—3x0+5)}.
Zo€ER (zn)
Niech zo bedzie dowolna liczba rzeczywista oraz niech (zn») bedzie dowolnym clagiem

zbieznym do zo. Wtedy

3
lim (Zzi — 3z, + 5) =2 ( lim zn) -3 ( lim :cn) + lim 5= 2:58 —3z0 + 5.
n-— oo n—oo n—o0 n—oo

Korzystaliémy tutaj z twierdzef o granicy sumy, réznicy oraz iloczynu ciagéw.

b) Mamy pokazaé, ze

. B 20,43 2w0+3
A A {(Jf‘wz"_zo) = (nl-l—l;noo 21 z3+1>]'

20 €R (zn)
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Niech zo bedzie dowolna liczba rzeczywista oraz niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem
zbieznym do zo. Wtedy

22,43 _ CAmozat m 3 o4

i = .
oo T3+ 1 ( 241

2
lim zn) + lim 1

n—0oo n— 00

Korzystalismy tutaj z twierdzen o granicy sumy, iloczynu oraz ilorazu ciagéw.

c¢) Mamy pokazaé, ze

/\ /\ [(nli_{noo Tn = zo) = (nli_r’noo \/(%)4 +2= \/(xo)‘* + 2)] .

Tp€ER (zn)

Niech zo bedzie dowolna liczba rzeczywista oraz niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem
zbieznym do zo. Wtedy, korzystajac z twierdzeit o granicy ciagéw dla potegi, sumy i
plerwiastka, otrzymamy

lim \/(a:n)4 +2= lim (:vn)4 +2= \/($0)4 + 2,

co nalezato pokazaé.

d) Mamy pokazaé, ze
/\ /\ [( lim z, = zo) 5 (lim COS Tn =coszo>} .
n—oo n=— 00
Zo€R (zn)

Niech zo bedzie dowolna liczba rzeczywista oraz niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem
zbieznym do zo. Pokazemy, ze

lim (coszn —coszo) = 0.

n—oo
Stad wynika¢ bedzie zadana réwnoéé. Korzystajac z tozsamosci

cosa — cos f = —2sin az;ﬂsin a—i—ﬁ—

oraz nieréwnos¢ [sin v| < |y| mamy

Tn — To In — Zo

2

. . T T
sin ~'sm nt %o <2

0 < |coszn —cos xo| = 2 ‘1=z, — z0].

Ostatecznie
0 < |cos zn — cos To| € |Tn — To].
Dla n—o00 obie strony ostatniej nieréwnosci daza do 0. Zatem z twierdzenia o trzech
clggach wynika, ze
lim |coszn — cos zo| = 0.
n— 00

Stad

lim (coszn —coszo) = 0.
n— oo
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Okreshc zblory punktow CIadg}osa podanych funkq]l

$3—.132

— dla z # 1,
) f@ =] T L by ge) = B,
1 dla z =1;
1 2
zsin — dla =z # 0, sgn (z
c) h(z) = T 7 d) p(z) = ———u
0 dla z=0; sgn (z — 3)
Rozwiazanie
a) Funkcja f jest okreslona wzorem:
3 2
7% dlax< 1,
I —
flz)=<1 dla z =1,
3 2
r -t dla z > 1.
T —

Funkcja f jest ciagta na przedziatach (—oo,1), (1,00), bo jest tam funkcja elementarna.
Ciaglo$¢ funkcji w punkcie zo = 1 zbadamy z definicji. Mamy

z<1 z® — 22 2
lim f(z) — lim =—lim z°=-1
z—1" z—1— T — 1 z—1—
oraz
z>1 .'L‘a - z? 2
hm f(z) lim = lim z°=1.
z—1+ =1t T — z—1+

Zatem lim f(z) nie istnieje, co oznacza, ze funkcja f nie jest ciagta w punkcie zo = 1.
z—1

b) Funkcja g jest okreélona wzorem: g(z) = k dla k < = < k+1, gdzie k € Z. Funkcja
ta jest ciagta na kazdym przedziale postaci (k,k + 1), bo jest tam funkcja elementarna.
Ciagtos¢ funkcji w punktach zo = k, gdzie k € Z, zbadamy z definicji. Niech punkt k € Z
bedzie ustalony. Wtedy

(z) = k—1 dla k—-1< x<k
gir) = E dla k\z<k+1

Stad

lim g(z) ek hm (k-=1)=(k-1), hm 9(z) 2= lim k=k.

z—k r—k+

Ponadto g(k) = k. Zatem funkcja g nie jest ciagla w punktach zo = k, gdzie k € Z.
Ostatecznie funkcja g jest ciagla na zbiorze R\ Z .

c) Funkcja h jest ciagla na przedziatach (—oo,0), (0,00), bo jest tam funkcja elemen-
tarna. Ciaglos¢ funkcji h w punkcie zo = 0 zbadamy korzystajac z definicji. Mamy

]_in})zsin % =0 (zobacz Przyktad 3.6 a)) oraz h(0) = 0 . Zatem funkcja h jest ciagla
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takze w punkcie o = 0.
d) Dziedzina funkcji p jest zbidr (—o0,3) U (3, 00). Poniewaz funkcja sgn (z2) jest ciagla
na zbiorze (—oo,0) U (0, 00), wigc funkcja p jest ciagla na przedzialach (—o0,0), (0,3),
(3, 00). Zbadamy teraz ciagto$¢ tej funkcji w punkcie zo = 0 (nie badamy ciagtosci funkcji
w punkcie 3, bo nie nalezy on do dziedziny). Mamy p(0) = 0 oraz
_ sgn (z?) 1
m ————< = — = -1
z—o0sgn(z —3) -1
Zatem funkcja p nie jest ciagta w tym punkcie. Ostatecznie funkcja p jest ciagla na
zbiorze (—o0,0) U (0,3) U (3, 00).

Przyktad 4.3 -
Dobraé parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byty ciggle we wskazanych
punktach:

+1 dlazg = a
ar TS arctg — dla = # 0,
a) fla) =4 Y OE z
sinz + b dla :c>-2—, b dla z =0,
s
o = —2—; o = 0.
Rozwiazanie
a) Funkcja f jest ciagla lewostronnie w punkcie zo = g, bo jest funkcja liniowa na
przedziale (—oo, %] Obliczamy granice prawostronna funkcji f w punkcie zo = %
Mamy
lim f(z) == lim (sinz+b)=1+b.
z—5 z— 5
. . T T . . . . ™
Poniewaz f <5) =ay + 1, wigc funkcja f bedzie ciagta w punkcie zo = 7 gdy
T .
1(3) = L, f(e)
czyli, gdy 1+ b = ag + 1. Zatem funkcja f jest ciagla w punkcie zo = g, gdy liczby

rzeczywiste a, b spelniaja warunek b = a%.
b) Ciagtos¢ funkcji ¢ w punkcie zo = 0 zbadamy z definicji. Rozwazymy trzy przypadki:
ILa>0;II. a <0;IIl. a = 0. W pierwszym przypadku mamy:
a g a

lim g(z) = lim arctg— =—— oraz Lm g¢(z)= lim arctg — = —.

-0~ g( ) z—0— 8 z 2 x—0 g( ) z—0+ 8 z 2
Zatem dla zadnego a > 0 funkcja g nie jest ciagla w punkcie zo = 0. Rozumujac podobnie
otrzymamy, ze funkcja g nie jest ciagla w punkcie zo = 0 takze dla 7adnego a < 0. Gdy
a =0, wtedy mamy lim g(z) = lim 0 = 0. Poniewaz g(0) = b, wiec funkcja g jest ciagla

z—0 z—0

tylko wtedy, gdy b = 0. Ostatecznie, funkcja g jest ciagta w punkcie zo = 0 tylko dla
a=01b=0.
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Uzasadnié cigglo$é podanych funkeji na R:
-1
1 .
a) f(z) =4 |z| -1 dla fe] # 1, ; b) g(z) = E(z)sin7z.
4 dla |z|=1;

Rozwigzanie
a) Zauwazmy najpierw, ze dla |z| # 1 mamy

2t -1 |z|* -1 (lzl = 1) (2l + 1) (|2 +1)
lz[—1 " [z]-1 |z -1

=(lz]+1) (s> +1).

Pokazemy, ze funkcja f jest ciagta w punkcie zo, spelniajacym warunek |zo| # 1. Mamy

bowiem

zé -1 . zt—1 :cg -1
oraz Ilm —— = ————.
zozo |z =1  |zo| —1

f(x0)=|

To| — 1
Co oznacza, ze funkcja f jest ciagla w zo. Niech teraz zo bedzie liczba spelniajaca
warunek |zo| = 1. Wéwczas mamy

zt -1

=4 li
f(z0) oraz zl-rgo o1

= lim [(Iz] +1) (22 +1)] = (|zo| + 1) (25 + 1) = 4.

Oznacza to, ze funkcja f jest ciagla takze w tym punkcie. Zatem badana funkcja jest
ciagla na R.

b) Najpierw pokazemy ciaglos¢ funkeji ¢ w punktach zbioru
L U(=1,00uU(0,1)u(1,2)U(2,3)U...

Niech zo bedzie dowolnym punktem tego zbioru, tzn. niech zo € (k,k + 1) dla pewnego
k€ Z. Wtedy mamy g (z0) = E (zo)sin 7zo = ksin 7zo. Ponadto
k<z<k+1

lim ksinnz = ksin rzo.

lim g(z) = lim E(z)sin 7z
T—z T—z0 Tz

Zatem funkcja g jest ciagla w punkcie zo i w konsekwencji we wszystkich punktach
wskazanego zbioru. Przechodzimy teraz do zbadania ciagtosci funkeji ¢ w punktach zbioru
Z. Niech zo = k, gdzie k € Z. Wtedy mamy

g(zo) = E(k)sinmk =k -0=0.

Ponadto
lim g(z) = lim E(z)sin7z LR A AR 1Y (k—=1)sinmz =(k—1)-0=0.
:c—’:co— :c—-a:; r—k—
oraz
lim ¢(z)= lim FE(z)sin 7z ES2<Btl i ksinrz =k 0=0.
J:——z+ z—>z+ z—k

o] o]
Zatem funkcja g jest ciagla takze w punkcie zo 1 w konsekwencji w punktach zbioru Z.
Ostatecznie funkcja g jest ciagla na R.
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® Przykiad 4.5 . ...
Okresli¢ rodzaje niecigglosci podanych funkcji we wskazanych punktach:
Vitz-1 :zzsinl—cosl dla z #£0
V@) =8 Tz W TEL b= T T
0 dla z =0, 0 dla z =0,
zo = 0; zo = 0;
1
—— dl 0,
a:-2+ dla z # 2 B(2) nre
T al r ) —
¢) h(z) = ¢ |z —2] d) p(z) =< 1 dla z =0,
1 dla z = 2, 1
E (— dla z > 0,
z
T = 2, zo = 0.

Rozwiazanie
a) Mamy f(0) = 0 oraz

\/1+x—1_l

e =g

Zatem funkcja f ma w punkcie zo = 0 nieciagloéé pierwszego rodzaju typu »uka”.
b) Poniewaz granica
lim g(z) = lim (z sin 1_ cos ——)
et =0 T T
nie istnieje, wigc funkcja ¢ ma w punkcie zo = 0 nieciaglosé drugiego rodzaju.
c) Mamy k(2) = 1. Ponadto

T—2" T—2"

lim h(z) = lim <I%E%|+z) ézlir?_(—uz):l

oraz

lim h(z) = lim (’”‘2 +z> 22 lim (1+2)=3.
T—2

z—2+ z—2+ \ |T — 2|

Z réwnosci tych wynika, ze funkcja b ma w punkcie zo = 2 niecigglo$¢ pierwszego rodzaju
typu ,,skok”.

d) Mamy p(0) = 1. Ponadto

. . 1 —1<a<o . 1 . . (1)
lim p(z) = lim ——= lim — =—loraz lim p(z)= lim E(=) = co.
z—0— P() z—0- E(z) z—0~ —1 z—0+ p(2) z—0+ z
Ostatnia réwno$é wynika z nieréwnosci = —1 < E (—) 1 twierdzenia o dwéch funkcjach.
z z

Poniewaz jedna z granic jednostronnych jest niewlasciwa, wiec funkcja p ma w punkcie
To = 0 nieciaglos¢ drugiego rodzaju.

® Przykfad 4.6 . , . .
Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw przez funkcje cig-

gla na przedziale domknietym uzasadnié, ze podane zagadnienia ekstremalne maja
rozwigzania:



y tydzieni - przyktady 67

a) wsréd prostokatéw wpisanych w kolo o promieniu R jest ten, ktéry ma naj-
wiekszg objetos¢;

b) wéréd walcéw wpisanych w stozek o promieniu podstawy R 1 wysokosci H
istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetosé.

Rozwigzanie

a) Niech jeden z bokéw prostokata ABCD
wpisanego w okrag o promieniu R ma dhu-
goéé z, a drugi a (rysunek). Wtedy, korzy-

stajac z twierdzenia Pitagorasa do tréjkata D K 2 c
OKC, mamy
3 R
a z? o
- /R2 -1
2 4
A B

gdzie 0 < z < 2R. Stad pole prostokata
ABCD wyraza si¢ wzorem

S(z) = za = z\/4R? — 22,

gdzie 0 < ¢ < 2R. Przyjmujac teraz dodatkowo S(0) = 0 oraz S(2R) = 0, otrzymujemy
funkcje ciagla na przedziale domknietym [0, 2R]. Z twierdzenia Weierstrassa wynika za-
tem, ze w pewnym punkcie przedzialu domknigtego [0,2R] funkcja S osiaga wartoéé
najwieksza. Poniewaz na koncach przedziatu [0, 2R] funkcja ta ma warto$é 0, a we wne-
trzu przyjmuje wartoéci dodatnie, wiec jej warto$¢ najwieksza jest osiagnieta w punkcie
przedzialu otwartego (0,2R), co nalezalo pokazac.
b) Niech z oznacza promiefi walca wpisa-

nego w stozek, a h jego wysoko$é¢ (rysu-

nek). Wtedy z podobiefistwa odpowiednich
tréjkatéw mamy

)
1
|
T :z
= — — 1 H
h=t(1-%). |

gdzie 0 < z < R. Stad objetos¢ rozwaza-
nego walca wyraza si¢ wzorem

V(z) = rz’h = rHz? (1 - f—) .
R R

Przyjmujac teraz dodatkowo V(0) = 0 oraz V(R) = 0, otrzymujemy funkcj¢ ciagla na
przedziale domknietym [0, R]. Z twierdzenia Weierstrassa wynika zatem, ze funkcja ta
przyjmuje w pewnym punkcie przedzialu domknigtego [0, R] warto$¢ najwieksza. Po-
niewaz na koncach przedziatu [0, R] funkcja V ma warto$¢ 0, a we wnetrzu przyjmuje
wartoéci dodatnie, wiec jej warto$é najwieksza jest zrealizowana w punkcie przedziatu
otwartego (0, R), co nalezalo uzasadnié.

Przyktad 4.7

Uzasadnié, ze podane réwnania majg jednoznaczne rozwiazania we wskazanych
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przedziatach:
a) 4° = 22, (=1,0); b)e’:l l1 ;¢ ctgz==x (zz)
) b ) r ) 2 ) ) ) 6 ) 3
1
Znalei¢ rozwigzanie réwnania a) z doktadnoécia 3

Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie Darboux o miejscach zerowych funkcji cig-
glych. 3

a) Niech f(z) = 4 —z”. Funkcja f jest ciagla na przedziale [-1,0] oraz f(—1) = -7 < 0,
f(0) =1 > 0. Zatem z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje liczba ¢ € (—1,0) taka,
ze f(c) =0, a to oznacza, ze ro’wnanie 4" = £ ma pierwiastek w przedziale (—1,0). Za-
uwazmy teraz, ze funkcje 4” i —z” sa rosnace na przedziale [—1,0], zatem takze funkcja
f(z)=4"+ ( ) Jest Tosnaca na tym przedziale. Z monotonicznoéci funkcji f wynika,

e réwnanie 4° = z2 ma dokladnie Jjeden pierwiastek ujemny. Dzielac teraz na potowe ko-
lejne przedzialy, na konicach ktorych funkcja f ma wartosci réznych znakéw, obliczymy
pierwiastek réwnania 4 = z° z zadana dokladnoscia. Dokladnoéé te osiagniemy, gdy
dokonamy n podzialo’w odcinka [ 1,0], gdzie n jest najmniejsza liczba naturalng spel-

- o, 1
niajaca nieréwnoéé (n ) Rozwxqzujqc te nieréwnos$¢ otrzymamy n = 3. Zatem
przedzial [—1, 0] wystarczy podmehc 3 razy. Obliczamy wartos$¢ funkcji f w érodku prze-
—1+40 1

dzialu [-1,0], tj. w punkcie z; = 2 = —j» mamy f (—%) > 0. Funkcja f ma

zatem warto$ci réznych znakéw na koncach przedziatu [—1, —5] . Nastepnie obliczamy
. 3y . . 17 . . -1+ (-1 3
warto$¢ funkcji f w Srodku przedziatu |—1, -3 tj. w punkcie z, = — =7

mamy f <_Z) < 0. Funkcja f ma zatem wartoéci 16znych znakéw na koricach przedziatu

3 1 . . . .1 . . . . .

[_Z’ —5] . Poniewaz przedzial ten ma dlugosé T wigC za rozwiazanie réwnania z do-
oo 1 C . . 5

ktadnoscia 3 wystarczy przyjac jego Srodek, tj. liczbe ~3= —0.625.

Uwaga. Doktadnym rozwiqzaniem réwnania 4% = 22 w przedziale (=1,0) jest —0.641185.. ..

b) Niech f(z) =e" — = Funkqa f jest ciagla na przedziale [l, } oraz spelnia nieréw-
nosci )
f(i) =Ve-2<0, f(I)=e—1>0.

Zatem z twierdzenia Darboux wynika istnienie punktu ¢ € (%, 1) takiego, ze f(c) = 0.
Poniewaz funkcje e oraz ——i— s3 rosnace na przedziale [%, 1], wiec ich suma takze jest
tam funkcja rosnaca. Stad wynika, e w przedziale (%, 1) istnieje tylko jedno takie c.
Tak wiec réwnanie e” = o maw przedziale (%, 1) tylko jedno rozwiazanie.

c) Niech f(z) = ctg z—z. Funkcja f jest ciagla na przedziale [%, —g—] oraz spelnia warunki

1(5)=-F20 s(5)=F -5
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Zatem z twierdzenia Darboux wynika istnienie punktu ¢ € (%, %) takiego, ze f(c) =

0. Poniewaz funkcje ctgz oraz —z sa malejace na przedziale (%, 5), wiec takze ich

suma, tj. funkcja f, jest tam malejaca. Tak wigc réwnanie ctg £ = = ma dokladnie jedno
rozwiazanie w tym przedziale.

Przykiad 4.8

Korzystajac z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu warto$ci poSrednich przez

funkcje ciggla uzasadnié nastepujace stwierdzenia:

a) jezell na dolnej stacji wyciggu bylo bezwietrznie, a na gérnej stacji wiat wiatr z
predkoscia 10 m/s, to jadac wyciagiem natrafimy na miejsce, gdzie wiatr wieje
z predkodciag 8 m/s (w pewnym kierunku);

b) jezeli we Wroctawiu i Gdarnsku jest temeratura 20° C, a w Bydgoszczy tempe-
ratura 25° C, to jadac z Wroctawia do Gdanska przez Bydgoszcz co najmniej
dwukrotnie bedziemy w miejscach, w ktérych panuje temperatura 22° C;

c*) przez dowolny punkt wewnetrzny wielokata wypuklego mozna przeprowadzié
sieczng w ten sposdb, aby punkt ten byt jej Srodkiem.

Rozwiazanie

a) Niech z oznacza odleglosé punktu wy-
ciagu od dolnej stacji oraz niech v(z) ozna-
cza predkoé¢ wiatru w tym miejscu. Funk-
cja v jest ciagla na przedziale [0, d], gdzie d
oznacza dlugo$¢ wyciagu (rysunek). Z da- P
nych zadania mamy warunki: v(0) = 0,
v(d) = 10 oraz v(0) < 8 < wv(d). Stosujac
twierdzenie Darboux o przyjmowaniu war-
toéci posrednich do funkcji v na przedziale o ¢ zlm]
[0,d] i warto$ci vo = 8 otrzymamy, ze dla dolna sotna
pewnego zo € (0,d) mamy v (zo) = 8. Ozna- stacja stacja

cza to, ze w odleglosci zo od dolnej stacji

wieje wiatr z predkoscia 8 m/s.

10— v=v(z)

|
1
i
1
1
1
i
!
1
1
1
i
1

8
B R et

b) Niech z oznacza odleglto$¢ punktu trasy

od Wroclawia oraz niech T(z) oznacza tem-

perature panujaca w tym miejscu (rysunek). W T [°C]
Funkcja T jest ciagla na przedziale [0, 450]
(odlegtos¢ Wroctaw — Gdarisk jest réwna 450 EE T
km, a Wroclaw - Bydgoszcz 270 km). Z

danych zadania wynika, ze T'(0) = 20°C,

T(270) = 25°C, T(450) = 20°C. Stosu-  22° ]
Jjac twierdzenie Darboux do funkcji T, war-
tosci To = 22° C oraz przedzialéw [0,270],
[270,450] wnioskujemy, ze we wnetrzu kaz-
dego z nich sa punkty, w ktérych funkcja
T przyjmuje wartosé 22° C. Oznacza to, ze
miedzy Wroctawiem i Bydgoszcza oraz mie-
dzy Bydgoszcza 1 Gdarnskiem beda miejsca,
w ktdrych jest tempertura 22° C.

T=T(x)

1
I
I
i
I
4
I
1
I
4
1
|
I
|
I

o
-
I 1
o [
- -

Wroctaw Bydgoszcz Gdansk (km]
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Uwaga. W rozwazaniach przyjeto, ze temperatura w punktach trasy nie zmienita sie w
czasle, gdy trwala podréz.

c*) Niech P bedzie dowolnym punktem we-
wnetrznym wielokata wypuklego. Ponadto
niech PQ bedzie ustalona pélprosta, wzgle-

dem ktdrej bedziemy mierzyli kat ¢ z sieczna b g

AB (rysunek). Dla ustalonego kata 0 < ¢ < P

m niech a(p) i b(p) oznaczaja odpowiednio o 2
(v

dlugosci odcinkéw AP 1 PB cieciwy, tworza- A
cej kat ¢ z pélprosta PQ. Rozwazmy funkcje

f(®) = a(p) = b(p).

Funkcja ta jest ciaggla na przedziale [0, 7] oraz spetnia warunki
f(0) = a(0) —b(0),  f(x) = a(x) — b(x) = b(0) — a(0) = —[a(0) - 5(0)].

Poniewaz funkcja f w punktach ¢ = 01 ¢ = « przyjmuje wartoéci réznych znakéw, wiec
z twierdzenia Darboux wynika, ze f(@o) = 0 dla pewnego 0 < o < 7. Oznacza to, ze
punkt P jest srodkiem cieciwy AB tworzacej kat ¢o z pSlprosta PQ.

Zadania

Zadanie 4.1
Korzystajac z definicji Heinego uzasadnié cigglo$é podanych funkeji na R :

a) f(z) =2z —-5; b)g(z)=sinz; <) h(z)=Vz; d)p(z)=¢".

Zadanie 4.2
Okresli¢ zbiory punktéw ciagglosci podanych funkcji:

1 dla ¢ =kn, k€ Z,
a) f(z) = Siﬁz dla z # kr, k € Z; b) g(z) = E(z)(z — 1);

0 dla z <0, ) -
¢) h(z) = 7 cos :_2 dla z > 0; d) p(z) = sgn () cos 5%

Zadanie 4.3

Dobraé parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciagte we wskazanych
punktach:

ba.r dla z <, bz +3 dla z <1

a)f(:c):{s;nzz dla o3> b)g(z):{2x2+z+a dla z > 1,
To = T, zo = 1;

(z-1)* dla z <0, z dla |z| < 1,

c)h(z)=¢ az+b dlalO<z<l1, d)p)=
' Ve dlaz>l, v {”2““”‘“3 l=[>1,

z1 =0, o =1; ;. =-1, zo = 1.



Czwarty

O Zadanie 4.4
Uzasadnié ciggloéé podanych funkeji na R:

a) f(z) = i b) g(z) = Ver + 22

|z| + 1

O Zadanie 4.5
Okreéli¢é rodzaje nieciagloéci podanych funkcji we wskazanych punktach:

1
rarctg — dla z #0,
a) f(z) = sgn [z(z —1)], zo=1; b)g(z)= x r

) dla z =0,
zo = 0;
E L dl 0 1
¢) h(z) = z (;) a z#0, d)p(x):{l_ws; dla =z # 0,
0 dla z =0, 0 dla z =0,
zg = 0; z9 = 0.

O Zadanie 4.6

Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw przez funkcje cia-

gla na przedziale domknietym uzasadnié, ze podane zagadnienia ekstremalne maja

rozwigzania:

a) wéréd prostokatéw wpisanych w tréjkat réwnoboczny o boku a istnieje ten,
ktéry ma najwieksze pole (zalozyé, ze dwa wierzcholki prostokata naleza do
boku tréjkata);

b) wéréd granastostupéw prawidlowych o podstawie szeSciokatnej wpisanych w
kule o promieniu R istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetos¢;

c*) wérdd tréjkatéw réwnoramiennych opisanych na kole o promieniu R istnieje
ten, ktéry ma najmniejsze pole.

O Zadanie 4.7
Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwigzania we wskazanych
przedziatach:

L
\/g)

,1); e) 2! 42 -1=0, (%1) f) 227 = 1, (0,00).

sin

a)l= 5 + z, (0,%); b)arctgz:%,(

\/??); ¢)3*+z =3, (0,1);

d)Inz + 2z =1, (%

Wyznaczy¢ rozwiagzanie réwnania c) z dokladnoscig 0.125.

O Zadanie 4.8
Korzystajac z twierdzenia Darboux o przyjmowaniu wartosci posrednich przez
funkcje ciggla uzasadni¢ nastepujace stwierdzenia:



e . Funkcje ciagte

a) jezeli samochéd wyruszyl z Wroclawia o godz. 8:00 i jadac ze zmienng szyb-
koscig dotart do Warszawy o godz. 12:00, a nastepnego dnia o godzinie 8:00
wyruszyl z powrotem i jadac po tej samej drodze wrécit do Wroctawia o godz.
12:00, to jest takie miejsce na tej drodze, w ktérym byt o tej samej godzinie
zaréwno jadac do Warszawy jak 1 wracajac z powrotem;

b) jezeli zegar o pétnocy spéznial sig o 5 min., a po nakreceniu, nastepnego dnia
o péinocy spieszyt si¢ o 10 min., to w pewnej chwili wskazywal wtaéciwy czas;

c¢*) na Ziemi sa dwa miejsca polozone symetrycznie wzgledem jej $rodka, w ktdrych
panuje ta sama temperatura.

d*) dowolny wielokat wypukly mozna podzieli¢ dwiema prostopadtymi do siebie
prostymi na cztery czesci o jednakowych polach.

Odpowiedzi i wskazéwki

4.2 W odpowiedziach podajemy zbiory, na ktérych rozwazane funkcje sa clagte.
a) R\{kr: k€ Z\{0}};b)...U(-2,-1)U(-1,0)U(0,2) U(2,3)U(3,4)U..;
c) R;d) R\ {0}.

43a)ae R\ {0},b=0;b)a=bc)a=2b=-1;d)a=1,b=—1.

4.5a) lim f(z)=-1# 1im+ f(z) =1 - nieciagloéé pierwszego rodzaju typu ,skok”;
T—1" z—1
b) lim g¢g(z) =0 = lim+ g(z) # ¢ (%) = % - niecigglo$¢ pierwszego rodzaju typu
z—0~ z—0
»luka”; c) llil}) h(z) =1 # h(0) = 0 — nieciagloéé pierwszego rodzaju typu Huka”;

d) lLim p(z) nie istnieje — nieciagloéé¢ drugiego rodzaju.
z—0-

4.7 c) g = 0.625, dokladne rozwiazanie 0.741552... .
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POCHODNE FUNKCIJI

Piaty tydzien

Podstawowe pojecia (4.1). Pochodne jednostronne funkcji (4.2).
Twierdzenia o pochodnej funkcji (4.3).

Przyktady

Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji w zo = 0:

:w:sinl dla =z £ 0,
z

a) f(z) = zlz|; b) g(z) =
dla z = 0;
1 2
26in = z dla z € Q,
¢) hz) = z° sin dla z #0, a*) p(m):{ . a Q
dla z = 0; —z° dla 1:¢Q
Rozwiazanie
a) Mamy
£(0) = M ki M:limlﬂ:&
.1:—»0 r — z—0
b) Mamy
L1
zsin — —0
g'(0) = 9(’”) 9(0) —lm —2% = lim sin ~.
:p—-O z—0 T—0 z—0 z

Otrzymana granica nie istnieje (porownaj Przyktad 3.3 b)). Funkcja g nie ma zatem w
punkcie zo = 0 pochodnej.

¢) Mamy

2 . 1
h z°sin — — 0
B’ (0) = lim (a:) ~(0) = lim ——Z%—— = lim zsin l =0.
z—0 z—0 z—0 T — z—0 T

Ostatnia réwnoé¢ zostala uzasadniona w Przyktadzie 3.6 a).
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d*) Mamy
p'(0) = lim 2B =20 _ i 2(2),
z—0 z—-0 z—0 T

Gdy z—0 oraz ¢ € Q, to

hmM:hm——-zhmxz
—0 i xz—0 T r—0

Podobnie, gdy £—0 oraz z € Q, to

3
25) i 22 fim (—2?) =o.
z z—0 I z—0

lim
z—0
Zatem p'(0) = 0.
Uwaga. Warto zwréci¢ uwage na to, ze 0 jest jedynym punktem, w ktérym funkcja p ma
pochodna. Wynika to z faktu, Ze po za tym punktem funkcja p jest nieciagta.
® Przykiad 5.2

Korzystajac z definicji obliczyé pochodne podanych funkeji:
1 . .
2) f(@) = 5, adzie x#0; b) g(z) = V&, gdsie = # 0,

¢) h(z) = ! , gdzie z #km dla k€ Z, d)p(z)=e", gdzie z € R.

sinx

Rozwiazanie
a) Niech 7o # 0. Wtedy

1 1
o (s3 - 22) _
d . z T . 0 . z—xz0)(z+ =
f' (z0) el hm X %o lim —— = _ lim ( 0) ( +20)
z—zo T — To z—zo (T — z0) 2?2 z—zo (T — zo)x?T2
i T+ To 2z0 2
= — l1im = —_—— = ——
T—x(o $2zg 1;3 1;8

b) Niech zo # 0. Wtedy
V7 — Yz (\3/_— 13/zo) (\/3 2 + YzT0 + 3 z%)
lim ——— = lim
T—zp T — To z—zg (:L‘ _ 1:0) (\3/1:_2‘_}_ \s/m'l' \3/'%')
1

= lim (2 — 20)

= lim
3
T —x0) | V2 TTo z 2 0+ y/z
A )<az + /zT0 + 3) =20 /22 + YT70 + /13

1
X

c) Niech zo # kr dla kazdego k € Z. Wtedy

d
g’ (z0) =

1 1
, def . sinz  sin zg . sin £ — sin o
h'(zo) = lim ——-=% = _ |im - -
z—zg T — To z—zo (T — Zo)sin z sin zo
sin I~ % cosz-i-z0
li 2 2 1 COs g COs Tg
T Ten T : T sinzo sinlzo
sin z sin To
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d) Niech zo € R. Wtedy

- p(50+82) — p(20)

!
p' (z0) = Ui
(z0) Az—0 Az
—Xo — Az —Xo —Az
. e —e —zo 1 [4 —1 —Zo —Zo
= lim = —e Im ———— = —¢ 1= —e .
Az—0 Az Az—0 —Az

® Przyktad 5.3

Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnaé, czy istnieja pochodne podanych
funkcji we wskazanych punktach:

?+z+1 da z>1, z arct ldlaav 0
) f(a:):{ ) b) ga) = Ty M FD
3z dla z < 1, 0 dla z =0,

Rozwigzanie
a) Istnienie pochodnej funkcji f w punkcie zo = 1 zbadamy poréwnujac pochodne jed-
nostronne: f. (1), f4(1). Mamy

f’_(]): lim ﬁlz)—-—f—(]—)é lim 313_3:3- lim (z2+z+l)=3~3:9.

11— z—1 z—1—- T —1 T—1—

Funkcja z? + ¢ + 1 ma pochodng wtaéciwa na przedziale [1,00). Zatem

i) = (z2 +z+ 1)'

= (2z+1)

z=1

Poniewaz fL(1) # f4(1), wigc f'(1) nie istnicje.
b) Pokazemy, ze funkcja g nie ma pochodnej w punkcie zo = 0. W tym celu obliczymy
pochodne jednostronne tej funkcji. Mamy

! . g(z) —9(0) z<0 . 1 g
o) = Jim EEGE I i aretg =
oraz (2) )
' g\r)—4g >0 . 1
0)=1 =~ 7 =] tg — = —
9+(0) = lim == Jim, arcte 2 =3

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji g nie pokrywaja sie, wiec jej pochodna w punkcie

zo = 0 nie istnieje.

® Przyktad 5.4

Znalezé parametry a, b, ¢, dla ktérych podane funkcje maja pochodne na R :

4z dla z <0,
) f(z) 2 -1 dla z <2, b ¢(z) )
a = —
ar +b dla z > 2; 9 az® +brt+c dla 1<z <1,
3 -2z dla z > 1.

Rozwiazanie
a) batwo zauwazyé, ze funkcja f ma pochodna na przedzialach (—o0,2), (2, 00). Funkcja
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ta bedzie miala pochodna w punkcie ,sklejenia” zo = 2, gdy bedzie tam obustronnie
ciagla oraz, gdy obie pochodne jednostronne w tym punkcie beda mialy te sama wartosé.
Najpierw znajdziemy warunki gwarantujace ciagtoéé funkcji f w punkcie zo = 2. Mamy

lim f(z) 22 lim (2 —1) =3, f(2)=3, lim f(z) 22 lim (az +b) = 2a + b.
T2 T2 r—2+ z—2+

Stad otrzymujemy réwnanie 2a + b = 3. Przechodzimy teraz do znalezienia warunkéw
gwarantujacych réwno$¢ pochodnych jednostronnych w punkcie zo = 2. Zalézmy dalej,
ze funkcja f jest ciagta w punkcie zo = 2. Zatem mamy b = 3—2a, stad f(z) =az+3—2a
dla z > 2. Ponadto

@)= (-1 =2 =4

f() (1: )z=2 xz=2

oraz
vy der o f(2)— f(2) s>2 . (az+3-2¢)—-3 . a(z—2)
f+(2)—zl.l..r?+ z—2 "'"zlf?+ z—2 _31_1514» T —2 -

Stad otrzymujemy a = 4. Ostatecznie a = 4, b = 3 — 2a¢ = —5.

b) Latwo zauwazy¢, ze funkcja g ma pochodna na przedziatach (—oo, 0), (0,1) 1 (1, 00).
Fankcja ta bedzie miata pochodna w punktach ,sklejenia” z; = 0, z, = 1, gdy bedzie
tam obustronnie ciagla oraz, gdy obie pochodne jednostronne pokryja sie tam. Najpierw
znajdziemy warunki gwarantujace ciagloéé funkcji w punktach z; = 0, z, = 1. Dla
punktu z; = 0 mamy

0<z<1

lim g(z) 20 lim 4z = 0, g(0) =0, lim g(z) lim+ (ax2 + bz + c) =c.

z—0— z—0— z—0+ r—0
Stad otrzymujemy warunek ¢ = 0. Podobnie dla punktu z, = 1 mamy

lim g(z) fcect

z—1"

lim (az2+bz+c)=a+b+c, g)=a+b+c,
z—1"

li 21 lim (3-2z)=1.
A 90 2= i, G =2

Stad mamy drugi warunek a + b + ¢ = 1. Przechodzimy do znalezienia warunkéw gwa-
rantujacych réwnoéé¢ pochodnych jednostronnych funkecji ¢ w punktach z; = 0, zo = 1.
Zakladamy przy tym, ze funkacja ta jest juz ciagla w obu punktach. Oznacza to, ze
spelnione sa warunki b =1 —a, ¢ = 0. Stad g(z) = az® + (1 — a)z. Ponadto mamy

g9-(0) = (4z)| _ =4

oraz
‘ —g(0 : ‘+(1-
94 (0) £l lim 9(z) = 9(0) o<z lim £ + (=) =1-a.
z—0+ z—0 z—0+ z
Stad otrzymujemy warunek 1—a = 4, zatem a = —3i w konsekwencji b = 4. Pozostalo do

sprawdzenia, ze dla otrzymanych wartoéci parametréw funkcja g ma jednakowe pochodne
Jednostronne takze w punkcie z; = 1. Mamy g(z) = —32° + 4z dla 0 < z < 1. Zatem

L) gim 1D oW ocegr et Ada o1
Jm == e smi-
oraz
B = 3 -20)| =2
czyli g~ (1) = g% (1).
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Zbadac, czy podane funkcje maja pochodne niewlasciwe we wskazanych punktach:

a) f(z) =sinv/z, 2o =0; b)g(z) = \3/17, zo=0; c¢)h(z)=3/ctgz, zo = g.

Rozwiazanie
a) Mamy

=100 = 0.

oy def o f(z)—f(O) lim sm\/_—O sin /T 1
£(0) = il_r.r%) z—0 z-.o _al."—>0 N i.l_rg) ot

Zatem funkcja f ma w punkcie o = 0 pochodna niewlasciwa oo.

b) Mamy

m .
z—0 z—0 z—0 z—0 JT

— g7 —
g'(0) &£ ﬁ,%M_:‘ZQ)_:lim_L__O—ﬁ 1

Granica ta nie istnieje, bo

lim 1 _ 00 lim

z—0" \3/; ’ z—0+ /T
Funkcja ¢ nie ma zatem pochodnej niewlasciwej w punkcie zo, ale ma pochodne niewla-
$ciwe jednostronne: g’ (0) = —oo, g4 (0) =

c) Mamy
B! (w) def 1 h(z) = h (%) — J/ctgr —0 u=Z—=z i Sigu
7) S lm =l T ==
2 2

. tgu . 1
= —1 ;‘/— lim =-1 — =-1-00=—00.
ul—Ig) u—0 \/ 0+ 1-o00 >

Zatem funkcja h ma w punkcie er— pochodna niewlasciwa —oo.

Korzystajac z regul rézniczkowania obliczyé pochodne podanych funkcji:

a)y=Intg g; b) y = arcsin V1 —5z; ¢) y=1In(e” +V1+ €%);
. 225 +1 1

d) y =z%; e) y =sin’ 3"11; fly= arctgzarctg;.

Rozwiazanie

a) Niech § # % + kx dla kazdego k € Z oraz niech tg% > 0. Wtedy

) e ) B )
3) T gz \F3 WEREN

1 1 1 2

T z = :
tg 3 cos? 3 3 3sin 2=
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b) Niech 1 — 5z > 0 oraz niech v/1 — 5z < 1. Wtedy

y = (arcsin \4/1—50:)/= ! -(\/41--525),
\/1 - (vi=%2)"
= ! ! '(]—517)’: 5

V1—vI—5z 43/(1-52) a1 VTose /s

c) Niech z € R. Wtedy

z 1 z
yl [ln(e +V1+61)]l=r— 'l-l-_el(e +\/1_+_€x),

Il

1 T 1 N/
_— — (14
e’+\/m;(e tovire e))

e* (2\/1 +e* + 1)
- 2(e’+w/l+c’)\/1+ez.
d) Niech z > 0. Wtedy

y =(z%) = (e“"z)lz e"™* . (zlnz) =z" (1~lnz+x~ %) =z(lnz +1).

e) Niech z € R. Wtedy
"= (sin7 21+1)’ = 7sin® 2 +1 (sin 21+1)I
v = 3=+1) 3% +1 37 +1
62°+1 _c052’+1 . (2’+1>’
3741 37 +1 3% +1
6241 241 27237 +1)—(2°+1)3°In3
3T 4+1 37 +1 (3= + 1)
len§+211n2—311n3

= 7sin

e 21 cosz:p-*-1
37 4+1 3% +1 (3= 4+1)?

f) Dla z # 0 mamy

!
(arctg :c)' arctg % + arctgzr (arctg l)
T

y' = {(arctg T) <arctg %)] ,

1 1 1 1
=7 s -arctg; + arctgz - ; T (—?)
te

= 1—_’_1—;5 (arctg % — arctg x) .
® Przykiad 5.7 L , - .
Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢:
a) z'(y) dla:
)y=e", gdzie z € R; 1) y=ctgz, gdzie 0 <z < m;
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b) 1) (f_l)/ (3), gdzie f(z) =z +x+1;
ii) (g_l)’ (1), gdzie g(z) = 2€3% — ™",

Rozwiazanie
a-i) Funkcja odwrotna do funkcji y = f(z) = e”, gdzie z € R, ma postaé ¢ = ) =
Iny, gdzie y > 0. Do funkcji f~! stosujemy twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej:

—11! _ 1
('] (w) = ey
gdzie y = f(z). Zatem
gy = L —L_L

(COC A
a-ii) Funkcja odwrotna do funkcji y = f(z) = ctgz, gdzie z € (0,7), ma postaé z =
f_l(y) = arcctgy, gdzie y € R. Z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej mamy
S
(ctgz) ~ 14ctg?z 14y

(arcctgy)' =

b-i) Zauwazmy najpierw, ze funkcja f jest ciagla i rosnaca na R. Ponadto f(1) = 3. Stad
wynika, ze £ = 1 jest jedynym rozwiazaniem réwnania

:1;5+:c+1=3.

Funkcja f spetnia zalozenia twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, zatem mamy

-1\ -1 _ ! = : _l
(f ) (B)= IO (I5+z+1)’|z=1 B (514+1)II__,1 6

b-ii) Takze w tym przykladzie funkcja g jest ciagla i rosnaca na R. Ponadto g(0) = 1.
Stad wynika, ze z = 0 jest jedynym rozwiazaniem réwnania

2¢3% — 77 = 1.

Funkcja g spelnia zalozenia twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, zatem mamy

1 1 1

= 70~ G oo (6™

Przyktad 5.8
Zaktadajac, ze funkcje f 1 g maja pochodne w}asc1we obliczyé pochodne funkcji:

a) y = logy(;) 9(z); b) y = arctg ——= f@). o)y = VF(x)+¢%(z); d) y = s1nf(a:).

9(z)’ cos g(z)
Rozwiazanie
2) y'(z) = (log,s) 9(®) = (i‘ fc(())) nale)) I flo) e/ =

gl(z) n T ( ) n T
10 "D FG ) g @) - s et

In? f(z) B f(z)g(z)In® f(z)
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1

() = [ arc z ,= /(=) l
b) y(z) = ( e y(z)) - (f(z))z (g(z))
9(=)
_ 9*(z)  fl(z)g(e) - f(2)g'(z)
f2(z) + ¢*(z) g*(z)
° vi=) = (3 f2(z)+g2(z)>l B 3\3/(f2(x)1+ 9*(z))* (@) + (@)
_ 2@ (=) +9(z)g'(x))
3V/(f2(2) + ¢*(z))?

4 ¥z = <sin f(x)) _ (sin f(z))' cos g(z) — sin f(z) (cos g(z))’

cos g(z) cos? g(z)
_ cos f(z) - cos g(z) - f'(z) +sin f(z) - sin g(z) - ¢'(z)

cos? g(z)

Przyktad 5.9 : . »
Napisaé réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punk-
tach:

a) f(z) = (@ + )V3 -z, (-1, f(-1)); b) f(z) =2, (2,£(2)).

Rozwiazanie
Korzystamy z réwnania stycznej do wykresu funkcji y = f(z) w punkcie (zo, f (z0)):

y = f(20) = f'(20) (z — z0)..

a) Mamy
fz)=(e+1)V3=z,20 = —1, f(-1)=0
oraz
/ _ 3/ _ z+1 _ 3
A AT e M

Réwnanie stycznej ma postaé: y — 0 = V4(z — (—1)), stad y = Va(z +1).
b) Mamy

f(g) =2%, z0o =2, f(2) =4 oraz fl2)= [z*(nz +1)],_, =4(In 2+ 1).
Réwnanie stycznej ma postaé: y —4 = 4(In2 +1)(z — 2), stad y = 4In(2e)(z — 2) + 4.

Przyktad 5.10 -
Obliczy¢ kat, pod ktérym:

a) przecinajg si¢ wykresy funkcji y = €%, y = e_\/§z;
b) wykres funkcji y = 3 + 2sinz przecina o§ Oy.
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Rozwiazanie

a) Znajdziemy najpierw punkt, w ktérym V3 -
przecinaja si¢ wykresy funkcji y = €*, y = v=e

e~ V3, Mamy e® = eV = g = 0. Kat

ostry o, pod ktérym przecinaja si¢ wykresy

funkcji y = f(z), y = g(z), jest okreslony

' (o) = ¢’ (z0)

1+ f(z0) g’ (z0) |
gdzie o jest odcigta punktu przecigcia obu o z
wykreséw. Dla funkcji rozwazanych w za-

zaleznoscia tga =

daniu mamy

Y B ! = 3V - _ 3.
( ) |z=0 |"‘—0 ’
+v3

z=0 z=0

Zatem

1
tga =
o= 1

3
ﬁ‘=2+\/§.

Stad o = 75°.
b) Korzystajac z interpretacji geometrycznej pochodnej funkcji wnosimy, ze styczna do
wykresu funkcji f(z) = 3 + 2sin z w punkcie zo = 0 jest nachylona do osi Oz pod katem

a = arctg [f’ (:co)] = arctg (2cos0) = arctg2.

Zatem kat 3, pod ktérym wykres funkcji f przetnie o§ Oy, jest réwny

B = % — arctg2 = arctg% ~ 0.46[rad].

Przykfad 5.11

a) Podchodzacy do ladowania samolot porusza si¢ po tuku paraboli w ten sposob,
ze w miejscu ladowania trajektoria lotu jest styczna do plyty lotniska (rysunek).
W jakiej odlegtoéci od wiezy kontrolnej wyladuje samolot, jezeli w odlegtosci
D = 9 km znajdowal sie on na wysokosci H = 400 m, a w odlegloéci d = 6 km
byl na wysokosci A = 100 m.

b*) Bilard ma ksztalt elipsy. Pokazaé, ze kula wypuszczona z ogniska elipsy po
odbiciu sprezystym od brzegu bilardu przejdzie przez drugie ognisko.

Rozwiazanie

a) Niech z = a oznacza miejsce ladowania oraz niech tuk paraboh, po ktérym samolot
podchodzi do ladowania, bedzie opisany réwnaniem y = pz + gz + r gdzie £ > a.
W miejscu ladowania musi byé spelniony warunek y(a) = 0. Zatem pa’ +qa+r1 =0.
Poniewaz w miejscu ladowania samolot dotyka lotniska stycznie, wiec y'(a) = 0. Stad
2pa + q¢ = 0. Podstawiajac ostatni warunek do poprzednlego otrzymamy r = pa”. Zatem
tuk paraboli opisany jest réwnaniem y = pz — 2pazx +pa = p(z — a) gdzie £ 2 a.
Parametr a trajektorii lotu obliczymy wykorzystujac informacje o polozeniu samolotu
przed ladowaniem. Mamy y(d) = h oraz y(D) = H. Zatem

p(6000 — a)? = 100,
p(9000 — a)? = 400.
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[T]) kontroli

lotu miejsce

9000 — a\?
m) =4, St@d a = 3000 m. LQ,dQ_

wanie samolotu nastapi w odlegloéci a = 3 km od wiezy lotniska.

Po podzieleniu réwnai stronami otrzymamy (

b*) Niech brzeg bilardu bedzie elipsa o
réwnaniu

2 v R o
gdzie 0 < b < a. Wtedy ogniska tej : ~
elipsy sa w punktach Fi(—c,0), F2(c,0), &- stycana

v a? —b2. Niech P = (zo,y0), ) 5

gdzie ¢ = 729 reme
gdzie zo,yo > 0, bedzie punktem elipsy, w
ktéry trafi kula wypuszczona z ogniska Fy.

Wtedy réwnanie prostej PF, ma postaé

Yo

Y—Y = (.’B—.’Eo),

o — C

a réwnanie stycznej do elipsy w punkcie P postaé

Pokazemy, ze proste PFi, PF, tworza jednakowe katy ze styczna. Oznaczaé to bedzie, ze
kula po odbiciu od brzegu przejdzie przez drugie ognisko elipsy. Katy utworzone przez
proste PF1, PF, ze styczna beda jednakowe wtedy i tylko wtedy, gdy punkty Fy, P oraz
F;, gdzie F; jest punktem symetrycznym do F, wzgledem stycznej, beda lezaly na jednej
prostej. Latwo obliczy¢, ze punkt F; ma wspélrzedne

;o b zo + a’zo + a’c 2a2yo
(z Y ) = .

cxo + a? " cxo + a?
_ —
Pokazemy, ze wektory Fy1 P, PF; sa proporcjonalne, skad juz bedzie wynikaé, ze punkty
Fi, P, F; sa wspélliniowe. Mamy

—_ —_—

FyP= (z0+c,y0) oraz PF, =

2
b*zo + a’c — cz? Yo (a - Cto)

b
czo + a? czo + a?
Latwo teraz sprawdzié, ze
—_— 2 —_
,  a° —cxo
PF2 = ——2' F]P .
cTo + a

Co nalezalo pokazaé.
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® Przykiad 5.12

a)

Taémociag przenosi piasek z wydajnoscia w = 1 m®/min. Z piasku tworzy sie
kopiec w ksztalcie stozka o kacie a = 1 nachylenia tworzgcej do podstawy.
Obliczy¢, z jaka predkoscia wzrasta wysoko$é kopca w chwili, gdy osiagnie
wysoko$é H = 3m;

Balon wznosi sie ze stala predkoscia v = 3m/s. Na dnie kosza balonu zamon-
towany jest aparat do zdjeé kartograficznych. Kat widzenia aparatu jest réwny
2a = 60°. Obliczy¢, z jaka szybkoscia zmienia si¢ pole fotografowanego obszaru,
gdy balon jest na wysokosci H = 300 m;

Krawedz szeéciennej kostki z miedzi ma dlugo$é¢ a = 5 cm. Szecian ten jest
przez t = 10 min. ogrzewamy réwnomiernie od temperatury Tp = 20° C do
temperatury 7y = 120° C. Obliczyé, z jaka szybkoscig bedzie zmienial sig
objeto$é tej kostki po tg = 8 min. ogrzewania. Wspdtezynnik rozszerzalnosci
liniowej miedzi wynosi A = 16 - 10=61/C°,

Rozwiazanie

a) Niech R(t) i H(t) oznaczaja odpowiednio
promieri podstawy 1 wysoko$é¢ kopca w chwili 3
t (rysunek). Ilo§¢ piasku przeniesiona przez

tasémociag w czasie t [min] jest réwna V =
wt. Z drugiej strony

Jednakze R(t) = H(t)ctga. Stad otrzymamy

Rézniczkujac obie strony tej réwnosci wzgle-
dem t dostaniemy

Zatem

Przyjmujac w tym wzorze w = 1 [ma/min],

a= % oraz H(t) = 3m otrzymamy

b) Niech r(t) oznacza promien fotografowa-
nego obszaru (kolo) w chwili ¢ > 0, a H(t)

V= SrRE()H(0)

wt = %cth aH3(t).

w=rctg’ aH>(t)H'(1).

w

- ! -
v=H() = mctg? a H2(t)

v = §1—7; ~ 0.035 [m/min].

wysokoéé, na ktérej znajduje si¢ balon w tej
chwili (rysunek). Wtedy 7(¢)

r(t) = H(t) tg o.
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Stad pole obszaru wyraza si¢ wzorem
S(t) = mtg> a H*(2).
Rézniczkujac obie strony tej réwnosci wzgledem ¢ otrzymamy
S'(t) = 2m tg® « H(t)H'(2).

Poniewaz H'(t) = v, wiec podstawiajac H(t) = 300 m otrzymamy

5'(t) = 27 tg 30° - 300 - 3 = 6007 [ m”/sek | .
c) Niech AT(t) oznacza przyrost temperatury kostki do chwili ¢. Z warunkéw zadania
wynika, ze AT(t) = %(120 —20) = 10¢, gdzie 0 < t < 10. Ponadto niech a(t) i V(t)

oznaczaja odpowiednio diugosé¢ krawedzi i objetosé kostki w chwili ¢. Poniewaz przyrost
diugosci krawedzi kostki zalezy liniowo od przyrostu temperatury, tj. Aa = aAAT, wiec

a(t) =a+adAT(t) =5+5-16-107° - 10t.
Stad
3 ~5,\3 .
V(t)=a’(t) = (5+5-16-107°t)", gdzie 0 <t < 10.

Szybkos¢ z jaka zmienia si¢ dana wielkoéé jest pochodna funkcji opisujacej te wielkosé.
Zatem szybko$¢ zmiany objetodci wyraza sie wzorem

V'(t) =240-107° (54516 -107° - 1)°.

W chwili to = 8 szybko$¢ zmiany objgtosci bedzie wiec réwna

V'(8) =240-107°- (5+5-16-107° - 8)” = 0,0615 cm®/min.

Zadania

O Zadanie 5.1

Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wska-
zanych punktach:

a) f(z) =l = 1], zo = 1; a) g(z) = |z — 7w|sinz, o = ;

d) p(z) = {

z? arctgl dla = #0, 2 dla <1
T

)

¢) h(z) =

0 dla z =0, Vz dla &> 1,
zg = 0; 2o = 1:
|z + 1]
L | _ z
¢) g(x) =4 Infe+1| la = # -1, ) r(z) = { e g;a P
0 dla z = -1, z dla z ¢ Q,
zo=-1L zo = 0.

O Zadanie 5.2
Korzystajac z definicji obliczyé pochodne podanych funkcji:
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1
a) f(z) = 2% — 3z, gdzie z € R; b) g(z) = 7 gdzie z # 0;
1
¢) h(z) = 4%, gdzie z € R; d) p(z) = sin o gdzie z # 0;
e) q(z) = ctgz, gdzie z £ kr dlak € Z; f) r(z) = :IJQL-I-I’ gdzie z € R.

O Zadanie 5.3
Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnaé czy, istnieja pochodne podanych
funkcji we wskazanych punktach:

V-1 dla z > 1,
a = |z%], o = 0; b = =1;
) £@) = [%] 2o YORE ST
2 2
\“/ECOSl dla z#0
¢) h(z) = |sinz|, zo =m; d) p(z) = z " zo=0.
0 dla z =0,

O Zadanie 5.4
Znalez¢ parametry a, b, ¢, dla ktérych podane funkcje maja pochodne na R :

ae®+b dla z <0,

-1 dla z <0,
= = 1 <z <
a) f(x) { 9-z dlaz>0: b) g(x) asinz+bcosr+c dla 0 <z <,

1 dla =z > =.

O Zadanie 5.5
Zbadaé, czy podane funkcje maja pochodne niewlasciwe w punkcie xo = 0:

8) f@) = Vlel + VEh  b) g(a) = Veinz; o) h(z>={|1xlx ey

O Zadanie 5.6
Korzystajac z regul obliczania pochodnych obliczy¢ pochodne podanych funkeji:
arcsin gsin®=

a)y= : b)y:(l—{-\"/a_:)tg(\/i); )y =z d)y:m'

e.‘L’

O Zadanie 5.7
Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢:

a) z'(y) dla:
i)y:%, gdzie = € R; i) y=cosz, gdzie 0 <z <,
iii)y = thz, gdzie z € R; iv)y=Inz, gdzie z > 0;

b) 1) (f'l)l(e +1), gdzie f(z) =2z+Inz;
i) (g'l)l (1), gdzie g(x) = cosz — 3z.
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O Zadanie 5.8
Zaktadajac, ze funkcje f i ¢ maja pochodne wlasciwe, obliczyé pochodne funkcji:

am=mvwmmkbnpuuwm;cw=@§g;dmzﬂwwwﬂm

O Zadanie 5.9
Napisaé réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punk-
tach:

D) 1) = oy (VB (VD)) Mf@)=magﬁ,wjm»
Q) I(z) = /7, (e, (e)); d) f(z) = ——, (1, F(1));
&) () = 2L (e, £(e)); Of@)—am@ Z, (1, 5(1)).

O Zadanie 5.10
a) Obliczyé katy, pod jakimi przecinaja sie¢ wykresy podanych funkeji:
22

i) f(z) =22, g(z) = Yz, z>0; i) fz)=4—z, g(c) =4— 7 z > 0;

b) Dla jakich wartosci parametru a € R, wykresy funkcji y = e?®, y = e~ % przetna
sie pod katem prostym?

O Zadanie 5.11
a) Tory kolejowe biegnace réwnolegle trzeba potaczyé rozjazdem sktadajacym sie
z dwéch tukéw parabol (rysunek). Odlegtosé miedzy osiami toréw wynosi d = 8
m, a rozjazd ma mie¢ dtugosé¢ [ = 40 m. Nalezy go zaprojektowaé w ten sposdb,
aby ruch pociagéw przebiegal w sposéb gladki, tzn. aby w punktach A, B, C
istnialy styczne do osi rozjazdu. Podaé réwnania tukéw parabol w ukladzie
wspotrzednych z rysunku.

tuki parabol

Yy
o$ toru 1 /\ . C
A,
o$ toru 2 B

>
>
T

b) Punkt materialny porusza si¢ po prostej y = - w kierunku osi Oy. Wyznaczyé
tor tego punktu po odbiciu sprezystym (kat padania réwna sie katowi odbicia)
2

od tuku paraboli o réwnaniu y = 2 — %, gdzie £ > 0.



87

O Zadanie 5.12

a) Gumowy balon ma ksztalt kuli o objetoéci Vo = 40 m3. Do balonu wtlacza sie
powietrze z szybkoécia p = 1 m3/s. Obliczy¢, z jaka szybkoscig powigkszal sig
bedzie érednica balonu po 24 sek. Zaltozy¢, ze ciénienie powietrza w balonie jest
stale;

b) Drabina sktada si¢ z dwéch ramion o dtugoéci I = 2.5 m. Podstawy ramion sa
przysuwane do siebie z predkosciag v = 5cm/sek. Obliczy¢, z jaka predkoscia
bedzie podnosit sie wierzchotek drabiny w chwili, gdy podstawy ramion beda
oddalone od siebie 0 d = 3m.

Odpowiedzi i wskazéwki

5.1 a) nie istnieje; b) ¢'(7) = 0;¢) A'(0) = lim z arctg 1_ 0;d) p'(1) = lim p(z—x):l—l nie
z—0 T— —_
i _op(z)-1 p(z) -1 |z + 1
t bo 1 lim = 1) = — L
shmae, e - e -1 2761_'” z-1 2’ ) (1= hml( +1)ln|:c+1|
0; £¥) r'(0) = 1.

(ar:2 — 3:::) — (zg - 3130)

5.2 Wskazéwka. Obliczy¢ granice: a) f' (zo) = lim , gdzie zo € R;
r — ZTo
. Fzo 4% — 470 .

b) ¢' (zo)(gr lim ‘/_———, gdzie zo # 0; ¢) A’ (xo)— lim —4-, gdzie o € R;

T—1z0 T — z—z9 T — T0
, def . sm%—smz— ]

d) p' (zo) = lim —————, gdzie zo # 0;

=g r — ITo

ctg T — ctgxo

e) ¢’ (z0) = &S , gdzie o # kx dla kazdego k € Z;

zo r — To

1 1

ef 1. =241 3241

£) ¢’ (zo)‘i__f lim - %ot

T—xq r — Zo
1 e .

5.3 a) f'(0)=0;b) ¢g'(1) = 7 ¢) k'(x) nie istnieje, gdyz k' (7) = —1, b} (x) = 1;
0 5/0) i it bo e i grenicn i 5
ie istnieje, bo nie istnie im —=.
P j je granica lim F7py

54a)a=-1,6=3;b)a=0,b=-1,c=0.
5.5 a) f'(0) nie istnieje, ale f'(0) = —oo, f}(0) = oo; b) ¢'(0) = oo; c*) p’(0) = —o0.

1 .
5.6 a) —————“1—121, gdzie |z| < 1; b) tg\/\/__ 2\/1__+ {\/_
T cos

gdzm z > 0;d)

gdzie £ > 0 oraz

In6- 65" % .sin 2z
3 )

T # (% + k7r) dla kazdego k € Z; ¢) \/_
gdzie z € R.

—1
5.7 a-i) z'(y) = 3 gdzie y > 0; a-ii) z'(y) = , gdzie |y| < 1;

-1
1 v v
a7y’ gdzie y € R; a-iv) z'(y) = ot gdme y # 0; b- 1) ; b-il) — =

5.8 2) cos [f(2)g(2)] - (£'(2)g(2) + f(2)g'(=));

a-iii) z'(y) =
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1 (e i pe 1 23 Y ) a(e) — fx) g'(x).
b) v = P (¢ i) + 42 r@)io o) =JC) gl
f@)-¢'(2)

9(z)
1+g¢%(z)
2 8 . e e 1 1
59a)y= ——:1:+—\/§; b) y=0;¢c)y= e;d) y = 4—I+Z;e) y= ;;f) y= —5(:0—1).

d) y' = f'(z) arctg g(z) +

5.10 a—l) —; a-ii) arctg ;b)a=1.

1:2

dla 0<z <20,
5.11 a) y = 100 Zadanie ma nieskoficzenie wiele roz-

A2
P Gl ) YR
wiazaii; b) Punkt bedzie poruszal sie po prostej z = 1 (w gére).

6 Vo + tp) , m
5.12 a) D(t) = {‘/ , D'( , D'(24) =~ 0.0258 [—];
97r ; /(V + tp) 2 ]

b) H(t) =/ - O = = —%(‘%,wzws[m/s].

Szésty tydzien

l Roézniczka funkeji (4.4). Pochodne wyzszych rzedéw (4.5). —l

Przykitady
Przykfad 6.1

Korzystajac z rézniczki flll’lkCJl obhczyc przybhzone wartosc1 podanych wyrazen:
a)sin29°;  b) V63; c) arctg1.005; d) 2299%°; &) ch0.07.

Rozwiagzanie
W obliczeniach przyblizonych stosujemy wzér: f (zo + Az) = f(zo) + f' (z0) Az.

a) Przyjmujemy f(z) =sinz, zo = 30° = -(-57[, Az =-1°= ——1:;0. Wtedy
. o . T T . . , T 1 V3 =«
—sin (F— ™ VY asin © (=) =22 T (4849, ...
Sin 297 = sin (6 180) sin g + (sin2) N ( 180) 2 2 180 %

Dokladna wartoéé sin 29° = 0.4848. .. .
b) Przyjmujemy f(z) = ¥/z, zo = 64, Az = —1. Wtedy
Vo3~ Vea+ [Va]_, (- 1)——4—3%_39792
Dokladna wartosé v/63 = 3.9791... .
¢) Przyjmujemy f(z) = arctgz, zo = 1, Az = 0.005. Wtedy

arctg 1.005 = arctg 1 + [arctg 2], _, - (0.005) = 1 + (1) S-OT =0.7879... .
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Dokladna wartos¢ arctg1.005 = 0.7879....
d) Przyjmujemy f(z) = 2%, zo = 3 oraz Az = —0.0001. Wtedy

279999 ~ 2% 4 (2%)' _, - (—0.0001) =8 — 8 -In2-0.0001 = 7.9994 ... .

Dokladna wartosé 2299%° = 7.9994 ... .
e) Przyjmujemy f(z) = chz, zo = 0 oraz Az = 0.07. Wtedy

ch0.07~ ch0+ (chz),_,-0.07=1+0-0.07 = 1.000.
Dokladna warto$¢ ch 0.07 = 1.0025... .

Przykiad 6.2

a) Krawed? szeScianu zmierzono z dokltadnoécia 1 mm i otrzymano 125 mm. Z
jaka w przyblizeniu doktadno$cia mozna obliczyé pole powierzchni catkowite;
tego szescianu?

b) Do pomiaru wysokosci wiezy zamkowe]j zastosowano teodolit, ktérym mozna
zmierzyé katy z doktadnoscig 0.1°. Teodolit ustawiono w odlegtoéci d = 100 m
od podstawy wiezy i wycelowano na brzeg wierzcholka wiezy (rysunek). Kat
jaki tworzy oé teodolitu z poziomem wynosi a = 35.7°. Z jaka w przyblizeniu
dokladno$cia mozna obliczyé wysokosé tej wiezy?

¢) Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej oraz z rézniczki funk-
cji znalezé przyblizone rozwigzania réwnan:

i) e 422 =1.03; ii) 2" +4z° + 3z° + 22 = 9.9962.

Rozwiazanie
a) Pole powierzchni caltkowitej szecianu o krawedzi ¢ wyraza si¢ wzorem P(z) = 6z°.
Doktadnoéé Ap, z jaka obliczamy pole powierzchni catkowitej szeScianu wyraza si¢ wzo-
rem przyblizonym

|ap| = |P'(2)] - 1A,

gdzie A, oznacza dokladnos$¢ pomiaru krawedzi szeScianu. Zatem
|Ap| & [122],_,,s - 1 = 1500 mm?.

b) Wysokoé¢ wiezy zamkowej jest okre-
$lona wzorem h(a) = dtga. Dokladnosé
Ap z jaka obliczamy wysoko$é wiezy wy-
raza si¢ w przyblizeniu wzorem |An| =
|h'(a)1 - |Aal, gdzie Aq oznacza doktad-
no$é¢ pomiaru kata o (w radianach). Zatem

] 0.1°- 7
cos? ol g=35.70 180°

=0.26 m.

Dokladnoéé pomiaru wysokosdci wiezy wy-
nosi okoto 0.26 m.

c—i) Rozwazmy réwnanie
e’ +2z =p,
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gdzie p jest parametrem. Poniewaz funkcja f(z) = e® + 2z jest rosnaca oraz poniewaz R
Jest jej zbiorem wartosci, wiec dla kazdej wartoici parametru p powyzsze réwnanie ma
Jednoznaczne rozwiazanie

z = f~Y(p).
Ponadto mamy f~'(1) = 0. Przyjmujac teraz we wzorze przyblizonym
_ - —_ !
FH(po+Ap) = 7 (po) + (£7) (po) Ap
po = 1 oraz Ap = 0.03 otrzymamy przyblizone rozwiazanie réwnania

e’ + 2z = 1.03.

Mamy zatem

zx fN 1) + - Ap .0.03 = 0.01.

1 1
— =04 —
77(0) I CED

Uwaga. Dokladny pierwiastek tego réwnania jest réwny 0.009983 ...
c—ii) Rozwazmy réwnanie
av7+4ar;5+3z3 + 2z = p,

gdzie p jest parametrem. Poniewaz funkcja g(z) =z’ + 4z° + 32% + 2z Jjest rosnaca oraz
poniewaz R jest jej zbiorem wartosci, wiec dla kazdej wartosci parametru p powyzsze
réwnanie ma jednoznaczne rozwiazanie

z =g (p).
Ponadto mamy ¢7'(10) = 1. Przyjmujac teraz we wzorze przyblizonym
- _ _ 1
97" (o + Ap) = g™ (po) + (97)  (po) Ap
po = 10 oraz Ap = —0.0038 otrzymamy przyblizone rozwiazanie rownania
z’ +42° 4 32° 4 2z = 9.9962.

Mamy zatem

Ap = !

-1
~ 10 =1
=g (10) * et 1 2025 192 T ),

1
+ m . - (—0.0038) = 0.9999.

Uwaga. Dokladny pierwiastek tego réwnania jest réwny 0.999899 ...

Przyktad 6.3 . . -
Obliczy¢ pochodne f/, | f"” dla podanych funkcji:
a) f(z) =zlnz; b) f(z) = (z*+z+1)cosz; c) f(z) = e°.

Rozwiazanie

a) Dla z > 0 mamy f'(:c):lnx-l—z-%:lnz-;—loraz

f”(.'li) — [f/(I)]I — (lIlIE + l)/ — %; f”,(Z) — [f”(l')]l _ (l)/ _ _i.



b) Mamy

f'(z) = (2z + 1) cos z + (12 +z+1) (—sinz) = (2z +1)cosz + (—1:2 —z - l)sinz;

f'(z) = [f'=)
= [2x+1 cosx+(z +z+1)(—smx)]
= 2cosz + (22 + 1)(—sinz) + (— 2z—1)smz+( T —z——l)cosz
= (- 4z——2)smz+( T —z+1)cosz

oraz

f"(z) = [f"(@)

[( 4:5-2)smz+( T -a:+1)cosx]

—4sinz + (—4z — 2)cosz + (— 2x—l)cosx+( z —z+1) (—sinz)
= (z2+z—5) sinz — (6z + 3) cos z.

c) Mamy
f(z) = (€52%) = - “sin z.
Dalej
£() = [F@)] =~ [ sins]
= - [em“ (— sin? z) + e“>** cos 1:] = 7 (sin2 T — Cos z) .
Nastepnie
"(z) = [f"(=)] = [e“” (sin2 T — cos x)]'
= e (—sinz) (sin2 T — cos x) +¢e“* 7 (2sin z cos z + sin z)
= 7% (3 sin £ cos £ — sin® T + sin :c) =% (3 Sin z cos T + sin T cos> z)
= e““Tsinzcosz (3 +cosz).

Zbadaé, czy istnieje f"’(0), jezeli:

a) f(z) = |z|3; b) f(z) = { T dla z <0,

sinfz dla z > 0.

Rozwigzanie
a) Mamy
—z3 dla z <0,
flz)=<0 dla =z =0,

2 dla z>0.

Pochodne f’, f" w punktach z # 0 obliczamy korzystajac z regul roznlczkowa.ma,
pochodne F'(0), £(0), f"'(0) korzystajac z definicji. Mamy ( 3) = —3z° oraz (zs)
. Ponadto
— f— 3 —
FL0) £ gim F@) =) 20y 22 =0 gy g2 —,

z—0_ z—0 z—0— T z—0—

91
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oraz s
def o —0 . 2

' de f . f(:li) — f(O) x>0 _ _
;+(0) = xlllg,r -0 zli.r(r)l+ r zl_l.rcr)l+ = =0
stad f'(0) = 0. Mamy zatem
-3z% dla z <0,
fl(z)=40 dla z =0,
3z2  dla z > 0.

Postepujac podobnie z f’ otrzymamy

—6z dla z <0,

f'z)=<¢ o dla z =0,

6z dla z >0.
Pochodna f"/(0) nie istnieje, bo pochodne jednostronne f'(0), fi’(0) nie pokrywaja sie.
Mamy bowiem

Mg lim —6z -0

" def . 1 )
f— ( ) I_lfgl_ T — 0 z—0— xr :z:—l}gL )
oraz f//( ) f”(O) 6 0
fo) Eom LTI 0 220 iy 2220 i 6=,
J:—>0+ z—0 z—0+ z z—0t
b) Mamy
zt dla z <0,
f(z)=¢ 0 dla z =0,
sin*z dla z > 0.

Pochodne f', f" w przedzialach (—o0,0), (0,0) obliczamy korzystajac z regul réznicz-
kowania. Dla £ < 0 mamy zatem

fl(z) = 4z°, f'(z) = 1222,
adlaz >0
f'(z) = 4sin® zcosz, f"(z)=12sin® zcos’z — 4sin® z.

Ponadto mamy

— f(0 . f - .
fL(0) £L im M 22 lim T -0 lim z° =0,
z—0_ z—0 r—0- T z—0~
oraz
- O x . in* - . . 1
f1(0) £l lim fz) = 1(0) 220 iy 2270 0 _ lim sin®z 222 =0.1=0
z—0y4 z—0 z—0+ z z—0+ T

Mamy zatem
4z° dla z <0,
fl(z)=40 dla £ =0,

4sin® zcosz dla z > 0.



Postepujac podobnie otrzymamy
1222 dla z <0,
f'(z)=<4 0 dla £=0,
12sin® zcos®’ ¢ — 4sin* ¢ dla = > 0.
Obliczymy teraz f'(0) oraz fi'(0). Mamy

f”(:c) _ f”(O) a:=<0 lim 121:2 —0

£70) £ lim =12 lim z =0,
z—0_ r—0 z—0— z z—0"
oraz
.2 2 4
£(0) def Lo (=) — £"(0) 20 (1251n zcos® z — 4sin z) -0
+ z—04 z—0 z—0+ z
= 4 lim [3(Slnz)sinzcos2z— (sz)sin3 1:] =0.
z—0+ z T

Poniewaz f'(0) = f1'(0) = 0, wiec takze f"'(0) = 0.
+

Przyktad 6.

Funkcja f ma pochodne do trzeciego rzedu wlacznie. Obliczy¢ ', y", y

danych funkcji:
a)y=f(a"); by=7() Jy=f (%) d) y = f(lnz).

Rozwiazanie
a) Mamy y'(z) = [f (x2)]l = f (z2) - 2z oraz

y'(z) = [sz' (zz)]l =2 [f' (zz) +zf” (z2) . 23:] ;
y//l(x) — 2 [f/ (12) + 2z2f// (zz)]/

2 [f" (:c2) -2¢ + 4z f” (zz) + 252" (zz) . 21;]

4z [3f” (1:2) +21:2f'” (12)] .

b) Mamy y'(z) = [f (%)) = f' (¢) - €” oraz

/1
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dia po-

yn(z) — [ea:f/ (Cz)] ! - ezf/ (ez) + e.z-f// (ez) ez — ez . f/ (ez) + e2a:fl/ (ea:) ;

ym(z) — [exf/ (ez) + e2zfl/ (ez)] !

ez‘f’ (ez) +e$fll (eI) eI + 262Zf// (eI) + e2:l.'f/// (e.‘t) e.‘l

ea:fl(e:c) +3e2.1:fll (ex)+631f/1/ (61).
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)= ()8

Dowéd indukcyjny tej hipotezy pomijamy.

c) Przed przystapieniem do obliczeri kolejnych pochodnych wygodnie bedzie rozitozyé
funkcje wymierna h na utamki proste. Mamy

2 1 -1

h(z)=x2—1 =z—1+z+1'
Zatem ! ) ) 5
h/ — - h// — -
e} P E S A s R P VR
hlll(z)= -2-3 2-3 h(4)(z)= 2-3-4 —-2-3-4

G- Gr G-1F  @rDp
Z postaci poczatkowych czterech pochodnych mozna wysunaé hipoteze o postaci n-tej
pochodne;j:

h<n>(x)=n,( (-, (ym* )=n!<—1)"[(z+1>"—(z—1)"].

. (.’l: _ l)n+1 ($ — 1)n+l (1:2 _ 1)n+l

Indukcyjny dowéd tej hipotezy pozostawiamy Czytelnikowi.

a) Punkt materialny porusza si¢ wzdtuz osi Ox pod wpltywem zmiennej sity. Po-
lozenie z(t) tego punktu w chwili ¢ jest opisane wzorem

z(t) =3 - 3t2 + ¢ +5.

Znalez¢ polozenie punktu w chwili,
w ktdrej sita dzialajaca na niego

réwna sig 0; ]

| B - 1 1 1 1 1

b) Zuraw budowlany, ktérego ramig &3
ma dlugos¢ d = 20 m (rysu-
nek), podnosi do géry ptyte z przy-
spieszeniem a = 0.1 m/s?. Jed-
nocze$nie dzwig obraca sie wo-
két wlasnej osi z predkosé katowa

w = 5% 1/s. Obliczy¢ predkosé “WH."'"'F.. .
plyty wzgledem otoczenia po cza- “ "”
siet =5 s. T

Rozwiazanie

a) Sila dzialajaca na punkt materialny jest réwna 0, gdy przyspieszenie tego punktu jest
réwne 0. Przyspieszenie punktu jest druga pochodna potozenia. Zatem a(t) = z"(t) =
6t — 6. Stad a(t) = 0 <= t = 1. Punkt materialny w chwili t = 1 ma wspélrzedna
z=1z(1)=4.



b) W uktadzie wspéirzednych wprowadzonym na rysunku polozenie plyty w chwili ¢ > 0
jest opisane wektorem wodzacym #(t) = (z(t), y(t), z(t)), gdzie

2

t
z(t) = dsin wt = 20sin %t, y(t) = d cos wt = 20 cos g%t, z(t) = e = 0.05¢°.

Predkosé ptyty w chwili ¢ jest pochodna jej polozenia:

B(t) = 7'(t) = ('(1),4'(1), 2 (1))

Zatem 9 9
s T T T
()= = —t, ——sin —t, 0.1t
B(t) (5C0550’ 551n50t, 1),

Stad 9(5) = (1.20;0.38;0.50) oraz

v(5) = |9(5)| = 1/(1.20) + (0.38)2 4 (0.50)2 = 1.35 m/s.

Zadania

O Zadanie 6.1
Korzystajac z rézniczki funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci podanych wyrazen:

b) tg44°55'; c) aresin 0.51;  d) e7%%; e) In0.9993.

1
RAVey T
O Zadanie 6.2

a) Srednica kuli zmierzona z dokladnoécig 0.1 mm wynosi 21,7 mm. Z jaka w
przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczyé objetosé tej kuli?

b) Przekatna szeScianu zmierzona z dokladnoscia 1 mm wynosi 14.3 cm. Z jaka
w przyblizeniu doktadnoéciag mozna obliczyé pole powierzchni catkowitej tego
szeScianu?

¢) W biegu na 100 m czas mierzy si¢ z doktadnoécia 0.01 sek. Z jaka w przyblizeniu
doktadnoéciag mozna obliczyé érednig szybko$é zawodniczki, jesli uzyskata ona
czas 12.50 sek.?

d) Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej oraz z rézniczki funk-
¢ji znalezé przyblizone rozwiazania podanych réwnan:

) Va2 + 5+ =495 ii)z" =28

O Zadanie 6.3
Obliczy¢ pochodne f/, f, "' dla podanych funkcji:

a) f(z) = 4z” — 523 + 2z; b) f(z) =sin®z + cos® z;
¢) f(z) = z3Inx; d) f(z) = ch®z 4 sh2z.

O Zadanie 6.4
Zbadaé, czy istnieje f(") (zo) dla podanych funkeji i punktéw:
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1
a) f(x):{—aﬂ dla z <0, b) f(z):{ (1):4arctg; dla 240,

23 dla >0, dla z=0
2o =0, n=2; zo =0, n=3.
Zadanie 6.5

Funkcja f ma pochodne do drugiego rzedu wiacznie. Obliczy¢ ¢,y dla podanych
funkcji:

a)y=f(vz); b)y=/f(3"); c)y=f(sinz); d)y= f(arctgz).

Zadanie 6.6
Znalezé wzory ogdlne na pochodng n—tego rzedu podanych funkcji:

a) f(z) = cos 35 b) gla) =277 c) h(e)= =i ) ple) = tge.

Zadanie 6.7

a) Punkt materialny porusza sie ze zmienng szybkoéciag wzdtuz osi Oz. Polozenie
tego punktu w chwili ¢ jest opisane wzorem

z(t)=3-2' +27%

Obliczyé przySpieszenie punktu w
chwili, w ktdre] jego szybkos¢ jest

réwna 0.
b) Stacja orbitalna porusza si¢ prosto-
liniowo na wysoko$ci h = 400 km

nad Ziemig z szybkoscia v = 500
km/godz. Antena odbierajaca sy-
gnaly znajduje sie bezposrednio pod
trajektoria stacji (rysunek). W kaz-
dej chwili o$ anteny jest skierowana
na stacje. Obliczyé szybkos¢ katowa
anteny w chwili, gdy stacja znajdzie
sie w odlegloéci d = 200 km od an-
teny.

Odpowiedzi i wskazdéwki

6.1 a) = 0.50125; b) = 0.99709; c) ~ 0.53515; d) ~ 0.93; e) = —0.0007.

6.2 a) Ay = 74 [mm®]; b) As = 572 [mm®]; ¢) A, ~ 0.0064 [m/sek]; d-i) 1.97
(doktadne rozwiazanie 1.969949...); d-ii) 3 + SRS ~ 3.017648 (doktadne roz-
wiazanie 3.017306...).

6.3 a) f'(z) = 282° — 152° + 2, f"'(z) = 168z° — 30z, f"'(z) = 840z" — 30; b) f'(z) =

Z(cosz —cos3z) — Z(sin ¢ +sin3z), f'(z) = —Z(cosx + 3cos3z) — Z(sin z — 3sin 3z),
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| w

f"(z) = —=(cosz — 9cos 3z) + %(Sinz + 9sin3z); ¢) f'(z) = ¢* Blnz 4+ 1), f'(z) =
z(6lnz +5), f"(z) =6Inz + 11; d) f'(z) = sh2z + 2¢ch 2z, f"(¢) = 2¢ch 2z + 4sh 2z,
f"(z) = 4sh 2z + 8ch 2z.

6.4 a) f"(0) nie istnieje, bo fZ(0) = —2 oraz f}(0) =0; b) f"'(0) = 0.
f'(ve) o, ' (VE) Ve -1 (Va)

6.5a) y = Ly = :b)y' =In3-3°. ' (3%),y" =In’3.
N W )y '3y
37 (f’ (3%) + 37 f" (31)); c)y' = cosz- f'(sinz), y" = —sin z- f'(sin z)+cos2 z- f"(sin z);
d) ¢ = f'(arctgz) _ f" (arctg ) — 2z f' (arctg z)
1+22 7 (1 +22)° '

-3 "sin g dla n =4k -3,

—3""cos = dla n =4k — 2,
6.6a) f"(z) = 3 gdzie k € N; b) ¢ (z) = (= In2)"27%;
3_"sin§ dla n =4k -1,

37" cos % dla n = 4k,

¢) K™ (z) = (=1)"e™*(z — n); d*) Wskazéwka. Wykorzystaé wzdr (tgz) =1+tg?c.
hv
6.7 = t = = 29 = a' - i
a) v(t) = 0« 0, a(0) = 12In°2; b) w(t) = a'(t) P gdzie d(t)

.. - d
oznacza odlegtosé stacji w chwili ¢t > 0, w =1 [ ra ] .
godz
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TWIERDZENIA O FUNKCJACH
Z POCHODNYMI

Siodmy tydzien

Twierdzenia o wartoéci $redniej (5.1). Twierdzenia o granicach nie-
oznaczonych (5.2). Rozwinigcie Taylora funkcji (5.3).

Przyktady

Sprawdzié, czy podane funkcje spelniaja zalozenia twierdzenia Rolle’a na prze-
dziale [—1, 1].

a) f(z) = :L'(.'L‘z— 1); b) g(z) =1-— \3/.1;_2; ¢) h(z) = (|z| - 1)2.

Rozwiazanie
a) Funkcja
flz)=1=z (:1:2 - 1)

jest ciagla i ma pochodna wlasciwa na przedziale y
[-1,1], bo jest wielomianem. Ponadto 7\]

Funkcja f spelnia zatem zalozenia twierdzenia Rolle’a

na przedziale [—1,1].

b) Funkcja y
g(z)=1— Va2

jest ciagla na przedziale [—1,1]. Nie ma jednak po-

chodnej na przedziale (—1,1), bo ¢'(0) nie istnieje. v=9(z)

Mamy bowiem g/ (0) = oo, ¢g_(0) = —oo. Z powyz-

szych faktéw wynika, ze funkcja g nie spelnia zalozen 1 o 1 oz
twierdzenia Rolle’a na przedziale [—1,1].
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¢) Funkcja

z+1)? dla z <0,
h(z)=(|z|—1)2={§z_1§2 s ,

1,1]. Nie ma jednak po-

jest ciagla na przedziale [—1,
1,1), bo A’(0) nie istnieje.

chodnej na przedziale (—
Mamy bowiem

y=h(z)

R4 (0) = 2(z=1)|az0 = =2, A (0) = 2(z+1)|s=0 = 2. -1 o ro=

Zatem funkcja h nie spelnia zalozeri twierdzenia
Rolle’a na przedziale [—1, 1].

Przykitad 7.2 ‘ ... _
Zastosowat twierdzenie Lagrange’a do funkcji f(z) = arcsin  na przedziale [—1, 1].
Wyznaczy¢ odpowiednie punkty.

Rozwiazanie 147
Funkcja f(z) = arcsin z spelnia zalozenia twier- ,
dzenia Lagrange’a na przedziale [—1, 1]. Teza tego / i y=arcsin z
twierdzenia dla funkcji f ma postaé o
—-1c i E
arcsin 1 — arcsin(—1) . , —+
\/ Ty = (arcsin z)'|,—.. D 0 c1z
c€(~1,1) [
™ 1 : 4 l

Stad 5——;_—62,czyh c== 1—7r_2' |

Przyktad 7.3 .
Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadnié podane nieréwnosci:

z
a) P <In(l+z)<zdlaz>0; b)e*>1+zdlaz>0.
Rozwiazanie
a) W twierdzeniu Lagrange’a przyjmujemy f(z) = In(z + 1), [a, b] = [0, z], gdzie z > 0.
Wtedy mamy

In(14z)-1In(1+40)
z-—0 -

[ln(l + a:)] , gdzie 0 < c< z.

1
Stad In(1+z) = IL_H,gdzie0<c<z. Zatem
T T
—— < In(1 — =
1_i_$<n(+:l:)<1+0 T

b) W twierdzeniu Lagrange’a przyjmujemy f(z) = e, [a,b] = [0, z], gdzie z > 0. Wtedy
mamy

T 0 ’
e —e z .
= |e , gdzie 0 .
z—0 [ ]z:c & <e<z

Stad ¢ — 1 = ze®, gdzie 0 < ¢ < z. Zatem e” — 1> ze® =z, czyli e* > 1 +«.
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® Przykiad 7.4 ,
Znalezé przedzialy monotonicznoéci podanych funkeji:
) f@) =5 -y b @) =ring O A) = (- HVE
d) p(z) = ¢+ sinx; e) q(z) = %; f) r(z) = e’ cosz.
Rozwiazanie

Przedzialy monotonicznosci podanych funkcji znajdziemy badajac znaki pochodnych tych
funkcji.
5 3
a) Mamy f(z) = % - % +2, stad f'(z) = z* — z2. Badamy na jakich przedziatach
pochodna f' jest dodatnia. Mamy
fl(z)>0 <= z'—-22>0< 2 (z—-1)(z+1)>0
— -—oo<zr<-1llubl <z <00

Funkcja f jest zatem rosnaca na przedzialach (—oo, —1), (1, 00). Podobnie,
fz) <0< —1<z<0lub0<z<1.

Poniewaz w punkcie zo = 0 ,sklejaja” si¢ dwa przedzialy, w ktérych pochodna jest
ujemna, wiec funkcja f jest malejaca na calym przedziale (—1,1).

b) Dla funkcji g(z) = zlnz mamy g'(z) = Inz + 1 oraz Dy = Dy = (0,00). Szukamy
przedziatéw, na ktérych pochodna g' jest dodatnia. Mamy

1
g(z) >0+ Inz+1>0 <+ =~ <z <o00.
e
. . . 1 .
Funkcja g jest zatem rosnaca na przedziale (;, oo) Podobnie,
' 1
g(z)<0<=>0<:l:<;.

. . . . 1
Funkcja g jest zatem malejaca na przedziale (0, —).
e

¢) Dla funkcji h(z) = (z — 3)v/z mamy h'(z) = vz + (z — 3)-2—\17_; = %

Dy = [0,00), Dy = (0,00). Szukamy przedzialéw, na ktérych pochodna ' jest dodatnia.
Mamy

oraz

3z —3
2z

Funkcja h jest zatem rosnaca na przedziale (1, 00). Podobnie,

R'(z) > 0 <= >0 =>3(z-1)>0<> 1<z <00
B(z)<0¢<=0<z< 1

Funkcja h jest zatem malejaca na przedziale (0,1).

d) Dla funkcji p(z) = z +sin z mamy p'(z) = 1+cos z. Szukamy przedzialéw, na ktérych
pochodna p’ jest dodatnia. Mamy

p'(z) >0 <= 1+cosz >0 <z # 7+ 2nm, gdzie n€ Z.
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Poniewaz w punktach postaci z = w+2nn ,sklejaja” sie przedzialy, na ktérych pochodna
Jjest dodatnia, wiec funkcja p jest rosnaca na calej prostej.

e) Dziedzing funkcji ¢ i jej pochodnej jest Dy = Dy = (—00,2) U (2, 00). Ponadto mamy
iy 22%(z —3)
¢(z)= (z — 2)2
Badamy, na ktérych przedziatach pochodna ¢’ jest dodatnia. Dla z € Dy mamy
222 (z — 3)
(e —1)?
Zatem funkcja ¢ jest rosnaca na przedziale (3, 00). Poniewas w punkcie zo = 0 ,sklejaja”
si¢ przedzialy, na ktérych pochodna ¢’ jest ujemna, wiec funkcja ¢ jest malejaca na
przedziatach (—o0,2), (2,3).
f) Dziedzina funkcji g i jej pochodnej jest R. Dla z € R mamy

7' (z) >0 < >0¢=12%(z-3)>0 <= 3< 1< o0

r'(z) = ¢ (cos z — sin ).
Badamy, na ktérych przedzialach pochodna jest dodatnia. Mamy
z . . 3
m'(z) >0 < e"(cosz—sinz) > 0 <= cosz >sinz <> 1 € U (——4I + 2k, g + 2k7r) .
kez
Zatem funkcja 7 jest rosnaca na przedziatach postaci

3 .
(_TW + 2km, % + 2k7r) , gdzie k € Z.
Funkcja 7 jest natomiast malejaca na przedziatach postaci

(% + 2k, %r + 2k7r) , gdzie k € Z.

Przyklad 7.5 . - e
Narysowal wykresy funkcji f : R — R, ktére spelniaja wszystkie podane wa-
runki:
a) f'(z) > 0 dla kazdego z # 2, f/(2) = oo,;

I 1Y — r 1y — . / _n.
¢) h'(z) < 0 dla kazdego = # 3, h'(3) = 0.
Na rysunku zaznaczy¢ fragmenty wykreséw, ktére spetniaja poszczegdlne warunki.

Rozwigzanie
Liczba w kétku oznacza kolejny numer warunku, ktéry spetnia wskazany fragment wy-

kresu funkcji.
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® Przykiad 7.6
Uzasadni¢ podane tonamoéci:

a) arcsin ———= = arccos ————=dla kazdego z € [0, 0);

\/_—_ \/——
dla kazdego z € (—1,1).

b) arct 1 ¢ 2z
arctg x = — arc
& 2 b1 22

Rozwiazanie

Wystarczy pokazaé, ze pochodne funkcji po obu stronach tozsamosci sa jednakowe oraz
sprawdzié, ze wartosci tych funkcji w pewnym punkcie rozwazanego przedziatu pokrywaja
sie.

a) Dla z € [0,00) mamy
2z
Vit -1 ———
: z I 21+ 22 1
aresin V1+z? = 2 7)? - 1+ 22
+z ) z (\/1—}-:5 )
V14 z?

oraz

(arccos \/%12) - \/1 <“11 )2 ) (_%> (1+z2)— 2z = i

V14 z?

Wl
—

0 1
= 0 oraz arccos ——— = 0. Zatem tozsamo$¢ jest prawdziwa
V1+02 VI+02 jestp

na przedziale [0, 00).

Ponadto arcsin

b) Dla z € (—1,1) mamy (arctgz) = o7 Ooraz

1 2z \' 1 1 2 (1 - z2) —2z(-2z) 1

— arctg ) = = 5 5 = .

2 2) T2 ( 2z ) (1 - 22) 1+ 22

1+
1—z2
2-0 . o .

Ponadto arctg0 = 0 oraz 3 arctg T = 0. Zatem tozsamo$¢ jest spelniona na prze-

dziale (—1,1).
® Przykiad 7.7 .
Korzystajac z reguly de L’ Hospltala obliczy¢ podane granice:

a) limy E(_}:_x); b) lim, lnl:iﬁw; ¢ Jm %(1‘:—212—)_;5

d) Iﬁrjloo [:c <e% - 1>]; e) zllrgo 1—;1%__3?—)“_@;1%; f) Il_l}’{l_ cos 2—]n(1 z);
N R ) Jim -2

j) zango (cos %)I; k) zkx?_ (sinz)'®%; 1) xlirxgo(x + 1):%;
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Rozwiazanie

. In(1+12) H. 14z . 1
9 i B[] i L = =

1
Inz _ . T . sin z 1
z—o+ Insinz | - z—0+ 20T Lo+ T cos T
sin

.2 2T H . (21 + 22_1) In2 42
R Py “Il_l.rf‘— 2z—-1)  o- 7

Uwaga. Jezeli z — 1, to rozwazana granica nie istnieje.

. x
lim e =1.
I = =00

2
B
5
8
| am— |
s
/N
o
ul
|
—_
~
| S
Il
-
| 5
3
8=
|
—_
Ik
e
=l
8
B [=
[ P
By
8, =
N
N——
]
IH

2
— - 2 2(z® + 2
) lim T2ACETfolm o 1422 o -(—._)=2.
T—00 1 T— 00 1 1 z—ooo T2 41
In (1 + —) R B
T 1+ % z?
-1
i In(1 - _
f) lim [coslln(l—z)] = lim n( 2:). -z
T—1-— 2z z—1-— x—-l— Slnz— <_L)
cos = cos? = = 222
2 cos? —
= | tim 22 _ | fim — 22
z—1" gein — z—=1- 1—1z
z

2
Pierwsza z tych granic jest oznaczona i réwna sxq —. Druga jest nieoznaczona i obliczymy
Ja za pomoca reguly de L’Hospitala:
—2cos lsin I (i)

im cos’ o g lim 2z " 20 \2s?
z—1- 1—=1 T—1— -1

=0.

. N , 2
Ostatecznie szukana granica jest réwna = - 0 = 0.
T

. 1 1 . T—sinz H .. 1—cosz
g) lim - - == hm?— =hm—ﬁ—
z—0 lzsins =z z—0 z2sing z—0 2z sin T + 2 cos ¢

sin . 1
= lim

lim — o =
z—0 2sinz + 4z cosz — z2sin ¢ =09 4 4 cos T — 12
T

1By

1 1
2+4-1-1-0" 6
lim (ln zsin z)

h) lim zsina: ; lim elna:sina: :_:‘ ex—o+
r—0+ z—0+
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Obliczymy teraz granice w wykladniku. Mamy

. . Inz [
lim (Inzsinz) = lim — =
z—0 z—0+ e
sin
1
H .. . sinz sinz
= lim —%— = — lim (—-—):(—l)~0=0.
z—0+ —COSZ z—0+ T cos T
sin? ¢

. . , . 0 .. .,
Ostatecznie szukana granica réwna si¢ e© = 1. W miejscu oznaczonym #* korzystaliémy z
tozsamosci a® = €®'™ ¢, a w miejscu oznaczonym #* korzystaliémy z ciagloéci funkcji exp.

lim cos Z=In(l1 —z
=z cos Z2In(1 — z) byl 2 In( )
. . * . 2 *k T
i) lim (1-=z) = lim e =e
z—1"

z—1-

Obliczymy teraz granice w wykladniku. Mamy

lim cos %r-ln(l —z) = lm }_1}_(_11—_33)
T—1" 0

z—1"
T
cos 5

1 2 TT
e cos® —
H .. l1—=z 2 . 2 . 1
—~1- —SIn 5 - > Tza1- T —1 o1
z—1 2 2 z z smT

2 mx
COos =

Druga z granic jest oznaczona i réwna si¢ 1 . Pierwsza z granic jest nieoznaczona 1

obliczymy ja za pomoca reguly de L’Hospitala. Mamy

2 ML . T TT T
cos® — " —2sm7c057~ 5
lim —2- E = lim =0.
z—1—- T—1 1" 1

Zatem granica wykladnika réwna sie - -0-1= 0. Ostatecznie szukana granica réwna si¢
¢’ = 1. Symbole *, ** oznaczaja tutaj to samo, co w przykladzie h).

. 1
1 1 lim zlncos z
zlncos & ., z—oo

J)  lim (cos l) = lim e =
T

Z— 00 =00

. . . .. 1
Obliczymy teraz granice w wyktadniku. Podstawiajac v = = mamy £ — o0 <= u — 07
z

oraz
—sinu
. 1 . Incosu H .. . sin u
lim zlncos — = lim —— = lim -£95% — _ |}im =
z—00 T u—0+ U u—0+ 1 u—0+ COS U

® = 1. Symbole *, x* oznaczaja tutaj to samo,

Ostatecznie szukana granica jest réwna e
co w przykladzie h).

lim tgzlnsinz

. x -
tgzrlnsinz | r—3

. . 8T 4
k) lim (sinz) = lLm e =e
z— 5= L~



106 ~ Twierdzenia o funkcjach z pochodnymi

Obliczymy teraz granice w wyktadniku. Mamy

cos T
Insin z H i
. . . . sin z . .
lim tgzlnsinz = lim = lim —28%* = _ lim sinzcosz = 0.
r— E— zmz- 1 - 1 1 T T
2 2 —_— 2 T . 2
tgz tg®z cos?z

Ostatecznie szukana granica wynosi e’ = 1. Symbole *, ** oznaczaja tutaj to samo, co
w przyktadzie h).

2 nzt)  lim A
D lim(e4) Zlim e Y5 ZT

Obliczamy teraz granice w wyktadniku. Mamy

1
lim BEED FoH o sl o WV
T—00 \/E oo ZT—00 1 z—o0 T + 1

PV

Zatem poszukiwana granica réwna sie e® = 1. Symbole *, ¥+ réwniez tutaj oznaczaja to
samo, co w przyktadzie h).

Przykiad 7.8 ‘ v
Obliczy¢ podane granice. Czy mozna tu zastosowaé regute de L’Hospitala?

2

x*sin — :
. . T +sinz
a) lim ——&; b) lim ————.
z—0 sinzx T—00 T —SINT

Rozwiazanie

22 sin — 1
a) lm —2% = lim —— lim (x sin —) =10=0
z—0 sinz z—0 SIN T z—0 T

(zobacz Przyktad 3.6 a)). W tym przykladzie nie mozna stosowaé reguty de I Hospitala,
bo nie jest spelnione zalozenie o istnieniu granicy ilorazu pochodnych. Rzeczywiscie
mamy

!
2 . 1 o1 1
z°sin — 2z sin — — cos —
lim —Z/  —lim z z
z—0 (sin z) z—0 Ccos T

Ostatnia granica nie istnieje, bo przyjmujac z/, = e otrzymamy z, — 0 oraz
nm

.1 1
22y, sin — — cos —
T

co’slxi, 2 — —1, gdy n— oo.
L . 1
Przyjmujac natomiast z:: = ———— otrzymamy zg —0 oraz
T+ 2nw

"o 1 1
2z, sin —7 — COS —
Tn In

1"

cos T

— 1, gdy n — 0.
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1_|_sina:
. 1 . 1+0
b) lim w=hm I + =1.
z—oo T —SINT z——»ool_Sln.’L' 1—-0
T

Takze w tym przypadku nie mozna stosowaé reguty de L’Hospitala, bo nie jest speinione
zalozenie o istnieniu granicy ilorazu pochodnych. Rzeczywiscie

. (z+sinz) . 1+4cosz
lim ———% = lim ————.
2= (z —sing)’ z—col—cosz

Granica ta nie istnieje, bo przyjmujac z,, = ) + 2n7 otrzymamy T, — 0O OIaz

!
1+ cosz,

1, gd .
l—coszil_> gdy m—=00

Przyjmujac natomiast £, = 7 + 2n7 otrzymamy Th — 00 oraz

"
1+cosz,

T conz’ — 0, gdy n — oo.

Przykiad 7.9

Napisaé wzér Taylora z reszta Lagrange’a dla podanej funkcji, wskazanego punktu
oraz m :

a) f(z) =

x

7 =2, n=3, b)f(z)=vz, zo0=1, n=3.

Rozwiazanie

a) Dla f(z) = z_iT mamy

1 _]3—1—1}_ -1 ”1;:# l//z=_’;6___
f(.’!:)— (1_1)2 _(:l:——1)2’ f() (2:—1)3’ f () (13—1)4'

Stad f(2) = 2, f'(2) = -1, f'(2) = 2. Wzér Taylora dla funkcji f = —E——I , punktu
T —

1o = 2 oraz n = 3 przyjmuje postaé

—6
s P-4 -2+ S ey
- 2_(2-2)°
=2 (=2 + (=2~ g

gdzie ¢ jest pewna liczba miedzy 21 z.
b) Dla f(z) = /= mamy

F@)= g I =~ £ = o

Stad
=1 =g ff0=-7
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Wzér Taylora przyjmuje zatem postaé

1 1 8
- _ 2 1, 4, 2, 8/, s -1 (z-12% (z-1)°
\/Z_1+1!(z—1)+2! (z —1)° + 30 (z=1P =1+ Tt +16\/C_5,

gdzie c jest pewna liczba miedzy 11 z.

® Przykfad 7.10 , - .
Napisa¢ wzory Maclaurina dla podanych funkcji z resztg R, :
a) f(z) =sin2z; b) f(z) =ze®; ¢) f(z) = shez.

Rozwiazanie
a) Dla funkcji f(z) = sin 2z mamy

f'(z) = 2cos 2z, f"(z) = —4sin 2z, f"'(z) = —8 cos 2z, f(4)(:c) = 16sin 2z.
Mozemy na tej podstawie wysuna¢ hipoteze o postaci k-tej pochodnej funkcji f :
2%sin2z dla k = 4p,

2% cos 2z dla k= 4p +1,

—2%sin2z dla k= 4p + 2,
—2Fcos2z dla k = 4p + 3.

fPz) =

Powyzsza hipoteza powinna by¢ uzasadniona przez indukcje matematyczna. Nieskompli-
kowany dowéd pozostawiamy Czytelnikowi. Korzystajac teraz z tego wzoru mamy

0 dla k =4p,
k —
f(k)(0)= 2% dla k=4p+1,
0 dla k=4p+2,
—2F dla k=4p+3
dla k =0,1,2,... . Podstawiajac te pochodne do wzoru Maclaurina otrzymamy

2"sin 2¢ dla n = 4p,
. 2 0 8 0 z” 2"cos2c dla n=4p+1,
sin 2z = 0+ﬁx+§12_513+z+...+ﬁ o™ sin2¢ dla n=4§+2,
—2"cos2c dla n=4p+3
2"sin 2¢ dla n = 4p,

4 , z" 2% cos2c dla n=4p+1,

n! —2"sin2c dla n =4p + 2,

—2"cos2¢ dla n =4p + 3,

Il
(3]
8
|

|
8
+
+

gdzie ¢ jest pewna liczba miedzy 01 z.
b) Dla funkcji f(z) = ze® mamy

flle)=e"+ze" =(z+1)e*, f'(z)=e"+(z+1)e® = (z +2)e”,
() =€+ (z +2)e” = (z + 3)e”.
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Latwo teraz zauwazy¢, ze f(k)(z) = (z + k)e” dla k = 0,1,... . Oczywiscie powyisza
hipoteza wymaga dowodu indukcyjnego. Jednak ten prosty dowéd pomijamy. Zatem
f(k)(O) = kdla k =0,1,... . Tak wiec wzér Maclaurina dla funkcji f(z) = ze® ma
postaé
s _ 1 2 5 n—1 .5 (c+n)e ,
ze —O+ﬁz+§x +...+———(n_1)!z +—_n! z
2 n—1 c
_ T T (c+mn)e® ,
_$+1!+"'+(n—2)!+ nl o

gdzie ¢ jest pewna liczbg miedzy 01 z.
¢) Dla funkcji f(z) = shz mamy

f'(z) = chz, f"(z)=shz, f"(z)=chz itd.

Zatem
f(")(:c) _ { shz dla n parzystego,
chz dla n nieparzystego.
Stad
f(")(O) _ { 0 dla n parzystego,
1 dla n nieparzystego.

Wzér Maclaurina przyjmie wiec postaé

0 n [ shc dla n parzystego,
shz = 04~z 4 w2’ + 22° ..+ 2 pareyoree
1! 2! 3! n! | chc dla n nieparzystego
3 n (shc dla n parzystego,
3! n! | chc dla n nieparzystego,

gdzie ¢ jest pewna liczba miedzy 01 z.

Zadania

Zadanie 7.1
Sprawdzié, czy podane funkcje spelniaja zalozenia twierdzenia Rolle’a na prze-
dziale [—1, 1]. Narysowaé wykresy tych funkcji.

a) f(z) =sinmz; b)g(x) = Vig|-1; <) h(z) = g— arctg |z|.

Zadanie 7.2
Zastosowaé twierdzenie Lagrange’a do funkcji f(z) = arctg z na przedziale [—1,/3].
Wyznaczy¢ odpowiednie punkty.

Zadanie 7.3
Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadni¢ podane nieréwnosci:

a)n(b—a)a" t < b —a” < n(b—a)®"! dla 0 <a<borazne N\{1};

z
—— dla 0Kz < 1.
V1-—2z2?

b) e® >ex dla z>1; c)z <arcsinz <
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O Zadanie 7.4
Znalez¢ przedzialy monotonicznosci podanych funkeji:
3
a) f(z) = 2% — 3022+ 2252+ 1; b) g(z) =ze™%; <) h(z) = 3= 2 22
z 1 |
" Inz’ = ) f = .
4) pl=) Inz’ e) q(z) = 4z + z’ ) r(z) zlnz
Zadanie 7.5

Narysowaé wykresy funkcji f : R — R, ktdre spetniaja wszystkie podane wa-
runki:

a) f'(z) > 0 dla kazdego z € R, lim f'(z) = 0;

b) f'(z) < 0 dla kazdego ¢ < 1, f'(z) > 0 dla kazdego = > 1, f/(1) nie istnieje;
¢) JL(0) = =1, fi(0) = 00, lim f'(z) = oo;

d) f'(z) < 0 dla kazdego z € R\ {-2}, f'(-2) = 0.

Na rysunkach zaznaczyé fragmenty wykreséw, ktdre spelniaja poszczegdlne wa-
runki.

Zadanie 7.6

Uzasadnié¢ podane tozsamosci:

1—
a) arctgz = % — arctg 1—;—2 dla kazdego z € (—1, 0);

b) arcsin z = arctg dla kazdego z € (-1, 1).

—_ 1:2
Zadanie 7.7
Korzystajac z reguty de L’Hospitala obliczyé podane granice:
. T — arctgr .zt —10z+9 .
im0 DMy 9 lim el
d) i 1 ; ) i In cos £) lim 2 ¢ ’
im [ ——ctgz); e) lim —————; i —arctgzx | ;
0= \ T & —0 In cos 3z g—o0 \ T &
) li (1+ )lnz‘ h) li 1 sin e ) li z¥ —1
im z)" im | — ; 1) lim ;
&) Lo ’ z—0+ \ T ’ z—1 Inz ’
. .. arcctgdz ) x . (z+1)7\"
lhm ——; k) | —z)tg=; 1*) 1 — ] .
J) B arcctgx ' )x—lgl—(w z)tg 2’ )xi.rgo ( z%e
Zadanie 7.8
Obliczy¢ podane granice. Czy mozna tu zastosowaé regute de L’Hospitala?
2) lim :r3 siZn 1 b T + cos 3:1:’
£—0 sin“z T——00 T — COS 2z
Zadanie 7.9

Napisa¢ wzory Taylora z resztag Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw zg
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oraz m :
a) f(a:):l,x():?,n:& b) f(z) =lnz, zg =€, n = 4;
T
c) f(z) = €%, zg = %, n=2; d) f(z) = chz,zo=In2,n=3;

e) fle)=v1+z, eo=-2,n=3; f) f(z)=2* z0=1n=5.

Zadanie 7.10
~ Napisa¢ wzér Maclaurina dla podanej funkcji ze wskazang reszta:
tgr

a) f(z) = cosz, Ry; D) f(m):e%,Rn; ¢) f(z)=¢ |, Ry.

Odpowiedzi i wskazowki

7.1 a) Funkcja f spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a; b) funkcja g nie spetnia zatozen
tego twierdzenia, bo nie istnieje g'(0); ¢) funkcja h nie spelnia zalozeri tego twierdzenia,
bo nie istnieje h'(0).

a) y )
y=sin wx v
-1
\/O 1 x
1
arctg V3 - arctg (—1) 1 12 (\/§+ 1)
7.2 = , c=3+\ ———=—1.
V3+1 1+4c? T

7.3 Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie Lagrange’a: a) do funkcji f(z) = z™ na prze-
dziale [a, b]; b) do funkcji f(z) = e na przedziale [1, z]; ¢) do funkcji f(z) = arcsin z na
przedziale [0, z].

7.4 a) funkcja f jest malejaca na przedziale [5,15] oraz rosnaca na przedziatach (—oo, 5),

[15,00); b) funkcja g jest malejaca na przedziale 300 oraz rosnaca na przedziale

1 . . . .
(—oo‘ 5}’ c) funkcja h jest malejaca na przedziatach (—oo, —3], [3,00) oraz rosngca na
przedziatach [—3, —\/@, (—\/5, \/?j), (\/Z’:, 3] ; d) funkcja p jest malejaca na przedzialach
(0,1), (1, €] oraz rosnaca na przedziale [e,c0); €) funkcja ¢ jest malejaca na przedziatach

(—-—;—,0), (0, %) oraz rosnaca na przedzialach (——oo,—%) (%,oo); f) funkcja r jest

malejaca na przedziatach <—, 1), (1,00) oraz rosnaca na przedziale (0, —) .
e e

7.5 Liczba w kdétku oznacza kolejny numer warunku, ktdry spelnia wskazany fragment
wykresu funkcji.
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y
) I S s b) 4Y
v=f(z) y=f(x)
5 . o ®
[6) 1 T
c) d) y

y=f(z)
9 1 _z . . -3
7.72) 0;b) 55¢) 0;,d) 05 e) 55f) e7 75 8) 1 h) ;1) 1;§) 3 k) 2 1¥) e .
7.8 a) 1; b) 1. Do obu granic nie mozna stosowaé reguty de L’Hospitala, gdyz nie istnieja
granice ilorazéw pochodnych.
o3
7.9 a) % = % - 41(z -2)+ %(z —2)? 4 Rs(z), gdzie Ra(z) = _(1:72)_’ pIzy czym c
jest liczba zawarta miedzy 21 z;
1 1 2 1 3 . 1 4
b)lnz =1 +;(:c‘— e)— -2-6—2-(:5 - e? + g(:c —€)° 4+ Ry(z), gdzie Ry(z) = —m(z —e)%,
przy czym c jest liczba zawarta miedzy e i z;
c) e T=1— (x - %) + Rz(z), gdzie Rz2(z) =
g T 7r g
c€E (-2—,1), gdy = > 3 lub c € (z,§>, gdy < Px
5 3 5 2 . she 3
d) chz = i Z(z —In2) + g(z —In2)° + Ra(z), gdzie R3(z) = T(z —1In 2)°, przy
czym ¢ € (In2,z), gdy £ > In2 lub ¢ € (z,In2), gdy z < In 2;
1 2 .
e) Vitz=—-1+ g(z +2)+ 55—(:1: +2)? + Ra(z), gdzie Rs(z) =

przy czym c € (=2, z);
)z’ =143z -1)+3z-1)°+(z-1)>°+ Rs(z), gdzie Rs(z) = 0.

sin? ¢ — cos ¢ cose
.

2
5 (z - -2—) , Przy czym

6

—ia s
125(1+c) (z +2)°,

2 4 6 no(
¢zt =z . T sin ¢
7.10 a) cosz = 1—-—27+ YT a—-+. ..+ Rn(z), gdzie Ra(z) = :tn_! { cosc} , Przy czym
sin

c liczba zawarta miedzy 0 i z. Znak (%) oraz funkcja { cos } dobieramy w zaleznosci

od n; b) Wskazéwka. f(™)(z) = (-1)™(z = n)e™".

1 2 5. 3, . _(=D)™c=n) , .
P TE T +§Tz +...4+ Rn(z), gdzie Rn(z) = ee ¢ przy czym c jest

1+sin2c tgec ,
— ¢ =z

t
liczba zawarta miedzy 01 z; c) e 8% _ 14z 4+ Rz(z), gdzie Rz(z) =
2costc

przy czym ¢ € (0,z), gdy = > 0 albo ¢ € (z,0), gdy = < 0.

)
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BADANIE FUNKCIJI

Osmy tydzien

Ekstrema funkcji (6.1). Funkcje wypukle i wkleste (6.2). Punkty prze-
giecia wykresu funkcji (6.3).

Przyktady

Przykiad 8.1 -

Oszacowaé doktadnoéé podanych wzoréw przyblizonych:

a)coszzl—ﬁ+£idla|:c|<1' b)e"zl—z+£dla0<x<—
2 24 =6’ 2 =10

Rozwiazanie

a) Aby oszacowaé dokladnoéé podanego wzoru wykorzystamy wzér Maclaurina dla funk-
cji f(z) = cos z oraz n = 6. Poniewaz f(z) = cos z, wigc f'(z) = —sinz, f’(z) = —cosz,
f"(z) = sinz, f(4)(x) = cosz, f(s)(z) = —sinrz, f(s)(:c) = —cosz. Stad f(0) = 1,
£(0) = £"(0) = f(0) =0, £"(0) = =1, f*(0) = 1. Tak wigc wzér Maclaurina dla
funkcji f ma postaé

2 '  —cosc g 2 ' —cosc ¢

cosz=l-gr+gt o * =1 gt t 0 o

gdzie c jest pewna liczba miedzy 01 z. Stad

Zz 14
CosT — (1_-2—+ﬂ)

cosc ¢
720

_ T
Poniewaz |z| < 5 Wi

cosc g cosc g _ cos0 (w)e 1 (7r>6
— = -] = — |- 0.000029.
‘ 720° |~ 720° < 720 \B 720 \6) <
Zatem blad jaki popelniamy obliczajac wartosci cosz dla |z| < % ze wzoru przyblizonego
2 4
cosz=1-— r + d

2 24



Jjest mniejszy niz 0.000029.
b) Aby oszacowaé dokladno$é podanego przyblizenia wykorzystamy wzér Maclaurina dla
funkcji f(z) =e™*. Mamy

flz)=—e7% f'(z) =", f"(z) = —e™%, stad f(0)=1, f'(0) = -1, f"(0) = 1.
Wzér Maclaurina przyjmie zatem postaé

—c 122 1‘3

-z __ -1 1 2 —e€ 3 _
e T T e M3
gdzie ¢ € (0, ). Blad jaki popelnimy stosujac to przyblizenie spelnia nieréwnosé
3

6ec

1 1 1

e o= ———
S 10 6e0 ~ 6000

max
o<z &

Stosujac wzdr Macl-auriila cio fuhkcji:
a) f(z) = e® obliczyé e z doktadnoscig 1075;
b) f(z) =1+ z obliczyé v/1.01 z doktadnosciag 10~2.

Rozwiazanie
a) Dla funkcji f(z) = ¢ mamy f(k)(:c) = e”, wiec f(k)(O) =1dla k =0.1,... . Zatem
wz6ér Maclaurina dla funkeji f(z) = e” ma postaé
2 n—1 c
S IR AL S S .
¢ +1!+2!+ -’-(n—l)!—i-n!zy
gdzie c jest pewna liczba miedzy 01 z . Przyjmujac w powyzszym wzorze z = 1 otrzymamy
1 1 1 e
=l4+4—-—4+-+... 4+ —+ =
c=ltqgtat e taooyitae

gdzie c jest pewng liczba z przedziatu (0,1). Liczbe e obliczymy z dok}adnoscia 107,
Jezeli dobierzemy n w ten sposéb, aby

1 1 1

. - ., 3 .
Dla ¢ € (0,1) mamy oczywista nieréwnoéé e < e < 3. Zatem e_' < —. Liczba n €
n n

N powinna spelnia¢ nieréwnos¢ n! > 3 - 10°. Poniewaz 10! = 3628800 > 3 - 10° oraz
9! = 362880 < 3 -10°, wiec dla n > 10 mamy n! > 3 - 10%. Zatem liczba e obliczona z
dokladnoscia 107° jest réwna

eC

<1078,

n!

11 1 1 1
120 * 720 " 5040 " 70320 T 362880 ~ 27182815

Uwaga. Dokladna wartoscia liczby e jest 2.718281828 . ..
b) Dla funkcji f(z) =+/1+ z oraz k¥ > 2 mamy
1-3-5-...-(2k —3) 1
2k N ’

1 1 1 1.1 1 1
l+ﬁ+§+' . -+a = 1+T+§+E+ﬁ+

O @) = (<)
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wiec
1-3-5-...-(2k=3
f(k)(O) — (_1)k+1 o ( )
Wzér Maclaurina dla funkcji f(z) = /1 + = ma postaé

2 3 4
T oz T 5z 1-3-5-...-(2k=3) ,
Vitz=142-2 42 2 4 . ,
The=lto -5+ 187" +2n.n!.\/(1+c)2n_1$

gdzie c jest pewna liczba miedzy 0 i z. Aby uzyskaé zadana w zadaniu dokladno$é wzoru
przyblizonego, reszta Lagrange’a we wzorze Maclaurina powinna spelnia¢ nieréwnoéc

2np! /(l + C)?n—l 100 104 100
Mamy
n+11~3-5-...~(2n—3) 1 1-3-5-...-(2n—3) 1\ 1
(-1) < () <
onp! /(1 + ¢)2n-1 100™ 2np! /(1 + 0)2n-1 100 104,

Latwo zauwazyé, ze juz dla n = 2 ostatnia nieréwno$¢ jest spelniona. Zatem

V101 =1+ % = 1.005

z dokladnoscia 0.0001.
Uwaga. Dokladna warto$¢ v/1.01 jest réwna 1.004988. ..

Korzystajac z d.éﬁnicji uzasadnié; ze podahe fﬁnkcjé maja ekstrema lokalne we
wskazanych punktach:
2) fg) =2+ e 1], 2o=1; b)g(e)=4—3c1%, z,=0;

1—2z2 dla z#0, —z dla z < -1,
c)h(‘”):{o dlaxio, d)p(“’)z{z-xdlam>—1,

2o = 0; o= -—1.
Rozwigzanie

a) Wystarczy zauwazyd, ze

fl)=2<2+|z—1| = f(z)

dla wszystkich z # 1, co oznacza, ze funk-
cja f ma w punkcie o = 1 minimum lo-
kalne wtasciwe.

[ S

o T
b) Zauwazmy, ze 3z'°° > 0 dla dowolnego Y
z # 0. Zatem 4
g(0) =4 >4 — 32" y=g(z)
dla kazdego z # 0, co oznacza, ze funkcja 5 -
g ma w punkcie zo = 0 maksimum lokalne / \
wlasdciwe.



116 . - ___ Badanie funkcji

c) Poniewaz h(0) = 0, wiec 1

h(z) =1 —2z> > h(0) v=h(z)

dla kazdego z spelniajacego nieréwnosé
0 < |z| < 1, co oznacza, ze funkcja b ma w
punkcie o = 0 minimum lokalne wtasciwe.

d) Mamy p(—1) = 1, wiec
p(z) = —z > p(-1)

dla z < —1 oraz p(z) = 2 —z > p(-1)
dla ~1 < z < 1. Zatem p(z) > p(—1) dla
0 < |z — (—1)| < 2, co oznacza, ze funkcja
p ma w punkcie o = —1 minimum lokalne
wiasciwe.

Przykiad 8.4 . ,,
Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funkcji:

z
a) f(z) = 22° — 152% + 36z — 14; b) g(z) = poawl

sin 2z

2

c) h(z) =2%; d) k(z)=2"; e)p(z)=sinz+

Rozwiazanie

a) Dla f(z) = 22° — 152° 4 36z — 14 mamy f'(z) = 62 — 30z + 36. Poniewas badana
funkcja ma pochodng w kazdym punkcie prostej, wiec moze mieé ekstrema tylko w tych
punktach, w ktérych f'(z) = 0. Tak wiec

f’(z):O<=>6z2—30:c+36=0(=>6(z—2)(z—3)=0<=}z=2lubz=3.

Mamy nastepnie f"(z) = 12z — 30, wiec f"(2) = -6 <0, f'(3) > 0 . Rozwazana funkcja
ma zatem w punkcie r = 2 maksimum lokalne wlasciwe réwne 14, a w punkcie z = 3
minimum lokalne wtaéciwe réwne 13.

b) Dla ¢g(z) = mamy

_r

72 44
g'(z)— 2 +4—z3.22 _ 4—z?

(22 +4)° (22 +4)°

Poniewaz badana funkcja ma pochodna w kazdym punkcie prostej, wiec moze mieé eks-
trema jedynie w tych punktach, w ktérych ¢'(z) = 0. Tak wiec

4 — ¢?

——=0¢>4~z2:0<=>z=—21ubx:2.
(22 +4)°

g(2) =0 <
Zbadamy teraz znak pochodnej na przedziatach (—oo, -2),(-2,2),(2,00). Mamy 4—z% >
0dla z € (—2,2) oraz 4 — 2> < 0 dla z € (=00,~2) U (2,00). Zatem ¢'(z) > 0 dla
T € (~2,2) oraz g'(z) < 0 dla z € (—o0, —2) U (2, 00). Tak wigc w punkcie —2 pochodna
zmienia znak z ujemnego na dodatni, czyli w punkcie tym funkcja ¢ ma minimum lokalne

wlasciwe réwne - natomiast w punkcie 2 pochodna zmienia znak z dodatniego na
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. . . ‘- . 1
ujemny, czyli w punkcie tym funkcja ¢ ma maksimum lokalne wtasciwe réwne T

¢) Funkcja h(z) = z” jest okreslona dla z > 0. Ponadto pochodna h'(z) = (1+Inz)z”
(zobacz Przyktad 5.6 d)) jest réwniez okreslona dla £ > 0. Funkcja h moze mie¢ ekstrema
tylko w tych punktach, w ktérych h'(z) = 0. Tak wiec

B(z)=0<= (14+Inz)z° =0<= 1+Inz =0 < 1;:—1—,
Mamy nastepnie
R'(z)=(14Inz)z" +(1+Inz)(z”) = %zz +(1+Inz)(1+Inz)z”,

wiec
1

1 1
B (l) =e (%)e +(1+1In %)2 (%)e =ee™¢ > 0.

[

. . . | L. , _1
Oznacza to, ze funkcja h ma w punkcie z = = minimum wlasciwe lokalne réwne e <.
e

-

d) Funkcja k(z) = x; jest okreslona dla z > 0. Pochodna

1\’ 1] ! 1] 1
, = z T Lz 1 1 z 1
h(z): T = € =e€ (—x—zlnz+;§) =T z—2(1—-lnz)

jest réwniez okreslona dla z > 0. Funkcja k moze mie¢ ekstrema tylko w tych punktach,
w ktérych k'(z) = 0. Tak wigc
1

k'(z)=0<=rz;i(l—lnz)=0<=)1—1nx=0<=:>z=e.
2

Zbadamy teraz znak pochodnej na przedziatach (0,e), (e,00). Mamy 1 —Inz > 0 dla
z € (0,e) oraz 1 —Inz < 0 dla z € (e,00). Stad mamy k'(z) > 0 dla z € (0,¢) oraz
k'(z) < 0dla z € (e,00). Tak wiec w punkcie e pochodna zmienia znak z dodatniego na
ujemny, czyli w punkcie tym funkcja ma maksimum lokalne wlasciwe réwne et

sin 2z

e) Funkcja p(z) = sinz + ma okres podstawowy T = 27, zatem jej ekstrema

wystarczy znaleZé tylko na przedziale [0, 27]. Mamy
2 cos 2z

2

Poniewaz badana funkcja ma pochodna w kazdym punkcie, wiec moze mieé ekstrema
tylko w tych punktach, w ktérych p'(z) = 0. Tak wiec

p'(:l:) =cosT + = cos T + cos 2z.

p'(z)=0 <= cosz+cos2z =0

T+ 2z Tz — 2z

<= 2cos cos 2

3 -1
=0 - —z=0
<= cos 2zcos 2 T
3 1
<= cos—z =0 lub cos—x=0<=)w=£lub:c=7rlubz=5—7r.

2 2 3 3
Badajac teraz znak drugiej pochodnej w otrzymanych punktach ustalimy rodzaj eks-
tremum. Mamy p"(z) = —(sinz + 2sin 2z) oraz p’'(z) = —(cosz + 4cos2z). Stad

5
p" <7§r-> < 0 p"(7r) =0, ale p"'(ﬂ') # 0 oraz p” (-\7;1) > 0. Z rozwazan tych wynika,
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ze funkcja p ma na przedziale [0, 2x] ekstrema lokalne tylko w punktach z = g (mak-

simum lokalne wlasciwe), ¢ = Ll (minimum lokalne wlasciwe). Natomiast punkt (=, 0)
Jjest punktem przegigcia wykresu tej funkcji (funkcja p ma takze inne punkty przegiecia,
ktérych nie szukamy). Ostatecznie funkcja p ma maksima lokalne wlaéciwe w punktach
postaci £ = — 4+ 2n7, gdzie n € Z, oraz minima lokalne wlaéciwe w punktach postaci

T = %r + 2n7, gdzie n € Z.

Przykiad 8.5 _ .

Znalez¢ wartoéci najmniejsze 1 najwieksze podanych funkcji na wskazanych prze-
dziatach:

a) f(z) =x* -2z +3, [-2,5]; b)g(z)=2%Inz, [l €

¢) h(z) = arctg z — %, 0,2]: d)p(z) ==2*|«* 1|, [-2,3].

Rozwiazanie
a) Dla f(z) = > — 2z + 3 mamy f'(z) = 2¢ — 2. Zatem

flz) =0 21-2=0<=z=1€[-2,5]

Ponadto f(1) =1—-243 =2oraz f(—-2) =4+4+3 =11, f(5) = 25— 10+ 3 = 18.
Zatem funkcja f osiagga najmniejsza wartoéé 2 w punkcie 1 oraz najwieksza wartogé 18
w punkcie 5.

Uwaga. Zadanie to mozna rozwiaza¢ nie odwolujac si¢ do rachunku rézniczkowego, a
wykorzystujac jedynie wlasnosci funkcji kwadratowe;j.

b) Dla g(z) = z° In z mamy
g'(z) = Zzlnx+x2% =2zlnz+c=2z(2lnz +1).

Zauwaimy teraz, ze g'(z) > 0 dla [1,€]. Zatem funkcja g jest rosnaca na przedziale [1,€].
Rozwazana funkcja przyjmuje najmniejsza warto$é 0 w punkcie 1 oraz najwieksza wartoéé
e? w punkcie e.

¢) Dla h(z) = arctgz — ; mamy
1 2
1422

11—z
2(1+z?)°

Wyznaczamy teraz miejsca zerowe pochodnej nalezace do przedziatu [0,2]. Mamy

R (z) = _ % =

(h'(z):Oix€[0,2]) = (é%;%:ﬂize[O,Z])

= (1-2"=0iz€[0,2]) <= o=1.

Poniewaz h'(z) > 0 dla z € [0,1) oraz h'(z) < 0 dla z € (1, 2], wiec funkcja h Jjest rosnaca
na przedziale [0,1] i malejaca na przedziale [1,2]. Z powyzszego wynika, ze funkcja h
przyjmuje w punkcie z = 1 wartoéé najwieksza réwna ;-— ~. Poréwnujac wartosci funkcji

h na koticach przedziatu, tj. w punktach z = 0 oraz z = 2, otrzymamy, ze najmniejsza



Osmy tydzied - przyktady . 119

wartoéé réwna 0 funkcja h przyjmuje w punkcie £ = 0.
d) Dla funkcji p(z) = 2° |z2 - 1| mamy

'(z) = 473 -2z dla |z| > 1,
PA)=1 42’ +2¢ dla |z| < L.

Zauwasmy przy tym, ze pochodne p'(—1) oraz p'(1) nie istnieja. Wyznaczymy teraz
miejsca zerowe pochodnej nalezace do przedziatu [—2,3]. Mamy

V2

p'(z) = 0= :t2z(21:2—1)=0<=>z=01ubx=glubz=— 7

Obliczymy teraz wartoéci funkcji w punktach zerowanie si¢ pochodnej, w punktach, w
ktérych pochodna nie istnieje oraz na koncach przedzialu. Mamy

p0) =0, »(-2) = () = ) =p0) =0, -1 =12 p(5) =72

Zatem najmniejsza wartoscia funkcji p(z) = z? Izz - 1| jest m = 0, a najwieksza M = 72.

6

zedzialy wypukloéci oraz punkty przegiecia podanych funkcji:

Okresli¢ pr

a) f(:c):m4_6x2_61‘+1; b) g(z) = -(xi—zl)s; c) h(x):e%.

Rozwigzanie
Rodzaj wypuklosci funkcji okreslimy badajac znak ich drugich pochodnych.
a) Funkcja f ma pochodne skoficzone wszystkich rz¢déw na R. Mamy f'(z) = 1222 —12,
stad
fl(2)>0¢e=>12(z" 1) >0<=> < —1lubz > 1.

Funkcja f jest zatem éci$le wypukla na przedzialach (—oo, —1), (1,00). Podobnie,
flz) <0+ —1<z<1.

Funkcja f jest zatem $ciSle wklesta na przedziale (—1,1). Poniewaz w punktach z =
—1, £ = 1 funkcja f zmienia rodzaj wypukloéci, wiec punkty (—1, f(—1)) = (-1,2),
(1, f(1)) = (1, —10) sa punktami przegiecia jej wykresu.
b) Funkcja g ma pochodne wszystkich rzedéw na zbiorze R\ {1}. Mamy
") = 2 (22 + 4z +1)

g - ($ _ 1)5 y

stad
g"(8)>0 <= (z-1)°[z—(-2-V3)][z- (-2+VB)] >0
= -2-V3<z<-24+V3lubz>1.

Funkcja g jest zatem $ci$le wypukla na przedziatach (—2 —V3,-2+ \/g), (1,00). Po-
dobnie,
J"(z) <0< z<-2-V3 lub —24V3<z <1
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Funkcja g jest zatem $cisle wklesta na przedzialach (—oo,—2 — \/_) (-2 + V3, 3,1). Z
powyzszego wynika, ze wykres funkcji ¢ ma punkty przegiecia w punktach z = —2 —+/3,
r=-2+v3 W punkcie z = 1 wprawdzie zmienia si¢ rodzaj wypuklosci, ale funkcja g
nie jest w tym punkcie okreélona.

c¢) Funkcja b ma pochodne skoriczone wszystkich rzedéw na R\ {0}. Mamy

\3/5(\3/5—2)63/5

" .
h(z) = 902 gdzie = # 0.

Stad
R"(z) >0 <=z >8lub z < 0.

Funkcja h jest zatem $ciéle wypukta na przedzialach (—oo,0), (8, 00). Podobnie,
R'(z) <0< 0<z <8

Funkcja h jest zatem $cisle wklesta na przedziale (0,8). W punkcie £ = 0 funkcja h ma
pochodna niewlasciwa réwna oo oraz zmienia w tym punkcie rodzaj wypuktosci. Zatem
wykres funkcji h ma w punkcie (0, 1) punkt przegiecia. Podobnie, w punkcie = = 8 funkcja
h ma pochodng skoiiczona oraz zmienia w tym punkcie rodzaj wypuklosci, zatem takze
punkt (8, 62) Jest punktem przegiecia wykresu funkcji.

Zadania

O Zadanie 8.1
Oszacowaé doktadno$ci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedzia-
tach:

3 .5
a)sinz ~ z — ?+120 2] <1; b)cos?za1—z? lz| < %;

r 2 1 s z 1
c)\/1+x%1+§——?, |m|<z; d)\/1+a:z1+-§,0<z<m.

O Zadanie 8.2
Stosujac wzdr Maclaurina obliczyé:

a) In1, 1z dokladnoéciag 107%; z doktadnoscia 10~3;

) 7
c) v/0.997 z doktadnosciag 1073; d) cos 3—2 z doktadnoscig 1074,

O Zadanie 8.3
Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje maja ekstrema lokalne we
wskazanych punktach:

2) f(2) =2 2]z +5|, 20 = —5; b) g(e) = £%° — 3, 7o = 0;
2 dl 1
c)h(z):{;-l_ dlzzil, zo=1; d)p(z)=Vz2 z0=0.

O Zadanie 8.4
Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funkcji:
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a) f(z) = R b) g(z) = 23 — 42% ¢) h(z) = 2sinz + cos 2z;

Do) = -9 o) = EET 0 @) = o

) p(z) = (z €, eqz_(-’£+11)2’ z = ;

g) k(z) = e”sinz; h) l(z) ==+ = i) m(z) = 2arctgz — In (1 + 2°) .
O Zadanie 8.5

Znalez¢ wartosci najmniejsze 1 najwieksze podanych funkcji na wskazanych prze-
dziatach:

a) f(z) = 2¢% — 322 — 36z — 8, [-3,6]; b)g(z) =z -2V, [0,5];
¢) h(z) = 2sinz + sin 2z, [0, gﬂ'] ; d) p(z) = (z — 3)Zelrl, [—-1,4].

O Zadanie 8.6
Okreéli¢ przedzialty wypukloéci oraz punkty przegiecia podanych funkcji:

a) f(z) = 1T1z3; b) g(z) = cosz; ¢) h(z) =tgz; d)p(z)= pATCtg T

Odpowiedzi i wskazowki
1

1 1
) ' iej ‘a) - = —— 0.0 ... b) ——— ~0.0000333... ;
8 lji@d jest mniejszy od: a) 1 = 5040 00198...; b) 30000
3

1
V3 £0.00200... ; d) — ~ 0.00111... .
°) %64 ) 500

8.2 a) 0.0953... , we wzorze Maclaurina dla funkcji f(z) = In(1 4+ z) przyja¢ z = 0.1;
b) 0.716... , we wzorze Maclaurina dla funkcji f(z) = e” przyja¢ = = —%;

c) 0.999..., we wzorze Maclaurina dla funkcji f(z) = V1 + z przyja¢ = = —0.003;

d) 0.9952..., we wzorze Maclaurina dla funkcji f(z) = cos z przyja¢ = = %
8.3 a) maksimum lokalne wlaiciwe; b) minimum lokalne wlaéciwe; ¢) minimum lokalne
wlaéciwe; d) minimum lokalne wtasciwe.

. 1 . . L. .
8.4 a) w punkcie z = 3 funkcja f ma maksimum lokalne wlasciwe réwne —4;

b) w punkcie z = 0 funkcja ¢ ma maksimum lokalne wlasciwe réwne 0, a w punkcie
256

27
c) w punktach ¢ = §+2k7r, z = 37” + 2k, gdzie k € Z, funkcja k ma minimum lokalne

T = 3 minimum lokalne wlasciwe réwne —

wlaéciwe, w punktach z = g——i— 2km, z = 5% + 2kw, gdzie k € Z, maksimum lokalne
wlasciwe;

d) w punkcie z = 4 funkcja p ma minimum lokalne wtasciwe réwne —et;

e) w punkcie z = 3 funkcja ¢ ma minimum lokalne wlasciwe réwne 13, 5;

. 1 . .. .
f) w punkcie ¢ = 3 funkcja z ma minimum lokalne wlasciwe réwne %;
g) w punktach z = T + 2nw, gdzie n € Z, funkcja k¥ ma minimum lokalne wlasciwe

2 —§ t2nm 3 : . :
réwne —\/T_e ¢ , aw punktach z = —f—+2n7r, gdzie n € Z funkcja ta ma maksima
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2 an + 2n7
lokalne wlasciwe réwne - ;

h) w punkcie £ = —1 funkcja ! ma maksimum lokalne wlasciwe réwne —2, a w punkcie

z = 1 minimum lokalne wlasciwe réwne 2;

i) w punkcie £ = 1 funkcja m ma maksimum lokalne wlasciwe réwne g —In2.

8.5 a) fmin = f(3) = =89, fmax = f(6) = 100; b) gmin = g(—1) = =1, gmax = g(5) =
3 T 3

5 — 2\/& C) hmin = h(?) = _2v hmax = h(g) = \/_ d) Pmin = P(3)

Pmax = p(4) = et.

8.6 a) Funkcja f jest SciSle wypukla na (—1,1) oraz écisle wklesta na (=00, —1), (1, 00).

Nie ma punktéw przegiecia;

b) Funkcja g jest éciéle wypukla na (% + 2k, 377‘- + 2k7r) , gdzie k € Z oraz $ciéle wklesta

na (—% + 2k, % + 2k7r), gdzie k € Z. Punkty przegiecia wykresu tej funkcji to: z =

g + kx, gdzie k € Z;

c) Funkcja h jest $cisle wypukla na (kﬂ', g + k7r), gdzie k € Z, oraz $cisle wklesta na

(—% + k7r,k7r) , gdzie k € Z. Punkty przegiecia wykresu tej funkcji to: z = kr, gdzie

k € Z,

d) funkcja p jest $cisle wypukta na (—oo, %) oraz $cisle wklesta na (%,oo) . Punkt

przegiecia wykresu tej funkcji to £ = 7

Dziewiaty tydzien

l Badanie funkcji (6.4).

Przyktady
Przyktad 9.1

Zbadaé przebieg zmiennosci podanych funkeji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:

W) fz) =2 =322 44, b)g(@) = 2L o) ha)= e d) ple) =

1—z2

Rozwiazanie

a) I. Dziedzing funkcji f(z) = z° — 3z% + 4 jest R.

II. Funkcja f jest ciagla na R, bo jest wielomianem. Miejscami zerowymi funkcji f sa:
£1 = —1, g2 = 2. Funkcja f przecina 0§ Oy w punkcie y = 4.

IT1. Obliczamy granice funkcji f na ,kraficach” dziedziny, czyli granice

3 4
1 - = ’ ( T )] == ’ =T .
Jim (z 3z° 4 4) hm [ 1 . + = (—o00)-1 00;

lim (:c — 322 +4)-- llm [3(1—§+-4—3)] =o00-1=o00.
T T

I —+00
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IV. Szukamy asymptot funkcji f. Poniewaz funkcja f ma w obu nieskoriczonosciach gra-
nice niewlaéciwe, wiec moze mieé tam ewentualnie asymptoty ukosne. Z prostych rachun-
kéw wynika jednak, ze funkcja f nie ma asymptot ukosnych w —oo ani w oco.

V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji f. Mamy Dy = R oraz f'(z) =3z° — 6z.
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze miec
ekstrema. Mamy

f'(x)=0{=>3(z2——2z) =0<= =0 lub z =2
Przy pomocy pochodnej ustalimy przedzialy monotonicznosci rozwazanej funkcji. Mamy
f(2)>0<=32(z-2)>0<>2<0 lub z >2.
Zatem funkcja f jest rosnaca na przedzialach (—oo,0), (2,00). Podobnie,
fl(z) <0< 0<z<2
Funkcja f jest zatem malejaca na przedziale (0,2). Z powyzszych rozwazan wynika, ze
funkcja f ma w punkcie z = 0 maksimum lokalne wtasciwe réwne 4, a w punkcie z = 2
minimum lokalne wtasciwe réwne 0.
VI. Przechodzimy obecnie do badania drugiej pochodnej. Mamy D = R oraz f"(z) =
6z — 6. Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze mieé¢ punkty
przegiecia. Mamy
f'(z2)=0¢=6(z—-1)=0<z=1.
Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypuktosci rozwazanej funkcji. Mamy
') > 0= 6(z—1)>0 <=z > 1.
Funkcja f jest zatem $ciéle wypukla na przedziale (1, o0). Ponadto,
f'z) <0 <=z <1

Funkcja f jest zatem $ciSle wklesta na przedziale (—oo,1). Z powyzszych rozwazan wy-
nika, ze punkt (1,2) jest punktem przegiecia wykresu badanej funkcji.
VII. Wyniki uzyskane w punktach [-VI zestawiamy w tabeli:

I z | - 00 I —o00<z<0 ! 0 I 0<z<L1 I 1 J 1<z<2 | 2 l 2<z <00 | (%) |
f(=z) | —oo - - - 0 + + + 0o
f'(-’) o + 0 - -3 - 0 + o
i@ [ |~ | & [T 2 [ o [~
max. PP min.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.

y
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L . 1 . .
b) I. Dziedzing funkcji g(z) = % Jjest przedzial (0, co).
II. Funkcja g jest ciagta w swojej dziedzinie, bo jest ilorazem funkcji ciaglych. Miejscem
zerowym funkcji jest £ = 1.
III. Obliczamy granice funkcji ¢ na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy
. Inz —0o0 . Imr[=1m , 1
lim — = —=-00 oraz lim — | Z = lim - =0.
z—0t+ T 0t z—oo T o z—o00 T
IV. Na podstawie wartosci powyzszych granic stwierdzamy, ze prosta z = 0 jest asymp-
tota pionowa prawostronna funkcji g, a prosta y = 0 jest asymptota pozioma tej funkcji
W 00.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji g. Mamy D, = (0, 00) oraz
i,y _1—Inz
g (z)= —
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktdérych funkcja g moze mieé

ekstrema. Mamy
l1-Inz

g'(z) =0 <= —— =0z =ec
z
Przy pomocy pochodnej ustalimy teraz przedzialy monotonicznosci rozwazanej funkcji.

Mamy
1-1

I—2M>0¢=>l—ln:l:>0¢=>0<x<e.

g'(z) >0 <=
Funkcja g jest zatem rosnaca na przedziale (0,e). Podobnie,
J(z)<0<=z>e

Funkcja g jest zatem malejaca na przedziale (e,00). Z powyzszych rozwazann wynika, ze
funkcja ¢ ma w punkcie z = e maksimum lokalne wtasciwe réwne e™?.

VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy Dyn = (0, 00) oraz

gll(z)

Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja g moze mieé punkty prze-
giecia. Mamy

_2lnz -3
_—Is——.

oo

2Inz -3 2
9”(:6)=0<=>%=0<=}21nz—3=0<=}z=62.

Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypukloéci rozwazanej funkcji. Mamy

2lnz — 3 3

g'(z) >0 <= p >0¢=>2lnz-3>0&>z>e .

3

Funkcja g jest zatem $ciSle wypukla na przedziale (62 , oo) Ponadto
n %
g (z)<0«=0<z<e .

3
Badana funkcja jest zatem $ciéle wklesta na przedziale (0, e’ ) Z powyzszych rozwazan

3

wynika, ze punkt <€2,

€ > Jjest punktem przegiecia wykresu funkcji g.

Djw

| w
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VII. Wyniki uzyskane w punktach I-VI zestawiamy w tabeli:

[ =[] 1] o [ e | o
z 0 0<z<e e e<r<e 2 e2 e2<z<® s8]
9“(1) — 00 - - - 0 + 0
g'(z) =) + 0 - —%e‘a d 0
o) | =0 | et | TN 3 [ N, o
max. pP-P.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji g.

Y
P max.
P N= lnT"
(0] € e\/z x

¢) L. Dziedzina funkcji h(z) = e~ jest R.
II. Funkcja h jest parzysta i ciagla na R. Funkcja h nie ma miejsc zerowych 1 nie jest
okresowa.

12 — 00

III. Obliczamy granice funkcji h na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy lim e™ =e =
T — 00

0. Z parzystosci funkcji h wynika, ze takze lim e~ = 0.

= —00
IV. Z wartosci powyzszych granic wynika, ze prosta y = 0 jest asymptota pozioma tej
funkcji w obu nieskoficzonosciach.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji k. Mamy Dy = R oraz h'(:c) = —2ze"
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja h moze mie¢
ekstrema. Mamy

z2?

z2

R'(z) =0+ —2z¢™" =0<<=>2z=0.

Przy pomocy pochodnej ustalimy teraz przedzialy monotonicznosci funkcji k. Mamy

xT

k'(z) > 0 < —2ze™® >0 <>z <0.

Funkcja h jest zatem rosnaca na przedziale (—o0,0). Z parzystosci funkcji A wynika
zatem, ze jest ona malejaca na przedziale (0, 00). Z warunku wystarczajacego wynika, ze
funkcja h ma w punkcie z = 0 maksimum lokalne wlasciwe réwne 1.

VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy Dy = R oraz R'(z) =

2 (2:::2 - 1) ¢~% . 7 warunku koniecznego szukamy punktéw przegiecia wykresu funkcji
h. Mamy

2

h"(z)=04=>4(232—%)e_z =0z =
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1 1
= - — +—=]>0
("' ﬁ)(’” ﬁ)
1 1
< zz<-—-——lubz>—.

vz vz

. 1 1
Funkcja h jest zatem $cisle wypukla na przedziatach | —oo, — — |, ——, 00 |. Ponadto
e ' ’ ( V2 ) (ﬁ )

1 1
R (z) < 0= - —=<z< —.
®) i< %
Zatem badana funkcja jest sciéle wklesta na przedziale 11 Z rozwazah tych

a -, —= .
V2' V2

o 1 -3 1 -3 . - .

wynika, ze punkty | ——, e , E, e sa punktami przegiecia wykresu funkcji k.

V2

VII. Wyniki uzyskane w punktach [-VI zestawiamy w tabeli:

[ z ' —o0 | —oo<z<—j-; | ——\/1? | —J5<e<0 l 0 | 0<:r<j—5 | ?LE | ﬁ<1<°° , o ,
h'(z) | © + 0 ~ - - 0 + 0
W) | o + Vie™ % + 0 - V3% - 0
hz) | o " % s 1 TN % N, | o

pP-pP- max. p-p.

VIIL Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.

z

d) I. Dziedzing funkcji p(z) = T2 Jest zbiér (o0, —1) U(—1,1) U (1, 00).
I1. Funkcja ta jest ciagla na swojej dziedzinie i ma miejsce zerowe tylko w punkcie z = 0.
I1I. Obliczamy granice funkcji p na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy

T 1 T 1

T
lim = — = o0; lim —— = — = —00; lim =0
z—1—- 1 — 2 0+ z—1t+ 1 — 22 0- ’

Z nieparzystosci funkcji k wynika, ze

z

li = o0; i — = —00; li =0.
ivoi P B Rl s 1= 22 N p 0
IV. Z poprzedniego punktu wynika zatem, ze proste z = —1, £ = 1 sa asymptotami

pionowymi obustronnymi tej funkcji oraz, ze prosta y = 0 Jest jej asymptota pozioma w
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obu nieskoriczono$ciach.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji p. Mamy D, = D, oraz

'(a) = 2 E1
ITErD
Funkcja p nie ma ekstremdéw lokalnych, bo

2
’ z°+1
)= ———= #0,dlaz €D
P ( ) (1 — 112)2 96 P
Funkcja p jest rosnaca na kazdym z przedzialéw dziedziny, bo
2
, z°+1
z)= ——— >0 dla |z]| #1.
Y@ =5 o #
VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy D, = D, oraz
" 2z (z2 + 3)
p'(2) = ———=~.
(1-12?)

Z warunku koniecznego szukamy punktéw przegiecia wykresu funkcji p. Mamy
2z (1:2 + 3)
(1-22)°

Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypuklosci rozwazanej funkcji. Mamy

p'(z) =0 < =0 <= z=0.

p'(z) >0 < -1lub0<z <1

Funkcja jest zatem $ciSle wypukta na przedziatach (—oo, —1), (0,1). Z nieparzystosci tej
funkcji wynika, ze jest ona $ci$le wklgsla na przedziatach (—1,0), (1,00). Z rozwazai
tych wynika dalej, ze jedynie punkt (0,0) jest punktem przegiecia wykresu funkcji p. W
punktach z = —1, z = 1 funkcja wprawdzie zmienia rodzaj wypuklosci, ale punkty te
nie naleza do dziedziny funkcji.

VII. Wyniki uzyskane w punktach I-VI zestawiamy w tabeli:

[z J-o[-00o<a<-1T][-1_T-14[-1<z<0[ 0 J0<z<1[1_J14 [I1<z< 0[]

p'(z)| O + - 0o + = 0

pl(z) | o + + 1 + + 0

p(z) | O _/ oo I—oo / 0 _/ ool—oo / 0
p.p.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.
y

z
1-—z2

k(z) =
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® Przykiad 9.2

Do rzeki o szerokosci a = 15 m dochodzi pod katem prostym kanal o szerokoéci
b = 4m. Znalez¢ dlugo$é najwicksze) klody drewna, ktéra mozna splawié tym
kanatem do rzeki.

Rozwiazanie
Oznaczenia stosowane w rozwigzaniu podajemy na rysunku. Wyznaczymy dlugoéé ktody
d jako funkcje kata a jej nachylenia do brzegu kanalu. Mamy

b a

T
T=—,y= ,0<a< -
sin o cos o 2

Zatem

d=d(a)=z+y=

- + .
sina  cosa
Szukamy warto$ci najmniejszej funkcji d
. ks L
na przedziale (0, 5) (dlaczego najmniej-
szej?).
I. Warunek konieczny istnienia ekstremum.

Mamy

—bcosa | asina

1

d(a)= ——+ —
sin® o cos? o

Stad

bcosa asin o

sin? o cos? o

d'(a) =0 <=

b b
4 tgsa=;-<=>a=ao=arctg§/j.
a

II. Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum. Badamy znak pochodnej funkcji d w
sasiedztwie punktu og. Mamy

—bcos® @ + asin® & acos® o ( 3 b)
= tg" o — —

2

d'(a) =

sin? a cos? o sin” o cos?

Ze wzoru okreslajacego pochodna wynika, ze

b
d'(a) >0 <= tga > i/;otaz d(a)<0<=0<tga< i/g.

. . . afb .. ,
Oznacza to, ze funkcja d ma w punkcie ag = arctg {/ — minimum lokalne wlasciwe. Po-
a

niewaz funkcja d jest malejaca na przedziale | 0, arctg i/j) oraz rosnaca na przedziale
a

3 b« . . . . . 3 b 42 . ..
arctg \/ —, ok wiec funkcja d przyjmuje w punkcie ap = arctg |/ — wartoéé najmniej-
a a

sza. Obliczymy teraz te warto$é. Z trygonometrii wiadomo, ze dla 0 < z < % mamy
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sinz = _ ez oraz cos T = -——-1———— Zatem
V1+tg?z V1+tg?z
b a b
d = =/1+tg? .
(@) sin oo + Ccos oo Tt o (tgao +a>
Stad

b / 3/ b2 b 2 2\ 3
dmin =d (arctg i/j) = 1 + — ( + a) — ((13 + bd) .
a a \3/?

Przyjmujac teraz ¢ = 15 m i b = 4 m otrzymamy dmin = 25.22 m. Najwicksza kloda,
ktéra mozna sptawiaé¢ tym kanatem ma dlugosé¢ okoto 25.22 m.

Przykiad 9.3
Pod jakim katem powinien byé nachylony ptaski dach przykrywajacy dom o usta-
lonej szeroko$ci, aby krople deszczu sptywaty po nim najszybciej?

Rozwigzanie

W rozwiazanie stosujemy oznaczenia podane
na rysunku. Ruch kropli deszczu po dachu od-
bywa sie ruchem jednostajnie przyspieszonym
z przyspieszeniem a oraz z szybkoscia poczat-
kowa vo = 0. Czas splywania kropli deszczu po
21
;.

dachu dlugosci | wyraza si¢ wzorem t =

Ponadto | = oraz a = gsin a, gdzie g
cos

oznacza przyspieszenie ziemskie. Zatem

[ 24 / a
t(a): EEEEra— =2 "-—.“‘1—'——,
g COs & S1n o g sin 2(1/

gdzie 0 < a < 5 Z postaci funkcji t widaé, ze czas ruchu kropli bedzie najmniejszy,

gdy mianownik, tj. sin 2a bedzie mial nawigksza warto$¢ na przedziale (07 g) Latwo

zauwazyé, ze funkcja sin 2« przyjmuje najwigksza wartos$¢ na tym przedziale dla o = T
Zatem krople deszczu beda sptywaly najszybciej po dachu, gdy bedzie on nachylony pod
katem {—

Przyktad 9.4

W ktérym miejscu na linii bocznej bo-
iska trzeba ustawié pitke, aby szansa trafie- P
nia nig do bramki byta najwieksza? Przy-
jaé, ze szansa trafienia jest najwieksza, gdy
kat widzenia bramki jest najwickszy. Sze- P
rokoéé boiska wynosi a = 64 m, a szeroko$¢
bramki b = 7m.
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Rozwiazanie
W rozwiazaniu przyjmujemy oznaczenia podane na rysunku. Mamy

—b b
Yy=B8—a oraz p=a2 ,q=p+b=a—2'_ .
Ponadto
g a+b p a-—b
= = = t = - = .
tg T 2z ' 8= 2z
Stad
a+b a-1b
_ _ tgB—tga oy " Tox 4zb
tg‘y——tg(ﬂ_a)“1-}-'cgartgﬂ——l_i_a—b.a-f-b_4:v2+a2—b2’
2z 2z

gdzie z > 0. Zauwazmy teraz, ze kat vy bedzie najwickszy, gdy jego tangens bedzie
najwigkszy. Wystarczy zatem znalezé wartoéé najwieksza funkcji

4bz
f(=)= 412 + a2 — b2

na przedziale (0,00). Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja f
moze mie¢ ekstrema (funkcja f ma wszystkie pochodne na przedziale (0, c0)). Mamy

4b [42° 4+ o — ] — 4bz(8z)  4b (a® — b%) — 16ba
(422 4 a2 — b?)? T (42% +a? - b2)?

fl(z) =

oraz
b) vat — 8

f'(z) =0 < 4b(a’ —16bs” =0 <z = 5

Zauwazmy jeszcze, ze

Va2 Ny,
_a_z__b oraz f'(z) <0 dla -(12—b<x<oo.

VEF
2

fl(z)>0dla 0<z<

Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca na przedziale (O, ) 1 malejaca na prze-

. Va? — b?
dziale | ——

2

Ve — b ki lokalne whaéciwe réw b i jest to jed $nie wartoéé

———— Inaksimum 10 ne wiasClwe rowne —— 1 J]es O jednoczesnie wartosc
2 /——a2 — 5 J J

najwigksza tej funkcji na przedziale (0, 00). Przyjmujac teraz a =64 mib=7m otrzy-

V4047
2

,oo) . Z rozwazai tych wynika, ze funkcja f osiaga w punkcie z =

mamy, ze pitke nalezy ustawié¢ w odlegloéci Tmax =
boiska.

Przykiad 9.5

Jakie powmny by¢ wymiary szklankl o grubosc1 sc1anek d = 2mm 1 pOJemnosa
V = 0.2 dem?®, aby iloé¢ szkta potrzebnego do jej wytworzenia byla najmniejsza?

~ 31.8 m od linii bramkowe;j

Rozwiazanie
Oznaczenia w rozwiazaniu przyjmujemy jak na rysunku. Ponadto niech W oznacza ob-
Jeto$é szkta potrzebnego do wytworzenia szklanki. Wtedy W = x(r + d)z(h +d) -



Przyjmujac teraz r > 0 jako zmienna nie-
zalezna oraz korzystajac z zaleznoéci V =
772 h otrzymamy

W(r) = x(r + d)? (;‘;5+d) -V,

gdzie 7 > 0. Z warunku koniecznego szu-
kamy punktéw, w ktdrych funkcja W moze
mie¢ ekstrema (funkcja W ma pochodna
na przedziale (0, 00)). Mamy

a0 () s (24) < M =

xrd rd
oraz
1%
Wi (ir)=0<r=1q/—
(pierwiastek 7 = —d odrzucamy, bo r ma by¢ dodatnie). Zauwazmy jeszcze, ze

W'(r) >0 dlar> {f % oraz W'(r) < 0 dla0 < r < \3/ ‘—;-

. . . . A% .
Oznacza to, ze funkcja W jest rosnaca na przedziale ( o=, oo) oraz malejaca na prze-
E.o

. [V L, o . . . A%
dziale | 0, {/ — |. Z rozwazan tych wynika, ze funkcja W osiaga w punkcie Tmin = {/ —
g

T

minimum lokalne wlasciwe i jest to jednoczesnie punkt, w ktérym funkcja W osiaga naj-
mniejsza warto$¢ na przedziale (0, 00). Wielko§é Amin odpowiadajaca wartosci rmin réwna

. sV .
sie +/ —. Przyjmujac teraz V = 0.2dcm® = 200000 mm? otrzymamy
T

200 /200
Tmin = 10¢ Tz40mm, hmin = 10¢ Tz40mm.

Jakiej wielkoéci kwadraty nalezy wyciaé
na rogach prostokatnego arkusza kar-
tonu o wymiarach a = 30 c¢cm, b =
24 cm, aby pojemno$é¢ pudelka otrzy-
manego po sklejeniu kartonu byta naj-
wieksza?

Rozwiazanie
W rozwigzaniu przyjmujemy oznaczenia podane na rysunku. Niech V oznacza objetosé
pudetka otrzymanego po sklejeniu kartonu. Wtedy V(z) = (a — 2z)(b — 2z)z, gdzie b < a

b . . .
oraz 0 < z < 7 Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja V moze
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mie¢ ekstrema (funkcja V ma pochodne dowolnego rzedu na przedziale 0 < z < —2-)

Mamy : 3 2 ! 2
Vi(z) = [4z -2z (a+b)+abz] = 12z° — 4z(a + b) + ab

oraz

V() =0 <= 12¢° —4z(a+b)+ab=0
. (a+b) — Va2 +b2—ab
1 =

(a+0b)+Va% +b2 —ab
6 T2 = .

<~ lub

Pierwiastek z; odrzucamy, bo nie nalezy do przedzialu (0, 5) Zauwazmy jeszcze, ze

V'i(z)>0dla 0<z <z oraz V'(z) <0 dla z; <z < g

Oznacza to, ze funkcja V' jest rosnaca na przedziale (0, z1) oraz malejaca na przedziale
z1, 5) Z rozwazan tych wynika, ze funkcja V osiaga w punkcie ¢ = z; maksimum

lokalne wtasciwe i jest to jednoczesnie punkt, w ktérym funkcja V przyjmuje najwieksza

. b o
warto$¢ na przedziale (0, 5) Przyjmujac a = 30 cm oraz b = 24 cm otrzymamy Tmax =

9—-v21x~44cm.

W kule o promieniu R wpisano walec o najwiekszej objetosci. Znalezé wymiary
tego walca.

Rozwiazanie
Niech r oznacza promiefi walca wpisanego w kule, a = jego wysokosé (rysunek).

2
Wtedy r2 = R?— (E) ,gdzie 0 < z < 2R.

2
Objetos¢ walca wpisanego w kule wyraza
si¢ wzorem
2 T 2 2
V(z):wr:v:z(4R —z)x, r/ |z

gdzie 0 < z < 2R. Korzystajac z warunku
koniecznego znajdziemy punkty, w ktérych
funkcja V' moze mieé ekstrema. Mamy

Vi(z) = -} (4R2 - 3z2) .
Stad

V'(z)=0<=>4R2—3z2=0<=>z=zo=ﬂz-

V3
. s, . . . 2R\ . .
Z postaci pochodnej widaé, ze funkcja V jest rosnaca na przedziale | 0, ﬁ 1 malejaca

. 2R . . N . .
na przedziale (75—, ZR) . Oznacza to, ze funkcja ta przyjmuje w punkcie zo maksimum
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. 4 .. . o P ..
lokalne wlasciwe réwne Vimax = — =R 1 jest to jednoczeénie wartoéé najwigksza funkcji

3V3

V na przedziale (0,2R). Promieni walca o najwickszej objetosci wynosi rmax = \/;R, a

wysoko$é = %
y max \/g
Przykiad 9.8

2 2
W ktérym punkcie elipsy % + % = 1 nalezy poprowadzié styczna, aby pole

tréjkata ograniczonego ta styczna i dodatnimi pétosiami ukltadu wspétrzednych

bylo najmniejsze?

Rozwiazanie ,
2

Niech punkt S(p,q) nalezy do tuku elipsy r + %

1 = 1 lezacego w pierwszej ¢wiartce
uktadu (rysunek). Wtedy 0 < p < 2

2
oraz ¢ = 34/1 — pz Rdéwnanie stycznej do

elipsy ) , B
3
4 9 S(p,q)

w punkcie S(p, ¢) ma postaé

p |, Yq
—+==1
4 + 9

Styczna ta przecina o§ Oz w punkcie A o

4 ., .
wspéltrzednych <—,0) 1 0§ Oy w punkcie
p

B o wspdirzednych <0, 3) . Pole AOAB
wyraza si¢ wzorem

1 18 12
P(p) = §|OA| |0B| = E = p-—-— fli——_—l—;y

gdzie 0 < p < 2. Poniewaz funkcja P przyjmuje tylko wartosci dodatnie, wiec jej wartosé
najmniejsza bedzie realizowana w punkcie, w ktérym funkcja f(p) = P’ (4 —p2), tj.
kwadrat wyrazenia z mianownika funkcji P, przyjmie warto$é najwieksza. Szukamy zatem
wartosici najwiekszej funkcji f na przedziale (0,2). Podstawiajac v = p*, otrzymamy
funkcje kwadratowa g(u) = u(4—u), gdzie 0 < u < 4. Funkcja kwadratowa g(u) = —u’ +

4u przyjmuje warto$¢ najwicksza na przedziale (0,4) w punkcie u = ug = 5%1—) = 2.

Stad wynika, ze funkcja P przyjmuje warto$é najmniejsza w punkcie p = po = v/2. Punkt

L L. 3vV2
S, dla ktérego AOAB przyjmuje najmniejsze pole, ma wspdlrzedne (\/5, —5\/_—- .

Przykiad 9.9

Dwa miasta M, M, potozone po przeciwnych stronach rzeki trzeba poltaczyé droga
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z mostem prostopadlym do brzegéw rzeki o prostoliniowych i réwnolegltych brze-
gach (rysunek). W ktdrym miejscu nalezy zbudowaé most, aby droga laczaca te
miasta miata najmniejszg dlugosc? Wielkosci znane: | = 21 km, a; = 2 km,
ay; = 12 km.

Rozwiazanie

Droga taczaca miasta M; i M2 ma dlugosé

d(z) = |MiA|+ |AB| +|B M|

— /z2+a?+|ABl+\/(l—1:)2+ag, miasto My

gdzie 0 < z < [. Poniewaz odcinek AB as
(most) ma stala dlugod¢, wigc wystarczy B
znaleZ¢ warto$¢ najmniejsza funkcji == =
f@)= Va2 +al+ /(-2 +d] 7 "
na przedziale [0,!]. Korzystajac z warunku miasto M -
koniecznego znajdziemy punkty, w ktérych !
funkcja f moze mieé ekstrema lokalne.
Mamy
f(z) = 2z + 2(l—z)-(-1) _ T _ (I-1x) '
2\/z2+a}  2y/(I-z)2+a} /224+a /(I-12)2+d]
Stad
1 —
fl(z)=0 < il = (—2)
\/z2+af \/(I—:c)2+a§
= z (12 —2zl+ 2% + ag) = (12 — 2zl + :02) (:1:2 + af)
<~ (a%—a?) a:2+21afx—12a? =0<=z=120= a1l .
az + a1
Punkt zo = " a_:-l nalezy do przedzialu [0,!]. Poniewaz pochodna f’ w punkcie zo
1T a2

zmienia warto$ci z ujemnych na dodatnie, wigc funkcja f ma w tym punkcie minimum
lokalne wlasciwe. Jest to jednoczesnie punkt, w ktérym funkcja f przyjmuje wartosé naj-
mniejsza na przedziale [0,1]. Most nalezy wybudowaé¢ w odlegloéci zo = 3 km od miasta
M; (liczac wzdluz brzegu rzeki).

Dwa samochody poruszaja sie ze sta-
tymi szybkodciami v; = 120km/h, vy = s
80 km/h po autostradach przecinajacych
sie pod katem prostym. Polozenia po-
czatkowe samochodéw podano na ry-
sunku: d; = 50km, dy = 20km. Kiedy
odleglo$¢ miedzy samochodami bedzie
najmniejsza?

]
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Rozwiazanie

Niech Pi(t), P2(t) oznaczaja odpowiednio polozenia pierwszego i drugiego samochodu
w chwili ¢, gdzie t > 0. Wtedy w uktadzie wspélrzednych przyjetym na rysunku mamy
Pi(t) = (d1 — v1t,0), P2(t) = (0,d2 — v2t). Odleglo$¢ miedzy samochodami wyraza sie
wzorem

4(t) = PO PO] = \/(ds =010 + (ds — 2t)?

= /(v? +v2) 12 — 2(d1v1 + dova) t + (d2 + d2) dla t > 0.

7 postaci funkcji d wynika, ze przyjmuje ona warto$é najmniejsza w punkcie, w ktérym
funkcja pod pierwiastkiem jest najmniejsza. Wystarczy zatem okresli¢, gdzie nieujemna
funkcja kwadratowa

ft) = at® +bt+c= (v +03) #® — 2(d1v1 + dava) t + (d +d3)
przyjmuje warto$é najmniejsza. Oczywiscie

b -2 (d1’01 + d2’02) _ div1 + davo

2a 2 (v2 4 v2) T v 40l

tmin =

Najmniejsza odlegto$é¢ miedzy samochodami bedzie za

~_50-120+20-80 _ 7600
™R 1202 4802 20800

= 0.36 godz.

Zadania

Zadanie 9.1

Zbadacl przebieg zmiennoéci podanych funkcji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:
) f@) = (e = Dz +2); b) o(e) =

¢) h(@) = = d) p(z) = 2v/1 -2

e) q(z) = z%e™%; f) r(z) = sinz — sin? z.

Zadanie 9.2

Z prostokatnego kawalka blachy o szerokoéci a nalezy wygial rynne o przekroju
prostokatnym w ten sposéb, aby moglo nig sptywaé mozliwie najwiecej wody (ry-
sunek). Znalezé wymiary przekroju takiej rynny.
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O Zadanie 9.3
Pocisk wylatuje z dziata z szyb-

koscia vg. Pod jakim katem po-
winna by¢ nachylona o$ lufy,
aby zasieg pocisku byl najwiek-
szy (rysunek)? Nie uwzgledniaé
oporu powietrza.

O Zadanie 9.4

Ekran kinowy o szeroko$ci a =
8 m jest zawleszony na wyso-
kosct h = 12 m (rysunek). W
Jakiej odleglosci od ekranu po-
winien usia$é¢ widz, aby ogladaé . md\sz
ekran pod najwickszym katem?

Zatozy¢, ze oczy widza znajduja
sie na wysokosci b = 1.5 m nad
podloga, a widz siedzi w Srodku
rzedu.

O Zadanie 9.5
Wspdtezynnik tarcia skrzyni o
ynosi = 07 (rasumeh), P ___ Il
Jakim katem o nalezy ciagnaé
skrzynie, aby sita # = |F| po- ==
trzebna do jej ruszenia byta naj-
mniejsza?

il

I
]nIH

pole silowe T
O Zadanie 9.6

Pola sitowe chronigce stacje ba-
dawcze na Marsie maja ksztalt
polsfery o promieniu R = 50 m
(rysunek). Znalezé wymiary sta-
¢ji badawcze] w ksztalcie walca
o najwickszej mozliwej objetosci,
ktéra mozna chronié¢ tym polem.

O Zadanie 9.7
Pewnga substancje przechowuje si¢ w kopcach w ksztalcie stozka. Jaki powinien
by¢ kat nachylenia tworzacej stozka do podstawy, aby powierzchnia parowania tej
substancji (tj. powierzchnia boczna stozka) byta najmniejsza?

O Zadanie 9.8
Prostopadtoécienny pokéj ma wymiary: dtugoéé a = 6 m, szerokoéé b = 4 m, wy-
soko$¢ h = 3 m. W jakiej odlegtoéci od $rodka sufitu nalezy zawiesi¢ lampe, aby
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oéwietlenie pokoju w majciemniejszym miejscu (tj. w rogu przy podlodze) byto
najwicksze?

Uwaga. Natezenie $wiatla w punkcie polozonym w odleglosci r od Zrédta $wiatta wyraza
. Ccos o . . . . . .
si¢ wzorem | = k——, gdzie o oznacza kat padania promieni (rysunek), a k jest wspol-

czynnikiem zaleznym od Zrédla $wiatta.

Zadanie 9.9

Odlegly uklad planetarny sktada sie z gwiazdy i dwdch planet. Planeta Alfa obiega
gwiazde w odleglosci Ry = 3,000,000 km w ciggu t; = 3 lat ziemskich, a planeta
Omega w odlegtosci R, = 5,000,000 km w ciggu ¢tz = 4 lat. Obie planety poru-
szaja sie ze statymi predko$ciami w tym samym kierunku i w tej samej plaszczyz-
nie. Polozenie planet 1 stycznia 2001 r. przedstawiono na rysunku. Kiedy bedzie
najdogodniejszy moment do obserwacji planety Alfa z planety Omega, tzn. kiedy
odlegtoéé miedzy planetami bedzie najmniejsza?

Omega

Zadanie* 9.10

Do kotta w ksztalcie potsfery o promieniu R wlozono jednorodny pret o dlugosci
[ = 3R. Okresli¢ polozenie réwnowagi preta (nie uwzgledniaé tarcia preta o kociot).
Wskazdéwka. Pret bedzie w polozeniu réwnowagi, gdy jego srodek masy C zajmie najnizsze
polozenie.

2R
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Odpowiedzi i wskazdéwki

9.1 Wykresy funkcji przedstawione sa na rysunkach ponizej:

v=1(z) b) Yo y=2(=) ©)
27 :A - e2
4 !, min.
01! !
x P.-P ! % z
d) :
Yy
l_________[nax
2 . y=p(z)
-1 "\g o ;
| P.-P V2 1z
‘ 2
7] | 1
min. 2
Dy . 14/33
N max. max. Ty = arcsin ———,
T /M\ L Pa I y=r(x) 8
X S 3 14+/33
o () | | / —_—
3 8

v33-—1
8 )

V33 -1
5 .

*3 2 s Ty = W™ — arcsin
1
|
i z3 = 7 + arcsin
1
1
1
'
I
ll

T4 = 2™ — arcsin

9.2 £ = 0.5a, y = 0.25a.

9.3a=2".
4

9.4 Zonax = \/(h —b—a)(h—b) = %-5- ~5.12m.

9.5 amin = arctgp = arctg0.7 ~ 0.61 [rad ] =~ 35°.

. 6 " 3
9.6 Promien walca rmax = RT’ wysoko$é walca hmax = R\/T‘.

1
9.7 Omin = arccos — =~ 55°.

V3
/2 (a2 + b2 V26
9.8 Tmax = h — @+ _22(i

2 ~ 0.45m.
9.9 Za szes¢ lat, tj. 1 stycznia 2007 1., dmin = R2 — Ry = 2000000 km.

9.10 W potozeniu réwnowagi kat o nachylenia preta do poziomu spetnia warunek: cos o =

3+ 137

16 , stad o =~ 23°.
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CALKI NIEOZNACZONE

Dziesiaty tydzien

Funkcje pierwotne (7.1). Calki nieoznaczone (7.2). Twierdzenia o
catkach nieoznaczonych (7.3).

Przykiady
® Przykiad 10.1

Obliczyé podane calki nieoznaczone:

a)/”z:Tﬁdz; b)/\“/:’s?dx; ¢) /ctg%dz;

Rozwiazanie
a) Korzystajac z liniowos¢ calki oraz ze wzoru

gdzie @ # —1, mamy

7

b) Wykorzystujac wzér

2 )
i fdz—/x%dz—/z%dz=3v3 z8 — 6\/ T+C = 3x2vdz2—gz%+0.

gdzie 0 < a # 1 otrzymamy

— z (¥3)* 4+/3%
4 x — & —_— —
/ 3 dx / (\/5) dz ln \75 C lIl 3 C

¢) Wykorzystujac wlasnoéci funkcji trygonometrycznych, liniowos¢ catki oraz wzdr

dz
/sin2z =-clgz+C
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otrzymamy

2 w2
/ctgzzdz= /C,OS—2zdz= /l,s#dxz/ ,df —/d:c:—ctgz—x+C’.
sin® z sin® z sin® z

d) W rozwiazaniu wykorzystamy wzér
a® = =(a—1b) (a2+ab+b2).

Przyjmujac w tym wzorze a = e” oraz b = 1 otrzymamy

632_1 2z z 12z z
1da:= (e +e +1)dz=§6 +e"+z4+C.

eF —

Przyktad 10.2

Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czesci obliczyé podane calki nie-
oznaczone:

a) /rzarctg:cdm; b)/arctg.’cdm; c)/arcsinzdm; d)/zsinxcos:cd:c;

e) /zlnz:cdx; f)/lnwzdw; g)/ :c(ix’ h)/e”cosxdz.
T sin®z

Rozwiazanie

f(z) = arct ! = 2
a) /z2arctgzdz (@ =gz g I3

fi(a) = 9o(z) = =

14 z2 3
1 1
-_—gzaarctgz—é-/:csl_:zz dz
1 1 1
=§x3arctgz—§ l‘dl‘-’-g/%

:%xsarctg:c—%/zdx+%/ 2z dz

1+ 22

Il

%xs arctg z — % . %x2+ %/ (ln (1+z2))’ dz

_1 3 12 1 2
=37 arctg:z:—gz‘ +gln(l+z )+C’.

= a 4 =
b) / arctg z dz ffz) raf zoe@=t
fi(z) = T2 9(z) ==z

= rarctgr — z—l——— dzr = zarctgr — 1 2z dz
& 1+ z2 - 8 2 1+ 2

= zarctgz — %/ (ln (1 +:c2))’ dz = zarctgz — %ln (1 +z2) +C.
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fla)= —=—= g(z)==

1—x

f(z) = arcsinz gl(l) =1
c) / arcsin z dz 1

1

z=zarcsin:c+/<\/l-—z?> dx

= rarcsint —

1
T
/ V1—1z2
=garcsinz +\/1—z%+C.

= ! = sin 2
d) /zsinzcosxdx = /xsinszz J@=z gln)=sni

! _ _ 1 .
f(zy=1 g(z)= -3 cos 2z

1 1 1
=3 <—§zc052:¢— /—-Ecos2zd1>

1 1 .
= —chos2z+gsm2z+C.

[SA

e) / zin’ zdz S = (x) =2

’ 2lnz 22
fi(=z) = 9(z) = —
z 2

= lxr"lnzz— —1-z2glnzdz
2 2 =z

z)=Inz ,:r =z
=%z2ln2z—/xlnzd$ 1@ 7@ 2

’ _1 _z
f(I)-; 9(z) =

= l3132111223— l:l,*2lnzzc — —1—x21 dr
2 2 2 =z

1
= %z2ln2z—5121nz+%/zdz= %$21n2z—— %zzlnx+iz2+c.

2

1 (=) =1 (o) = =5
f) /Edz - T

F@=t e@=-2

x T z T T

=_l]n£_l+0:-—l(lnz+l)+c.
T T z




- P _ Catki nieoznaczone

1
rdz fx)=2 ¢'(z)= =
g) / ) sm2x

sz f,(:t) =1 g(z)=—ctgzx

—zctgz + /ctgzdz = —zctgz + /c?sx dz

sin

—zctgz + In|sin z| + C.

h) Poniewaz

- f(z) =cosz gl(:l:) =7 T T .
e” coszdz =e"cosz — | e*(—sinz)ds =

f’(:c) = —sinz g(z)=e*

= si ’ = %
:ercosz+/ezsinzdz Hz)=sinz  glz) =

fl(z) =cosz  g(z) = %

=ezcosz+exsinz—/eIcoszdz,
wiec

2/ezcoszdx=em(cosx+sinz)+(71.
Stad

/ez cosz dr = %ez(cosz +sinz) + C.

Przyktad 10.3

Stosujgc odpowiednie podstawienia obliczy¢é podane calki nieoznaczone:

e3® d:c z3dz
4) /cosln:::dm; e /z\/;:T-—d:c ) /3s1nzda:
z

+2cosa:A

) e~*dr h) / . ) z3dz
8 Vi e’ x\/:c2—2’ V1—2z8%
Rozwiazanie

3z - dt
e dz 3T = ¢ 6T = 42 3 1 1 az
- ) = = — tgt+C = = .
a) / T e67 | se%7as = 4t / e garctg + 3arctg e +C
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/zmdx -s=t

dz = dt

Il

143

/(t+3)\/idt=/t\/Zdt+3/\/Zdt=/t% dt+3/t%dt

tdt
t3
VitC= \/1_2+\/1 —z24C.
— T

= /cos tdt =sint+C = sinln z+C.

=%% 2t2+c——(z—3)2+2(z—3)%+c
= -z—(:c -3)’Vz —3+2(z - 3)Vz -3+ C.
C) zsdz l—a:2=t, 2 =1-1t
(1 _ zz)3 —2zdz = dt
EIOE
=/ Ve —"/
=_l/t‘%dt+1/ ~% gt
2
1 _1 1 1 1
— (= 24 212 =
2( 2)t +3 2t 7
d) /coslnzdx l;w=t
T ;d::dt
e) /z z2 4+ 1dz a?+1=
2zdzr = dt

1 2
/\/_dt_g-gxf— +C

(x2+1) +C=%(z +1)\/z2+1+C.

sinz dz
f [iideieatbodihahdi
) /3+2cosz

34+ 2cosz=t
—2sin zdz = dt

t

—= dt 1 1
/ 2 :—Eln|t|+C=—Eln(3+2cos:c)+C.

e dr Vit+e 4T =
g) /

—2e 4% 4z

\/ 4+ e—42T

dt 2
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dz z2 —2=1¢t
h) 2
V1?2 — 2 dr = dt
z2 -2

dt

————— = —=arct
¢ 2-i-l 2 :
V2
1 Vz? -2 1 2 —2
= —arctg —— + C = — arct — 4 C.
2T vz TR\ T

dt 1 . 1 .4
= ——— = —arcsin t+C = —arcsinz" +C.
/ Vi—g 3 3

Il
o~
~N
+&
o
[ SRR

t
— 4+ C
V2

% dz

V1—128

8 B
[XIRN
I

8
=

-

&

® Przykfad 10.4

Obliczyé podane catki nieoznaczone:
a) /[sinxld:c, T € [—g—,g—]; b)/]xz—xl dz; c)/l?’—?l dz.

Rozwiazanie
a) Zauwazmy najpierw, ze funkcja |sin z| jest ciagla na [———g, %], zatem istnieje calka
nieoznaczona tej funkcji na powyzszym przedziale. Caltke ta obliczamy osobno na kaz-

dym z przedzialéw [—%,0], 0, —275], i otrzymane funkcje odpowiednio ,sklejamy”. Dla

/[sinz| dx=—/sinz dz = cosz + Ci,
/|sinz| dx=/sinx dz = —cosz + Cs.

Calka nieoznaczona jest funkcja ciagla na [—%, er-] State Ci, C; nalezy zatem dobraé

T
dl —]
a azE[O,Q

w ten sposéb, aby funkcja
T
cosz+C; dla z € [—5,0] ,

Fz) = 2
—cosz+C, dla z € [0, —2—]

byla ciagla w punkcie zo = 0. Zauwazmy, ze z jednej strony F\(0) = 1 + Ci, a z drugiej
F(0) = =1 4 C3, zatem C, = C; + 2. Ostatecznie kladac C; = C otrzymamy

cosz + C dla z € [—1,0] ,
/Isinz|dz= 2

—cosz+C+2 dla z € [0, g}



b) Zauwazmy najpierw, ze funkcja |:z:2 - z‘ jest ciagla na R, zatem istnieje catka nie-
oznaczona tej funkcji na R. Calke ta obliczamy osobno na kazdym z przedzialéw (—oo, 0],
[0,1], [1,0) i otrzymane funkcje odpowiednio ,sklejamy”. Dla z € (—oco, 0] mamy

2

[t [ aemETe,

dla z € [0,1] mamy

3 2
[l -sla=[-)a=-T+Trcn

a dla [1,00) mamy

3 2

[l -eliz= [ -0) ts= % -F 400

Calka nieoznaczona jest funkcja ciagla na R. Stale Ci, C2, Cs nalezy zatem dobraé tak,

aby funkcja

232

7+Cl dla z € (—00,0],

za

F(z) = 3 +C dla z€0,1],

1:2

7-}-03 dla z €[1,00)

w| 8, o8, |8,
|

byta ciagla w punktach zo = 0, z; = 1 . Zauwazmy, ze z jednej strony F(0) =C1 , a z
drugiej F(0) = Cz. Podobnie F(1) = %+ C; oraz F(1) = —% + Cs. Zatem C; = C) oraz

Cy = % + C;. Ostatecznie kladac C; = C otrzymamy

®  z°
-3——-2—+C dla ZIE(—'O0,0],
2 2 2
/lz —:l:| dz = 7——3—-{-0 dla z €0,1],
2 2?1
?——2—+§+C dla z €[1,00).

c) Takze w tym przykladzie funkcja podcatkowa |2* — 2| jest ciagla na R. Zatem istnieje
calka nieoznaczona tej funkcji na R. Obliczymy osobno tg catke na kazdym z przedzialéw
(—o0,1], [1,00). Po czym, otrzymane funkcje odpowiednio ,skleimy” w punkcie z = 1.
Dla z € (—o0,1] mamy

x — .T_ _—._2i
/|2 —2|dz = /(2 2)dz = ln2+2z+Cl,

a dla z € [1,00) mamy

/|21—2| dz=/(2x—2)da:=£—2—21+C’2.
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Stale C; 1 C> nalezy dobraé w ten sposéb, aby funkcja
x
“In2

In2

byta ciagla w punkcie z = 1 Podstawiajac £ = 1 w pierwszym i drugim wzorze otrzymamy
odpowiednio

+22+C; dla z € (—o00,1],
F(z) =
—2z+C; dla z €[1,00)

2 2 N

Stad

Ci=—2 _44c

) 2
Ostatecznie ktadac C, = C dostaniemy

ln2+2:c+l —4+4+C dla z € (—o0,1],
F(z) = N
—— —2z+4+C dla z €[1,00).

In 2

Zadania

O Zadanie 10.1
Obliczy¢ podane calki nieoznaczone:

3 3/.2 _ 1 2% _ 5T -2z __
a) f..i-_T:j_d:c; b)/ 1035 z; «¢) /t;g2 z dz; d)/%—;——;dax

O Zadanie 10.2
Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czesci obliczyé catki nieoznaczone:

a) /:cQSinwda:; b) /ezxsin:cd:c; c) /zlnzda:;

rdzr . -3z .
d) /cos2z’ e) /arccos:cd:c, f) /:ce dz;

g) /log3zd:c; h*) /arccoszccda:; i*) /:csinzzd:c.

O Zadanie 10.3
Stosujac odpowiednie podstawienia obliczyé podane calki nieoznaczone:

a) /(5—3-73)10 dz; b) /\71_51—%’ c) /x2\5/5x3+1d:c;
dz ln:c z3dz

d —_— f

) /2+\/5’ / ) /x+1
e“dr Ssinzdr . . 3 .

g) /621'+1’ )/3 2cosx i) /sm = dz;
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Dziesiaty tydzien - odpowiedzi i wskazéwki

/\/430——57’ k) /(m 3d;ioo’ 1) /wse’”zda:.

Zadanie 10.4
Obliczy¢ podane calki nieoznaczone:

)/[1—m2ldz; b) /elxldw; c) /lcosa:ld:c,:ce[o,'/r].

Odpowiedzi i wskazowki

101a)—z3f+—z z—2/z+C;b) — 5 +f

d) — (e -’+zx)+c

+C;c)tgz—z+C;

2z 2
10.2 a) 2zsinz + (2-—@2) cosz + C; b) e?(2sina:-—cosm)+C’; c) %(Zln:c -1)+C;

d) ztgz +1n|cosz|+ C; e) zarccosz — /1 — 22 + C; f) —emd (§+%)+C’;
g) %(lnx—1)+0; h) g arccos® £ — 2v/1 — 22 arccos © — 2z + C;
n vV

2
i) -zZ— - zsinZ:c— ~é—cos2z+C.
10.3 a) 31—3(3:5 - 5)11 + C; b) %arcsin 2z + C; ¢) 118— (5z3 + 1) /523 +14C;
3 2
T

d) 2\/_—4ln(2+\/5)+0; e) —;—ln2z+C’; f) %——7+z—ln|z+l|+0;

g) arctge” + C; h) gln(S —2cosz)+C; i) —

. . =2 1 3 3 !
j) arcsin +C; k) — (96(35 —1)% + 97(z — 1)°7 + 98(z — 1)%8 + 99(z — 1)° ) O
) (s =1)e” +C

13

?—I+C dla z < —1,

3 4 —e 7+C dla z<0,
10.4 a) —3—3—+z+§+C dla —-1<z<1, b) ¢*—24C dla z30

T 8

sinz + C dla IE{O,E),
c) 2]

2—sinz+C dla z € [-721,#
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Jedenasty tydzien

Catkowanie funkcji wymiernych (7.4). Caltkowanie funkcji trygono-
metrycznych (7.5). Calkowanie funkcji z niewymiernoéciami (7.6).

Przyktady
Przyktad 11.1

Obliczy¢ podane calki z funkcji wymiernych:

)/(w2_5x+9)dx. b)/ rdr / z3 +x+1 dz

: 245 +6 1.2_|_2 :L'4+.r2 )
zdz

d) /x3+1’ )/a:4+4’ /zx+l)2

Rozwiazanie

a) Najplerw zauwazmy, ze

z2—5z+9_1+ 3—10z
2+ 5 +6 (z+2)(z+3)°
Teraz funkcje wymiern 3~ 10z rozkltadamy na ulamki proste. Mam
-_— . Ma
Je Wy 2 (1:+2)(1:+3) y p y
3-102 _ A B _(A+B)r+3A+28B
(z+2)(z+3) z+2 z+3 (z+2)(z+3)

Wspdltczynniki A1 B spelniaja zatem uklad réwnan

{ A+ B —10,

3.

3A+2B

Stad A = 23, B = —33. Tak wiec przechodzac do calki otrzymamy
2> -5z +9 23 33
St (022
/12+5z+6 ‘ / 1+:c+2 z+3 dz

dz
—33/754_3

z+23In|z + 2| —33In|z + 3| + C.

dz + 23

Il

= dt
z dz 2 _ 2 1 1
_ ¢+ 2=t [ = —— = -
b) /(z2+2)2 2zdr = dt / 12 2t+C 2(z2+2)+c

c) Najpierw zauwazmy, ze

za+z+l _ :c3+:c+l
ot +22 22 (224 1)
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Zatem rozklad na ulamki proste ma postac

441 A £+Cz+D
zt + 12 z  z? z2 41
A(1}2+1)1‘+B(1’2+1)+(CI+D)1?2
z? (22 + 1)
(A+C)z* +(D+ B)z® + Az + B
22 (22 +1) '

Tak wiec szukane wspdlczyniki spelniaja uklad réwnan postaci

A+C
B+D
A =
B =

I
b O

Stad A=1,B=1,C=01D = —1. Wracajac do calki otrzymamy
4z +1 11 1
/ Tt + 12 do = <;+;§-—$2+1>dz

il_z_.{_ d_z_ dz —1n|z|—l-—arct z+C
T 72 241" T 8 ’

d) Mianownik funkcji podcatkowej mozna przedstawié w postaci

x3+l=(x+l)(z2—z+l),
wiec rozklad na utlamki proste jest w postaci

z A Bz +C (A+B)s*+(B+C—-Az+A+C
2 +1 z4+1 22-—z+1 (z+1)(z2 -2z +1) '

Zatem szukane wspdlczynniki spelniaja uklad réwnan

A+ B =0,
—A+B+C =1,

A+C =0

Il

Stad otrzymamy A = —%, B= %, C= % Tak wiec mamy

1 1
cdr -3 n §(:c+1) d:c——l dz +l (z+1) de
3 4+1 z4+1  z2—-z+1 3/ z+1 3 22—z 41

Oczywiscie

dz
/a:+1 =In|z+1]+C.

Natomiast w przypadku drugiej calki zauwazmy, ze

(zz—x+l),=2z—-l,
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wiec mozemy napisaé
(z+1)dz 1 2I_1+3dz _1 (21—1)dz+§ dz
2—z+1 2] 22—z 41 ) 2—-z+1 2 ) z?2—z4+1°

W pierwszej calce licznik jest pochodna mianownika, wiec

(21}—1)(113_ 2_
/—————-IQ_I+1—1n!x z+1[+C’.

W przypadku drugiej, catki sprowadzajac mianownik do postaci kanonicznej, otrzymamy

2 _ - _1)2 3
T z+1—(x 2 —|—4.
Zatem
/ dz _/ dz . dz
2 —z+1 ( 1)2 3 3 /4 1\2
T— =] + - P el - =
2 4 1 3(” 2) +1
4 dz S 4 2
_ / NG _2 2
3 9z — 1\ 2 2 3/t2+1
( \/g ) +1 %da: dt

2 2 2z — 1
—arctgt + C = —arct — ] +C.
Ve V3 g( V3 )

Ostatecznie uwzgledniajac otrzymane wyniki czeSciowe mamy

/ 2 dz ——%ln|z+1|+%ln|z2—z+l|+?arctg 2x\/—§1

3 +1 +C

e) Mianownik funkcji podcatkowej mozemy przedstawié w postaci
gt +4=(2"-20+2) (2> +22 +2).

Zatem rozklad na ulamki proste ma postaé

1 Az+B Cz + D
tt+4  z2-2z24+2 242z +2
(Az + B) (z2+21;+2) + (Cz + D) (zz —2:c+2)
(22 — 2z 4+ 2) (z2 + 2z + 2)
(A+C)z* + (B+24+4 D —2C)z* + 2B+ 24 — 2D 4+ 2C)z + 2B + 2D
(z2 =22+ 2)(z2 -2z 4+ 2) '
Wspétcezynniki A, B, C i D spelniaja uklad réwnan

A+C

2A+B-2C+ D
2A+2B+2C-2D =
2B+2D =

Il
~ o oo
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C=>D=

1
T

| =

. . . . 1 1
Stad po rozwiazaniu powyzszego uktadu otrzymujemy: A = - B = 7

Tak wiec
1

1
dz __I+_ z+— d
+4 —2z+2 x2+2z+2 ‘

1 (z—2) (z +2) dz

T8 —2:c+2 22 42z +2°
Przeksztalcimy teraz licznik wyrazenia w pierwszej calce tak, aby otrzymaé pochodna
mianownika. Mamy

/(z—?)dz_l (2z—2-2)dz 1 (2z—2)d:c / dz

2 — 2z +2 2 22 -2z +2 2 2 92z +2 2 — 2z 4+ 2

W przypadku pierwszej catki mamy

(2z —2) dz 2
/—-z2~2z+2~ln|z 21+2|+C’.

W przypadku drugiej catki, sprowadzajac mianownik do postaci kanonicznej, mamy e
2z + 2 = (z — 1)® 4+ 1. Tak wigc mozemy napisaé

dz _ r—1=1t
2 -2z +2 (z—1)2+1 dz = dt

= /t2-%t-l =arctgt+ C = arctg (z — 1) + C.

Zatem )
(t—2)de 1 2
x2_21+2_21n|z 2:c+2l arctg(z — 1) + C.
L . . (z4+2)dz
Analogicznie postepujac w przypadku catki / Ry otrzymamy

Ostatecznie mamy

dz
Tt +4
1 1 2 1 1 2
-3 (5111 |:c —2z+2}—arctg (z—l))+§ (5 In ‘z +21:+2|+ arctg (z+1))+C

22 4+ 2z + 2
2 -2z 42

+ 2arctg (z + 1) + 2arctg (z — l)> +C.
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f) Funkcja podcatkowa ma rozktad na ulamki proste postaci

Catki nieoznaczone

1 A, B _C _ A(z+1)’+ Bz(z+1)+Cz
z+1)2  z  z+1 " (z41)? z(z + 1)?
_ Az? +2Az + A+ Bz? + Bz + Cx (A+B):c +(2A+B+C):1:+A
B z(z +1)2 z(z +1)2

Zatem szukane wspdlczynniki spelniaja uklad réwnani

A+ B =0
2A+B+C =0
A = 1.

Stad otrzymujemy A =1, B = —1 oraz C = —1. Tak wiec

[ = [ i) /

= In|z| - ln|x+1|+—+C—l ’

® Przykiad 11.2 » .
Obliczy¢ podane catki z funkcji trygonometrycznych:

dr dz
) b e S
2) inz’ ) /1+sinm+cos.1:’

sinz
. /(2s1n:c+3c051') dr d)/ . 2d:z; .
sin® cos z

sin’ z cosz + 2 cosd z

Rozwigzanie

dz
z+1 (z+1)2

dz sin sin t = cos
a) - = ) dz = T dz = cose
sin sin“ T 1 —cos®z dt = —sin z dx

_ dt
- 1—¢2

1 dt 1 dt

2/t t+1

1l cosT — ‘-}-C In |t .+C
= = —_ n .

2 cosz + 1 g2

P z do = 2dt

Sy pu— S T

1+sinz +cosz U 1 —t2
P I e T i e

1 1
==Int-1-=1 1
2n| | 2n]t+ |+C

=ln|t+1/+C=In

2dt
1+ ¢2
2t 1—1¢2
1 -
+ 1+ t2 + 1+ ¢t2

tg%+ll+0.




Jedenasty tydzien - przykiady - 153

2sinar: 3
o) (2sinz +3cosz) dz cosx+ 4z | t=ga
sin® zcost + 2cosd T sin’ z ) cos? g| dt= 45—
.cos? g
/ fzt + 3dt =In (t2 + 2) \/—arctgi- +C

= In (tg2 z + 2) + 3xz/é‘arctg (@E) +C.

dz t=sinz, cosz=1/1—1t2 m
d) /—————————2 de = dt / ==

sin” cos
\/1-—1t2

dt —dt
z/t2(l—t2) =/t2(t—1)(t+1)

1 1
1 2 ) 11 1
= — 4= & = -4 = -= - C
/ t2+t+1+t_1 dt t+21n|t+1| 2ln|t 1] +
R L P I Y
t sinz 2 sinz — 1
® Przyktad 11.3 -
Obliczy¢ podane calki z funkcji nlewymlernych
V-1

a —z2dz; b / - /————d:c
) [V ) | o= 9 [
Rozwiazanie
a) Podstawiamy z = 3sint, gdzie -—-721 <t< g Wtedy /9 — 22 = 3cost oraz dz =

3costdt. Dalej mamy

/12\/9—:52(13: = /9sin2t-3cost-3costdt= %/sinzﬁdt

81 1 — cos4t 81 sin 4t
= — —_— = — |t -
4 2 dt 8 ( 4 )+C

= —881 [t—cost(sint—Zsinst)] +C

81 T 1. T 223
— mn — — — — 2 Z A
= 3 [arcsm 3 3\/9 z (3 X )] +C

b) Podstawiamy z = 2sht, gdzie t € R. Wtedy \/z2 + 4 = 2cht oraz dz = 2ch tdt.
Dalej mamy

dz 1 dt 1 1+ sh?t V2 44
— = & =—-=ctht+C=-Y*—— "4+ C=-"——-+4C
z2y/z2+4 4 | sh®t 4 4sht 4z
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c) Podstawiamy z = cht, gdzie t > 0. Wtedy \/z2 — 1 = sht oraz dz = shtdt. Dalej
mamy

2 _ . 24
Ve ldz /sht shtdt =/sh chidt
T

cht
sh?t sht—ov v? dv
= /Sh2t+1Chtdt chtdt = dv = ‘U2+1 =v - arctgv+C’

= sht— arctgsht+ C = /22 — 1 — arctgy\/z2 -1+ C.

Zadania

O Zadanie 11.1
Obliczy¢ podane catki z funkcji wymiernych:

dz 2dz (5 —4z)dz
2) /x2+2x+8; )/x2+6:c+18 <) /z2—4a:+20;
d)/ z2dz . )/ z(z + 2)dz f)/ dz .
2+ 2z+5’ 22+ 22+ 2 z(z?2+4)°
g)/ z dz . )/217 + 5z? _2dm 1)/ dz
1)(z +2)(z +3)’ 203 —z—-1 z3 — 4z’
z dz dz
) ,/1—:0‘“ k) /(x—2)2(:c+3)3’ l) /:c8+:c6'

O Zadanie 11.2
Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:

a)/ dz b)/ dz . ) dz .
cosz’ sinz + cosz’ ¢ 3sinz +4cosz+ 5’
d
d) /cos4zd1:; e) /—Iz—, f) /sinzsin3:cd:c.
sinz cos? z

O Zadanie 11.3
Obliczy¢ podane calki z funkcji niewymiernych:

z?dz z3dz
i V2 — . / 2
a)/ ot b)/ e c) z? — 36 du; d)/ 3+ z2dz.

Odpowiedzi i wskazéwki

z+1 +3
11.1 a) —arctg +C; b arctg +C;
AT O s
c) —2In (z -—4:c+20)——arctg—+C d)z—ln(z +2z+5)—§arctgi+0,

e) ¢ —2arctg(z +1) + C; f) Zln]x|—§1n (1: +4)+C;
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1 3 2
g) l—%lnlz—1|—Zln|r+3|+§ln|z+2|+0,
h) %+ln|z—1l+]n(222+2z+l)+ arctg (2z 4+ 1) + C;
i) —4lln|z|+—ln|:l:——2|+ =Inlz +2|+C;
J) —%ln|z—1|—zln|z+1|+zln(z +1)+C’;

16 — 21z — 62° 3 . |z-2 11 1
~ 2 In|E=e RIS ST S S .
) 250(z — 2)(z +3)2 625 n I-I-C, 1) st 3 T g T arctss +C
14sinz \/5 tg 3 —1+\/_ V2 z T
_1 Ltsing | ooy V2 |85 2 1HVEE o V2 (_ _)’ c.
11.2 a) T—ena T ) = g___l_\/_+ St (545 )+
2
-+
©) 3+tg3

3 1 1 -1 1 1—cosz
d) 3o 4 lsin2e 4+ —sinde 4+ Cye) —— + ~In — 2% 4 ¢
)8z+4sm z+3251n z+Cie) cos:c+2n1+cosz ’

f) isinh‘— %sin4z+C.

NZ—) V(25
11.3 a) —%———I— +2arcsin—;i+C; b) u— 25v/25+ 22+ C;

V2 —
c) z—zig—ﬁ—wln z+\/:c2—36\+C;d) 3 3+z2+§ln V3i+zi+z|+C.
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CALKI OZNACZONE

Dwunasty tydzien

Definicja i oznaczenia (8.1). Podstawowe twierdzenia (8.4). Metody
obliczania calek oznaczonych (8.5). Wlasnoéci calki oznaczonej (8.6).

Przyktady

® Przykiad 12.1 v ‘ . v
Korzystajac z definicji oraz z faktu, ze funkcje ciggle sa catkowalne obliczyé podane
calki oznaczone:

2 5 £l 1
a)/xdr; b)/%{; c)/sin:cdm; d)/2’dm.

1 3 0 0
Wskazéwka. b) przedzial catkowania podzieli¢ tak, aby punkty podzialu tworzyly ciag

. na . (n+ e
sin — sin ~———
geometryczny, c) zastosowaé wzdr: sin @ + sin 2a + ... + sin na = 2 —5 2
sin —
Rozwiazanie
a) Funkcja f(z) = z jest calkowalna na przedziale [a,d] = [1, 2], wigc mozemy skorzystaé
ze wzoru
b n
b—a a
[0 am |52 (4 252)]
a =1
Zatem

2
1 i 1w 1 ¢
iz — i 1 LAY 1 1 .
/z ‘ nh—I»r;o{n — (1+n)l J&[(nzl)ﬂ_(nz,lz)]

1
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b) Funkcja f(z) = 1 jest catkowalna na przedziale [a,b] = [3, 5], wiec podzialéw prze-
T

dziatu catkowania oraz wyboréw punktéw posrednich mozemy dokonaé¢ dowolnie. Niech
zatem zo = 3,71 = 3¢,22 = 3¢°,...,Tn1 = 3¢" "', 2, = 3¢" = 5 beda punktami po-

dziatu P, odcinka [3,5]. Wtedy ¢ = { g Poniewaz odcinek [zn_1,zns] jest najdluzszy,

wiec érednica 8§ (Pn) tego podzialu jest réwna n — Tn-1 = 3¢" "' (¢ — 1). Oczywiicie

Tim 6 (P) = lim [3 ( '(/g— 1) : (g) "_l} — 0.

Jako punkty poérednie tego podzialu przyjmujemy z} = z:, gdzie 1 < 1 < n. Wtedy
b n n
. . Tip1 — T4
de = 1 ) Az, = lim —_—
[rwaz = Jim S /D) = fim 502
1= 1=
a

"V("’)"“ 0}

- 3 - 3 - 5

lim = lim Y= =1
i 30 |52 & i 3 (if5-1)
3

=Ina. Zatem

.. . .y . sy @
W ostatniej granicy wykorzystaliSmy réwnos$¢ lim

zT—
5
1 5
~dz=1In-.
/:c z=Inz
3
¢) Funkcja f(z) = sinz jest calkowalna na przedziale [a,b] = [0, %], wiec mozemy

skorzystaé z tego samego wzoru co w przykladzie a). Zatem

o\wlﬂ
3
1
8

n sinﬁ'—sinn+ .
sinz dz = lim [%Zsinii%jl ;,}il“oo [zln 230 2 in
+

=1 4n
T
. 4in . . 1 2 V2
= lim 4n7r -251n—7£-sm7rn 21-2--\—/_—v\—/:—1
n—oo sin— 4 n 2 2
4n

W miejscu oznaczonym przez * korzystaliSmy z tozsamosci podanej we wskazéwce, a w
sin ¢

miejscu oznaczonym przez ** korzystaliSmy z réwnosci lim = 1 oraz z ciaglosci

z—0
funkcji sinus.

d) Funkcja f(z) = 27 jest calkowalna na przedziale {a, b] = [0,1]. Mozemy wigc skorzystac
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ze wzoru podanego w przyktadzie a). Mamy

1 ] n
S B o V- R B | o/
Jron = tm [1300F | < |25 (9]

0

* V2 V2 -1 . V2
= lim \/_(p = lim 1\/_ =Il—2=log26.
n—oo n \/-2—.—1 n—oo o 4 n
1
n

W miejscu oznaczonym (*) wykorzystaliémy wzdr na sume k wyrazéw ciagu geometrycz-
nego

Sk=a1

® Przyktad 12.2

Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczyé podane catki:

s

4

2
(:c-i-\/3 mQ) dz; «¢) /sinzwdx; d)/gi;ida:
0

a)/(z'?’—:c+1) dz; b)

o

Rozwiazanie
1

4 2 1
3 z T
a)Mamy/(z —x+1)dx:[—4——7+x]_]=2.

-1
1

b)Mamy/(z+\7z—2) dz:[z__’_gfﬂzs] :E.

0

Ey ' .
¢) Mamy [ sin®zdz = [E - sm2z] T l

2 4 0 8 4
0
2
—1 2

d) Mamy/gi_{_ldz: [z—%ln(3x+1)]0=2—§ln7.

0

® Przykfad 12.3

Korzystajac z definicji catki oznaczonej uzasadnié podane réwnoéci:

124224 402 1
a) lim [

n—oo n3 3’

b) lim n n n T n T
n—oo \n?+12  n2422 7 n24n2) 7 4’

) ! + ! + + ! In2
C 1 - = :
nroo n+1 n+2 n+n &
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2
d) lim [1 (sinz—}-sin—w—i—...—i-sinE)] =2;
n n n

n-—00 n

. l n n n 2 _l

e) lim [—— (\/e—2+ Vel + ...+ \/ezn)] = 5
n—oo | n
Rozwiazanie

W zadaniu wykorzystamy wzér podany na wstepie Przyktadu 12.1 a).

a) Mamy
124224 4n? 1= /)2
nlgﬂoo nd - nh—l;noo n Z (;) '

i=1

Zatem w podanym wzorze mozemy przyjaé [a,b] = [0, 1] oraz f(z) = z*. Wzdr ten mozna
stosowaé, bo funkcja f(z) = z? jest ciagla, a co za tym idzie takze calkowalna na [0, 1].
Stad

1
124224 . 40l 2 21 1
lim = [ z°dz = 3| =3

3
n—00 n o
0

b) Mamy

t =1 1—+—

1=1

. n n n . 1 - n? . 1 = 1
nh—Ivnoo(TL2+11+n2+22+“.+n2+n2)=nh—vmoo [;Zn2+i2:| =nli£noo;; Z (i)7
n

Zatem w podanym wzorze mozemy przyjaé [a,b] = [0,1] oraz f(z) = 5+ Wzér ten

14z
Jjest ciagla na przedziale [0,1]. Stad

mozna stosowaé, bo funkcja f(z) = a2
T

1

lim ( .+ L) = e _ [arctg 2]} = il
nsoo \n2 412 ' 2422 777 T p2 4 n2/) 7 [ 1412 8% = 71
0

¢) Mamy

1 1 1 I~ n 1 [~ 1
i ( ): 1 - = lim — -
nLn;o n+1+n+2+ +n+n nl}ﬂo[nzn-}—z] nh—»n;on Z 1

i=1 i=1 1+ -
Zatem w podanym wzorze mozemy przyjaé [a,b] = [0, 1] oraz f(z) = ﬁ Wzér ten
mozna stosowaé, bo funkcja f(z) = 7 iz jest ciagta na przedziale [0, 1]. Stad
1
nli—.lréo(n—li-1+n-1|—2+”'+nin)= -:'_—zx=[ln(l+x)](l)=ln2.
)
d) Mamy
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Zatem w podanym wzorze mozemy przyjaé [a,b] = [0, 7] oraz f(z) = sinz. Wzdr ten
mozna stosowaé, bo funkcja f(z) = sin ¢ jest ciagta na przedziale [0, x]. Stad

™

.2 . .
lim [E (sinf—+51n—7z+...+smﬂ)] =/smx dr = [—cosz]] = 2.
n—oo LN n n n

0

¢) Rozumujac podobnie jak w poprzednich przyktadach mamy

lim

n— o

n=— 00

1
n 2L 2
l(n\/62-|-nV€4-'|—-...—}- n\/62")]= llm [126 n]:/eQIdz:l[e2I]l = ¢ 1,
n n 4 2

Przyktad 12.4

Obliczyé podane calki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

In2
)/1+\/_ z=1t% b) /\/ex—ld:c, e® —1=2%
0

Rozwiazanie

/ dz z=t2,t30
a) 2(0) = 0, z(2) = 4
1+\/Z dr = 2tdt

0

2

2 2
_ 2tdt:2 t+1-——1dt___2 (1_ 1 )dt
141 t+1 t+1

0 0 0

2 2
. 1 _ 2 _ :
=2/dt—2/H_—ldt_2[t—ln(t+1)]0_2(2—ln3).
0

0

In 2 ez—1=z2,z>O
b) /\/em—ld:c L —1=0, M2 121
2z
0 e¥dr = 2zdz,dz = ———dz
14 22

1

1
2zdz 2Z241-1
-/Zu—zz”/—mz—“
0
/ z—2/1+z2

1
o
= [22]0—2arctg [z]0=2—2arctg1:2—2z=2—

0

|
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® Przykiad 12.5

Metoda catkowania przez czesci obhczyc podane catki oznaczone:

1 T

a) / rarctgzdz; b) /:c2 cosz dz.
0 0
Rozwiazanie

1
f(z) = arctgz g'(:t) =z
a) zarctgz dz X 22

! — — = ——
@)= g 6@ = 5

1 1
11:2arct T 1 ! 2 d —larct 1 1 1+2% —1 di
2 8%, 72 ) T2 T 28 T2 1+ 22
0

0

0
1 1 .
1r 1 1 dz r 1 1
= e - - — d _r_2 1
24 2/ 1‘+/2—1+$2 ) 2+ [2arctgz]0
0 0
= -1-+larct1—1_l+l£_[ 1
- 8 2 2 1= 8 2 24 - 4 2.
b) /x2cosz dz fsx)=f2 g'(z) = cosz
f(z) =2z g(z) =sinz
0
™
= [1:2sin1;]:;—/2$:sin:c dz
0
us
=—-2 [ zsinz dz f(z)==z g¢'(z)=sinz
(&) =1 g(z) = —cosz
0
m
=-2 [-—-:ccosz];r+/cosz dz =_2(_7"(—1)+[Sinx]g)=_2ﬂ-‘

0

® Przykiad 12.6

Obliczy¢ podane catki oznaczone:

3 2
a)/sgn (z — 2°) dz; )/E(e dz; ) /\/ — 2z + ldz.
0 0
Rozwiazanie
a) Zauwazmy, ze t —z° = 0, gdy 2 = —1 lub £ = 0 lub ¢ = 1. Zatem z —z° > 0 dla

t<-1lub0<z<lorazz—1z°<0dla—-1<z < 0lubz > 1. Tak wiec, wobec
definicji funkcji signum, mamy

-1 dla -1<z<0, z>1,
0 dla z=-1,z=0, z=1.

1 dla z<-1,0<z<]1],
sgn (z—zs)=
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Korzystajac teraz z wlasnosci addytywnosci catki wzgledem przedzialéw calkowania

mamy
3

1 3
/sgn (z—zs) dz = /sgn (z——za) dr+/sgn (z—zs) dz
1

0 0
1 3
=/dz+/(—1)d:¢=1—2=—1.
0 1

b) Zauwaimy, ze e jest funkcja rosnaca oraz, ze 1 < e” < e° dla 0 < z < 2. Zatem
na przedziale [0,2] mamy E(e”) = 1dla0 € z < In2; E(ef) =2dla In2 € z <
In3; E(e*)=3dlaln3<z<In4; E(e)=4dlalndz<In5 E(e”)=5dlaln5<
z<Iné; E(e*)=6dlaln6<z<In7 E(e”)=7dla In7 < z < 2. Teraz korzystajac
z wlasnosci addytywnosci catki wzgledem przedzialu catkowania mamy

2 In 2 In3 In 4 Ins
/E(ez)dzz/E(ez)dz+/E(e’)da:+/E(ez)dz+/E(eI)d:c
0 0 In2 In3 In 4

In 6 In7 2

+/E(e’) dz+/E(e’) dz+/E(e’) dz

Ins In6 In7
In2 In3 In 4 Inb In6 In7 2
/1dz+/2dz+/3da:+/4dz+/5dm+/6dz+/7d:c
0 In2 In3 In 4 Inb Iné In7

In2+2(In3—-1n2)+3(In4—-1n3)+4(In5—1In4) +5(In6 —In5)

4+6(In7—In6)+7(2—1InT7)

= 14 —In 7! = 14 — In 5040.

¢) Zauwazmy najpierw, ze \/z2 — 2z + 1 = |z—1|. Korzystajac teraz z okreélenia wartosci
bezwzglednej otrzymamy

4 4 1 4
/\/1‘2—2z+1dz=/|z—1|d:c=/|:c—1|dz+/|z—1|dz
0 0 0 1

4

s fene= [24] 4 [2] =

1

® Przykiad 12.7

Oszacowac podane catki:
100 1 2

e *dzx z°dz dz
a) —— b) ;¢ | ———.
z + 100 Vi+z 10+ 3cosz
0

0 0
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Rozwiazanie
a) Zauwazmy, ze dla kazdego z € [0,100] prawdziwe jest oszacowanie

e-—lOO e~ % e0

< < .
100 + 100 =~ £ 4100 ~ 0+ 100

Zatem
100
e-—lOO e-:r
100 —0) < ——— dz 100 —
200 ¢ )\/z+100 100( 0,
0
czyli otrzymaliSmy oszacowanie
100
1 e ”

< | £ _arg1
2¢100 S | 7100 °S

0
b) Dla kazdego z € [0,1] prawdziwe sa nieréwnosci

IS 129 I9

< < )
VIF+1 S Vi+z  VI+0

Zatem

1 z
< dz <
10\/5\/\/1-}-33 S 10
0
c) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego z € R mamy 7 < 10 4+ 3cosz < 13, stad
1 < 1 < 1

13 310+3cosz > 7'
Zatem dla rozwazanej catki prawdziwe jest oszacowanie

2m

2T 1 2T

— < —— dz < —.

13\/10+3cosz TS 7
0

Zadania

O Zadanie 12.1
Korzystajac z definicji oraz z faktu, ze funkcje ciagle sg catkowalne obliczyé podane
calki oznaczone:
3 l".

1 9
a) /:c2dz; b) /e dz; /cosxdm; d) /g—:, e*) /%
2 0 1

-1
Wskazéwka. Ad a). Zastosowaé wzory

n(n + 1) 12492 4 +n2=n(n+l)(2n+l).
- —

Ad b), d), e*). Zastosowaé¢ wzdr na sume ciagu geometrycznego

142+4+...+n=



1 1—9¢

a+aqg+...+aq"” =a

h
yox . € =1
oraz wykorzystaé réwnosé lim =1;
h—0 h

Ad ¢). Zastosowaé wzdr
cos Qn_-i;lﬁ sin &2
cosa + cos2a + ...+ cosna = —E——=—

h &
sin 3

O Zadanie 12.2
Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczyé podane caltki:
2

2 e
a) /:L'(l+:c3) dz; b) / (%— %+x_4) dz; «¢) /xlnzdz;
1 1

-1

2 El 1
3dz
' 2 1) de- / 2z de- / z .
d) /(smm—i—cos z)dz; e) [ e coszdr; f) ]
s 0 0

O Zadanie 12.3

Korzystajac z definicji catki oznaczonej uzasadnié podane réwnosci:
1324234 4+n® 1

a) lim v =7
. 1 T 2r nmw 2
b) lim |—(cos—+cos—+...4+cos— || = =
n—oo | n 2n 2n 2n T

o) i Loc- b 4 Y ond
o \3n+1 3n+2 T 3ngn) 3

d)lim< S S )_W.
n—oo \\/4n2 — 12 /4n2 — 22 AnZ —n2) 6’

9.t [ (G e+ )] 7

O Zadanie 12.4
Obliczy¢ podane calki oznaczone dokonujac wskazanych podstawieri:

1 3
a)/a:\/l-i—:cda:, Vi+z=t, b)/\/g*zzdx,w:3sint.
0 0

O Zadanie 12.5
Metoda catkowania przez czesci obliczyé podane calki oznaczone:
2 b m 1
a) /lnxd;c; b) /:csin2:cd:c; c) /e” cos’zdz; d) /zeh dx.
1 0 0

-1
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O Zadanie 12.6
Obliczyé podane catki oznaczone:

a) /2 sgn (¢ — z%) dz; b) /3:cE (z) dz;

1 2
c) /E(ln:c)dx; d) /\/x4—4:c2+4d:c.
1 0

O Zadanie 12.7
Oszacowaé podane calki:

1

1
cos T dz
e“v/1 3d b ——dz; d* _—
/ +eter; )/100 2sin?z’ c)/2+:l:2 v ),/\/1—:1:4
0

-1

Odpowiedzi i wskazéwki

1

19 1 o*
12.1 a) 5 b) € = ;c) 1;d) 31 3 e*) 4

81 1 e+1 ™
12.2 a) E, b) —5, C) ——4_, d) 5 _ 2, e)
12.3 Wskazéwka. Zobacz Przyktad 12.3.
a) przyjaé f(z) = z° oraz [a,b] = [0,1]; b) przyjaé¢ f(z) = cos 7;—1: oraz [a,b] = [0, 1];

3 ! — oraz [a,b] = [0,1]; d) przyjaé f(z) = oraz [a,b] = [0, 1];

"—
¢ = 2;f) T
5 6

c) przyjaé f(z) =

1
V4 — z2

ﬁ oraz [a,b] = [0,1].

4(vV2+1)

15

e) przyjaé f(z) =

12.4 a) . b) %”

12.5 a) In4 — 1; b) i; o) 3 —

12.6 a) —2; b) 12—3; c) —%; d) 8‘/53—4.

e? + 3¢72
ry .

1);d)

12.7 W odpowiedziach m oznacza oszacowanie dolne, a M oszacowanie gérne rozwaza-
nych calek.
V2

3

— —_ =6 - M = —, = T =
a)ym=e—1,M=+v2(e—-1);b)m 100 M=geic)m=
M—_.

6

M=1;d*)m=%,
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Trzynasty tydzien

Wtiasnoéci calki oznaczonej (8.6). Twierdzenia podstawowe rachunku
calkowego (8.7).

Przyktady
Przyktad 13.1

Obliczyé wartosci $rednie podanych funkcji na wskazanych przedziatach:
a) f(z) =sin®z, [0,7]; b)g(z)=¢", [-2,2].

Rozwiazanie
a) Wartos¢ $rednia funkcji f na przedziale [a,b] wyraza sie wzorem

b
f, bia /f(:c)dz.

Zatem warto$¢ $rednia funkcji f(z) = sin® z na przedziale [0, 7] jest réwna

e

1 .
fo = —/sm3 z dz.
T

0

Poniewaz
.3 . 2 s =
/sm zdr = /smz(l — cos :c) dr | 3*=4
—sinzdz = du

3
—/(l—uz) du:—-u+u?+C=—cosz+

COS:3 z

+C,

wiec szukana wartos$é Srednia jest réwna

o
1 [ 1 z]T 4
f. =—/sm3z dx:—[—cosz+cos z:l = .
T T T 3 o
0

3

b) Warto$¢ érednia funkcji g(z) = e” na przedziale [—2, 2] jest réwna
2

— 1 z _1 z12 _64—1
gér"z—(—z)/e do =3l = =

-2

Przyktad 13.2 v .

Samochdéd od chwili startu poruszal sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z
przyS$pieszeniem a; = 2 m/s2. Po t; = 10s zaczal poruszal si¢ ze stala szybko-
$cig. Po dalszych ty = 60 s zaczal hamowaé z opdinieniem as = 1 m/s2 az do
zatrzymania. Obliczy¢ $rednig szybkoéé tego samochodu.
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Rozwiazanie

Szybkoéé w ruchu jednostajnie przyspieszonym (opdZnionym) z przyspieszeniem (opdz-
nieniem) a rozpoczynajacym sie z szybkoscia poczatkowa vo jest okreslona wzorem v(t) =
vo + at (v(t) = vo — at). W rozwazanym przypadku mamy

2t dla 0<t<10,
o(t)=¢ 20  dla 10 <t < 70,
90 —t dla 70 < ¢ < 90.

v[%]

20 1+ — |||H,Uum|||||||||||
2

| fu(t)dt

| Tﬂ
DT

| 10 70 90 t[s]

Szybkoéé érednia obliczamy ze wzoru

T, 90
1 1
.= t= — t)dt
v, T /v(t)d 90/11()
0

Ty

10 70 90
1 1500 50
—_— —_ = — = —=2 16,7 .
50 /2tdt+/20dt+/(90 t) dt 50 S ~ 16,7 m/s
o] 10 70

® Przykiad 13.3

Pociag jadac ze zmienng szybkodcia przejechal 400 km w czasie 4 godz. Uzasadnid,
ze w pewnej chwili szybko$§¢ pociagu wynosita doktadnie 100 km/godz.

Rozwigzanie
Niech s(t) oznacza droge przebyta przez pociag w czasie t. Z warunkéw zadania mamy
s(0) = 0, s(4) = 400. Szybkosé¢ pociagu w chwili ¢t jest réwna s'(t). Wiec

/v(t) dt = /s’(t) dt = s(4) — s(0) = 400.

0 0
Z drugiej strony, wobec twierdzenia catkowego o wartosci $redniej, mamy
4

/v(t) dt = v(c)(4 - 0),

0
gdzie ¢ € (0,4). Poréwnujac otrzymane wyniki mamy 4v(c) = 400, czyli v(c) = 100.
Oznacza to, ze w pewnej chwili ¢ szybkoéé pociagu byla réwna doktadnie 100 km/godz.

©® Przykiad 134

Wykorzystujac wlasnosci calek z funkeji parzystych lub nieparzystych uzasadnié
podane réwnosci:



In2 ) 1 05543 kA 5
et — r’—zr 4z
a dz=0; b —dz=0; c /:ct 3zdm=2/wt3:cdx.
) /‘ﬂ+d )/' 22+ 1 ) & &
—1In2 -1 _f 0
Rozwiazanie .
a) Wystarczy uzasadnié, ze funkcja podcatkowa f(z) = :I :_ i jest nieparzysta. Rzeczy-
wiscie dla £ € R mamy —z € R oraz
! 1
e —1 ez 7 e"—-1_
fe)= g = S = -5 = 1),
e 41
In 2
Zatem / ¢ _ldz=0.
e +1
—1n2

2z5—zs+z

jest nieparzysta.
porE parzy

b) Wystarczy uzasadnié, ze funkcja podcatkowa f(z) =

Rzeczywiscie dla z € R mamy —z € R oraz

2(—1)® — (—2)° + (~1) _ _215 —-*+z

fl=o) = (—z)? +1 e Q)
Foos 3
Zatem /Zrc;—z-{-z dz = 0.
2 +1
-1
c) Wystarczy pokazaé, 7e funkcja podcatkowa f(z) = z tg® ¢ jest parzysta. Rzeczywiscie
T T T T
dla z € (——Z, Z) mamy —z € (_Z’ Z) oraz
f(=2) = (-2)tg’(-2) = ztg’ = = f(x).
Stad
Y T
/ ctg’ rdz = Z/xtgszdz.
"z 0
Przykia

Dla podanych-funvk;:.]l f éalkowalnych na przedziale ‘[a,b]" znaleéc funkcje gﬂé‘rne.]
granicy catkowania F'(z) = /f(t) dt, gdzie c € [a, b]. Naszkicowaé wykresy funkcji

fiF.
_Jz+1 dla -2<2<0,
”ﬂ”—{x—ldmogxga
l—z dla 0 <z <1, .
b) f(z) =< 0 dla 1<z<2, [q,b=]0,3], c=0.
(2-12)% dla 2<z <3,

[a,b] = [-2,3], ¢ = 0;
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Rozwiazanie
a) Mamy

x

(t+1)dt dla —=2<z<0,
J +z dla —2<z <0,

P(z) = / F(o)dt = -

(t—1)dt dla 0z <3

0|8 )8,

—z dla 0 <z <3.

@ o\“

b) Mamy
/(l—t)dt dla 0<z<1,
0
z 1 z
F(z):/f(t)dt = /(1—t)dt+/0dt dla 1<z<2,
0 0 1
1 2 x
/(1—t)dt+/0dt+/(2—t)2dt dla 2<z<3
0 1 2
22
1—7 dla 0 <z <1,
= % dla 1<z <2,
l+1( -2)° dla 2<2<3
5+ 30 a z < 3.
y y
y=f(z)
1
O] 1 2 3 z z
Zadania

O Zadanie 13.1
Obliczy¢ wartosci $rednie podanych funkeji na wskazanych przedziatach:



W) f(@) = ==

&) h(z) = zsinz, [0,7); d)p(z)=o/1— 22, [0,1].

[0,2]; D) g(z) = cosw, [—g, g],

Zadanie 13.2

Kamien rzucono z wysokosci h = 2 m pionowo do géry z szybkoécia poczatkowa
vo = 5 m/s. Obliczy¢ $rednig szybko§¢ kamienia w czasie ruchu (od momentu
wyrzucenia do momentu upadku na ziemie). Nie uwzglednia¢ oporu powietrza,

przyjaé g = 10m/s2.

Zadanie 13.3
Zapotrzebowanie na energi¢ elektryczng w Polsce 13 kwietnia 2000 r. przedsta-
wiono na wykresie. Obliczy¢ érednie zapotrzebowanie na energie w tym dniu.

energia [M W]

201

L

1315 17 19 2224 czas [godz]

Zadanie 13.4
Wykorzystujac whasnosci catek z funkcji parzystych lub nieparzystych uzasadnié
podane réwnosci:

1
a)/ sinz dr = / 2 dz
1 - y
1\/3—1'2
4 4

c) /\/:L'z+1cos.7:d:c:2/\/w2+1cosmdz.
—4 0

Zadanie 13.5
Dla podanych funkcji f catkowalnych na przedziale [a,b], znalesé funkcje gdrnej
granicy calkowania

F(x):/f(t)dt, gdzie ¢ € [a,b].

Naszkicowaé wykresy funkcji fi F.



Trzynasty tydzien - odpowiedzi i wskazowki

171

z < 2,

3
~z —2z+—2- dla 0<z <2,

1 dla -1z <0,
a) f(z) = a,bl=[-1,2], c= -1;
D=3 g gy, WA=
_Jz-2 dla0<gz <2, _ _
b) f(”)‘{h—z; da 2<z<3 @U=03c=1
Odpowiedzi i wskazowki
_In5 2 L 2 33
13.1 a) fSr_T’b) ggr_;,c) hér—l’d)pir——g(l_T)
45 m
13.2 vg = A~ 3.445 |—| .
Y [s]
13.3 By = 2205 41073 [MW].
24
13.5 a)
Y v y=F(z)
1 dla
z) =
1= 3735 dla
—_— z+1
c F(z) = 3
ST TR 145"
b)
Yy Yy
2 v=ia 21 v=r(2)
1 1
z—2 dla 0<
: \ /. f(z)={2 4 dl
o 1 3z o N2/3= z - a 2<z<3,
-1 -1 1,
— _ Fz)y={ ?

2

7
z —4z+—2— dla 2 <z <3.
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ZASTOSOWANIA CALEK
OZNACZONYCH

Czternasty tydzien

l Zastosowania w geometrii (9.1). Zastosowania w fizyce (9.2).

Przyktady

® Przykiad 14.1 ,, o
a) Obliczyé pole obszaru D ograniczonego wykresami funkcji y = sinz, y = cos 2z
oraz osig Oy (z > 0);
b) Obliczy¢ pole obszau D ograniczonego parabolami y = z?, y = 2z oraz prosta
y=28(z>0)

132 2

i’—Q =1, gdzie a,b > 0.

¢) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego elipsa — +
a

Rozwigzanie )
~ y=sin x
a) Wspélrzedna punktu przeciecia krzy-
wych y = sinz, y = cos2z jest naj-
mniejszym dodatnim rozwiagzaniem réwna-

nia sin £ = cos 2z. Stad z = % Rozwazany

obszar jest zatem okreSlony przez nieréw-
nosci:

[NEES

OQzQ%, sinz < ¢ < cos2z.

Pole tego obszaru wyraza si¢ wzorem . y=cos 2z

%
|D|=/(cos2z—sinx)dx= %sin2z+cosx ° =%_1.
0

o
Iy
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b) Przyjmujac y za zmienna niezalezna
rozwazany obszar mozna opisaé przez nie-

réwnosci:

0<y<S8, \/gsmﬂ. !

Pole tego obszaru wyraza si¢ wzorem

1D

Il
—
b
ol

|
/N

—

|
IS
N——
o .

S

&

5 %gjiﬁfﬁ

- 2“/'5[\/1,_3]:=2_3‘/§-16x/§

3

32(vV2-1)
=

c) Ze wzgledu na symetrie elipsy

wzgledem obu osi wystarczy obliczyé pole
ograniczone osia Oz, osia Oy oraz tukiem

. b .
elipsy y = —\/a? —z? gdzie 0 < z < a
a

1 otrzymany wynik pomnozy¢ przez 4. Za-
tem szukane pole dane jest wzorem:

|D|=4~£/\/¢;2—z2dr.
a
0

Wykorzystujac podstawienie £ = asint w calce nieoznaczonej otrzymamy

2
/\/a2—z2 dz =< a2—x2+%arcsin£+C.
a

2

Tak wiec

a
2 a 2 2
z a . T a . Ta
a? — g2 dz = [— a? — z2 4 — arcsin —] = —arcsinl = —.
2 2 alo 2 4
0

N

. L b
Pole elipsy wyraza si¢ zatem wzorem |D| =4 — . W—Z— = wab.
a
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® Przykfad 14.2
Obliczy¢ dtugosci tukéw podanych krzywych:

=V1-—22 gdziezx € [0, %], b) y =Inz, gdzie z € [\/?:,2\/5} .

Rozwiazanie
a) Dlugos¢ krzywej y = y(z), gdzie = € [a,b], wyraza sie wzorem

vy = / 1+ @) de.

Dla funkcji y(z) = \/1 — z2 mamy y'(z ————. Zatem
( \/_—'

i
r 1+ = arcsmz] ==,
It = / 1—:1:2 /\/1—‘:132 0 6

b) Poniewaz y'(z) = ——, wiec szukana dlugo$é¢ tuku krzywej dana jest wzorem

2v2 _
/ /2
/ l+ dx— — 12+1dz=/z—+1d
T
V3

. Ve 1 ..
Jezeli teraz w calce / L dz dokonamy podstawienia z = sht, to otrzymamy
T

2

A/ r2
/——f—;——*_—ldz=\/z2+1—ln‘-——z—+l +C

Zatem
2V2 23
VIZ 1 1+v72 +1
= 2241 —In|——————
T
V3

_ 149 1+v4
3

3—ln\/§—(2—ln\/§)=1+ln\/§—ln\/§=1+ln\/;

Il

® Przyktad 14.3

a) Wyprowadzi¢ wzér na obj(gtosc pryzmy o wymlarach podanych na rysunku.
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b) Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami z2+y? = R?, z%+2% = R2.

Rozwiazanie
a) Objetosé bryly obliczymy korzystajac ze wzoru

b

V= [ sz,

a

w ktérym S(z) oznacza pole przekroju
bryty wyznaczonego przez plaszczyzne
prostopadla do ustalonej osi. Niech o§ ta
bedzie prostopadia do podstawy, a jej po-
czatek bedzie na krawedzi ¢ (rysunek).
Przekréj pryzmy plaszczyzna prostopadia
do osi Oz jest prostokatem. Dlugosci bo-
kéw tego prostokata oznaczamy przez a(z)
i b(z). Z podobiefistwa odpowiednich tréj-
katéw wynika, ze wyrazaja sie one wzo- c

rami:

a(z) =c+ %(a —c), bz)=c+ %b,

gdzie 0 < z < b Zatem

S(z) = a(x)b(z) = %ﬁi

Stad

b h
h
_ 2 chz?®  (a—c)z® bh(c+2a)
V] = /S(z)d:l: =57 (chz+(a—c)z ) dz = W [ 5 + ) ) = 5 )
0

a

b) Bryla V rozwazana w zadaniu jest ograniczona dwiema powierzchniami walcowymi.
2R

2a(y)

£ e\

R
2a(y) . -
N

T

Na pierwszym rysunku przedstawiony jest widok tej bryly z kierunku osi Oy, a na drugim
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»
pokazany jest przekrdj brylty plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny zOz i przecinajaca
0§ Oy w punkcie y, gdzie —R < y < R. Przekrdj ten jest kwadratem o boku 2a(y), gdzie

a(y) = \/ R? — y2. Objetos¢ bryly V obliczamy ze wzoru
b
V] = /S(z) dz.

a

Ze wzgledu na symetrie brylty V wzgledem ptaszczyzn ukladu mamy

R R 31R
|V|=8/a2(y)dy=8/(R2—y2) dy=8[R2y—%—] :1—3‘5133.
0
0 0

Przyktad 14.4 ' . _ .
Obliczy¢ objetosci bryt powstatych z obrotu podanych figur T wokét wskazanych
osl:

T
a)T:———ggrcgg, 0<y<cosz,Oz; b)T:0<z<1,0<y<e™? Oy.
Rozwiazanie

a) Objetos¢ bryty V powstalej z obrotu wokét osi Oz obszaru T': a <z < b, 0 <y <
f(z), wyraza si¢ wzorem

b
V| = 7r/f2(2:) dz.
a
Zatem objeto$é rozwazanej bryly jest réwna

1 31
V= 2rdz = [f s ] = 7’
[Vi=n [ coszdz=m 2+45m2m s 57

\wla

[SIEY

b) Objetos¢ bryly V' powstalej z obrotu wokdt osi Oy obszaru T: 0 < a <z < b, 0 <

y < f(z) wyraza si¢ wzorem
b

V| = 27r/:cf(z)dx.

a

Zatem objeto$¢ rozwazanej bryly jest réwna
1
V| = 27r/ze_x dr =27 [—-(z + l)e_z] =1--=.

0

Przykiad 14.5

Obliczy¢ pola powierzchni powstatych z obrotu wykreséw podanych funkeji wokét
wskazanych osi:

a) f(z) =2®, 0Kz <1, Oz; b) flz)=2vz, 0<z< 1, Oy.
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Rozwiazanie
a) Pole powierzchni ¥ powstalej z obrotu wokét osi Oz wykresu funkcji y = f(z), gdzie
a <z <b, wyraza sie wzorem

|>3]:27r/f(z) 1+ [f'(2)] dz

Dla powierzchni rozwazanej w zadaniu mamy

1 1

2] = 27{'/:03\/1+(3352)2 d:c=27r/13\/1+9:c4 dz
0 0

T ! ™

= 03 = L -

o [\/(1+9z ) ]0 57 (10V10 - 1)

b) Pole powierzchni ¥ powstalej z obrotu wokdl osi Oy wykresu funkcji y = f(z), gdzie
0 <a<z<b, wyraza sie wzorem

|Z| = 27r/x\/1 + [f(z)]) dz

Dla powierzchni rozwazanej w zadaniu mamy

1 3 1
27r‘/z”1+(%> d:c=27r/ z 4+ z2dz
0

o [2I+1 z+z2—-—ln(2\/:c+—z2+2x+l)]
- (M—ll (2f+3)>

Il

1zl

Il

Przykiad 14.6

a) Jaka prace nalezy wykonaé, aby cialo o masie m podnie$é z powierzchni Ziemi
na wysoko$¢ h?

b) Zbiornik na rope ma ksztatt walca o osi pionowej. Srednica walca wynosi D =
2 m, a wysoko$¢ H = 3 m. Zbiornik jest napelniony ropa do poziomu h = 1 m.
Obliczy¢ prace jaka trzeba wykonaé, aby gérg wypompowac rope ze zbiornika.
Masa wtaéciwa ropy wynosi v = 700 kg/m?>.

Rozwiazanie

a) Na wysokoéci z nad powierzchnia Ziemi na cialo o masie m dziala sila grawitacyjna

F(z) = GmM
(R+z)

cyjna. Zatem praca przy podnoszeniu ciala o masie m na wysoko$é h wyraza si¢ wzorem

———, gdzie M oznacza masg Ziemi, R jej promieri, a G jest stala grawita-

dz 1 " 1 1
0 0]
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i “'H

| !!'Hlihhhhh\l! i

b) Niech 0§ Oz bedzie skierowana w dét

(rysunek). Przedzial [H — h, H] dzielimy °
na n przedzialéw o dlugosci Az;. Podzial

ten (oznaczamy go przez P) generuje po-

dzial ropy na warstwy walcowe o grubo-

§ci Az; 1 $rednicy D. W kazdym z prze-
dzialéw tego podzialu wybieramy punkty
posrednie o wspdélrzednych z. Praca jaka

musimy wykonaé, aby podnie§é i-ta war- !
stwe ropy na2 gbre zbiornika jest réwna

. D .
AW, = z,ﬂrT“y«g, gdzie g oznacza przy-

spieszenie ziemskie. Calkowita praca, jaka
musimy wykonaé jest zatem réwna

H
n n 2 2
W = lim AW = Tim S ztrl g =2 [ 4,
§(P)—0 4 n—oco 4 4 4
=1 =1 H—h
2 21 H 2
= ™Dy |2 =D (oo p?) =T A T098 gy
4 2], 8 8
~ 53933 J.

® Przykiad 14.7

Cialo wykonuje drgama wzdluz osi Oac A szybkosc1q v(t) = g cos wot, gdzie v, wg
sg stalymi. Znalez¢ polozenie ciata w chwili ¢5, jezeli w chwili ¢; znajdowalo sie
ono w punkcie z;.

Rozwiazanie
Niech z(t) oznacza polozenie ciala w chwili t. Wtedy

t t

z(t) = 1 +/v(r) dr = 11 +/vo coswoT dT

ty ty
¢
Vo . .
1+ [— smwor] =13 + — (sinwot — sinwoty) .
wo ty wo

Podstawiajac w tym wzorze t = t; otrzymamy

z(t2) =z1+ Yo (sin wotz — sin woty).
wo

Zadania

O Zadanie 14.1
Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:
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a)yzt=1,y=1,y=16; byy=2z-2* z+y=0;
Jy=2",y=212=0 dy’=-z,y=z-6y=-1,y=4

1
z=y’ -y, z=0; Hy=—y=2y=4

O Zadanie 14.2
Obliczy¢ dlugosci podanych krzywych:

a) y=2Va3, gdzie 0Lz <1y b) y=chz, gdzie 0 <z < 1;
)y_e , gdzie —ln2 <z < %l 3; d) 24zy = y* +48, gdzie 2<y <4

5
1 .
e)y :T6+6 3, gdzie 1<z <2 fy=1—Incosz, gdzie 0 <z <

O Zadanie 14.3

a) Wyprowadzi¢ wzdér na objetoéé ostrostupa
prawidtowego o wysokosci H 1 podstawie
kwadratowej o boku a.

b) Walec o promieniu podstawy R $cigto uko- w
énie plaszczyzna ( rysunek). Mniejsza wy-
sokoéé walca wynosi h, a wicksza H. Obli- “\h I H ‘
czy¢ objetoéé tego walca. il H\}\WmhhHH}HH‘

O Zadanie 14.4
Obliczyé objetosci bryl powstalych z obrotu podanych figur T' wokét wskazanych
osl:

1
a) T:0<z<1, 0<y <2 Oy b) T:1<2<3, 0<y < -, Oy;

0<
T:1<z <4, i

c <y <b—z, Oz, d)T:ngSg—,Ogygsinx+cosm,0w;

8

)
) Obliczy¢ objetos$é stozka Scigtego o wysokoéci H 1 promieniach podstaw r, R,
gdzie r < R.

e

O Zadanie 14.5
Obliczyé pola powierzchni powstalych z obrotu wykreséw podanych funkcji wokét
wskazanych osi:

a) f(z) =v4—22 —-1<z<1, Oz; b) f(:c):\/i(l—--;—z), 1<z<3, Oz,

—1 2
0 fe) = T5—, 1<2 <10, 0y d) fl2) = 5, 0<2 < VB, Oy,

O Zadanie 14.6
a) Przy rozciagganiu sprezyny sila rozciggania jest proporcjonalna do wydtuzenia
sprezyny (wspdtezynnik proporcjonalnosci wynosi k). Obliczy¢ prace jaka na-
lezy wykonaé, aby sprezyne o dtugoéci I rozciagnaé do dlugoéci L (I < L);
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b) Zbiornik ma ksztalt walca o osi poziomej. Srednica walca D = 2m, a dtugosé
L = 6m. Obliczyé prace, jaka potrzeba wykonaé, aby opréznié zapelniony
calkowicie woda zbiornik. Otwdr do opréznienia zbiornika znajduje si¢ w jego
gérnej czeéci. Masa whasciwa wody v = 1000 kg/m3.

Zadanie 14.7

a) Punkt materialny zaczal poruszaé si¢ prostoliniowo z szybkoécig poczatkowa
vo = 10 m/s i przyspieszeniem ao = 2 m/s®. Po czasie t; = 10 s punkt ten
zaczal poruszaé si¢ z opéznieniem a; = —1 m/s?. Znalezé polozenie punktu po
czasie ty = 20 s od chwili rozpoczecia ruchu.

b) Dwie czastki elementarne A i B potozone w odlegtoéci d = 36 zaczynaja zblizaé
sie do siebie z szybkosciami odpowiednio v ,(t) = 10t + 3, v, (t) = 6t, gdzie
t > 0. Po jakim czasie nastapi zderzenie tych czastek?

Zadanie* 14.8

Do dwéch jednakowych naczyn w ksztalcie walca wiozono dwie bryly. Do naczyn
wlewa sie woda z ta sama intensywnoscia. Pokazal, ze jezeli w kazdej chwili po-
ziom wody w obu naczyniach byl jednakowy, to pola przekrojéw obu bryt na tych
samych wysoko$ciach sg réwne.

Odpowiedzi i wskazowki

56 9 1 355 1 11
14.1 a) ‘3—,b) 5, C)Z——lnz,d) —‘-“6 ,e) E,f) 7
e—e ! 1, V341 17 179
14-23) 74, b) B ,c)2—\/§+-2—lnm,d) 6,9) m,f) ln(\/§+l)

2
14.3 2) Y by rp2tEE
3 2
14.4 a) 2%; b) 4m; ¢) 97; d) ”—(%2); e) |V]|= g—H (r2 +7R+ Rz) .
14.5 a) 87; b) IGTW; c) 117v/82; d) —1—12—7"
k D
k (L —1)? ,
14.6 a) W = 7 (z—1)dz =k T b) Wskazéwka. W = 2vgl | zv/ Dz — 22 dx.
[ 0
t2

10+2t dla 0<t< 10,

14.7 a) L=/v(t)dt =350 [m], gdzie { 30—t dla 10 << 20;

0
T

T

b) Moment zderzenia T spelnia réwnanie ] (10t + t3) dt + / 6tdt = 36, stad T = 2.
0 0

14.8*% Wskazéwka. Wykorzystaé wzér na objeto$é bryly oraz twierdzenie o rézniczkowa-

niu funkcji gérnej granicy catkowania.
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