Twierdzenie Eulera o wieloScianach

Jesli dla dowolnego wieloscianu zwyklego przyjmiemy oznaczenia:
S - liczba Scian,

W - liczba wierzchotkow,

K - liczba Krawedzi,

to zachodzi W + S =K +2.

Takie rownanie tozsamosciowe nazywamy wzorem Eulera dla wieloScianow.

Dowod

Aby udowodnic¢ prawdziwos¢ powyzszego wzoru mozna postuzyc sie zasada
indukcji matematycznej. Aby tego dokonac nalezy odrzucic jedna ze Scian
wieloscianu,

a pozostala jego czesc rozlozy¢ na plaszczyznie (Sciany wieloScianu sa
wielokatami o roztacznych wnetrzach i wspolnych bokach, ktore to
wielosciany dziela ptaszczyzne na skonczong ilos¢ obszarow). Dla jednej
dowolnej Sciany zachodzi (zgodnie z przyjetymi wczesniej oznaczeniami)
zaleznosc:

S=1iK=W.

Dla kazdej kolejnej Sciany iloS¢ Scian zwieksza sie o 1, a stosunek iloSci
krawedzi do ilosci wierzcholkéw mozna opisac jako W + 1 = K. Z tego
wynika, ze prawdziwa jest rownosc:

S+W=K+1,

zatem po uwzglednieniu odjetej wczesniej Sciany otrzymujemy:
S+W=K+ 2,

czyli wzor Eulera.



Twierdzenie Eulera o wieloScianach

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o wieloScianach (zwyktych,
wypuktlych):

Jesli S oznacza liczbe §cian, W liczbe wierzchotkow, a K liczbe krawedzi, to
zachodzi W+5=K+2,

Tozsamos¢ tg nazywamy wzorem Eulera dla wielo§cianéw.

Dowéod wymaga odrobine gimnastyki umyshu - wyobrazmy sobie wieloscian,
ktorego jedna ze Scian odrzucamy, by nastepnie rozciagnac go i roztozy¢ na
plaszczyznie. Teraz traktowac go mozemy jako grupe wielokatow o wspolnych
bokach.

Skorzystamy z indukcji.

Jesli taki wielokat ograniczymy do jednej Sciany, bedziemy mie¢ S =1,
zas W = K, mozemy wiec zapisa¢ W +5 =K +1,

Dolaczenie kolejnej $ciany zwiekszy liczbe §cian o 1, a liczbe wierzchotkéw o
jeden mniej niz liczbe krawedzi, zatem obie strony rownosci wzrosna o tyle
samo. Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze rownosc¢
bedzie zawsze prawdziwa.

Na koniec dotaczmy odrzucona poczatkowo Sciana, tworzac znow wieloscian
- jej dotaczenie spowoduje domkniecie wielokata, a wzor bedzie miat
posta¢ W +5=K+2 co bylo do udowodnienia.



