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1. Cel éwiczen: Celem ¢wiczen jest przypomnienie studentom podstawowych zagadnien z matematyki,

ktére beda niezbedne w trakcie trwania kursu.

2. Algebra liniowa: Podczas trawania kursu niezbedna bedzie wiedza na temat podstawowych dziatan
na macierzach [2] wérdéd, ktérych nalezy wymienié dodawanie, odejmowania, mozenie, wyliczanie
wyznacznika macierzy, jej $ladu oraz odwrotnoéci. Ponizej przedstawione zostana te dzialania od

strony teoretycznej jak i zastosowaniu w Matlabie.

2.1. Dodawanie/odejmowanie: te dzialania sa podstawowymi operacjami na macierzach. Zaléz-
my, ze macierze A, B, C i O sg rozmiaru m X n oraz O jest zerowa, wtedy ponizsza tabela

okresla wlasciwosci opisywanych dziatan.

Wtlasnosé Przyktad

Przemiennosé dodawania A+B=B+A

Laczno$é dodawania A+ (B+C)=(A+B)+C

Element neutralny dodawania | Dla dowolnej macierzy A istnieje unikalna macierz O taka, ze A+O=A
Macierz przeciwna Dla kazdej macierzy A istnieje unikalna macierz -A taka, ze A+(-A)=0.
Domkniecie dodawania A+B to macierz majaca takie same wymiary, co macierze A i B

Przyklad obliczenia sumy macierzy w Matlabie:

1 |A=[1 0;0 1];
2 |IB=[0 1;1 0];
3 |C=A4B;

Listing 1: Dodawanie macierzy

2.2. Mnozenie: W przypadku tego dzialania rozréznimy na potrzeby tego kursu, mnozenie macierzy
przez skalar i macierz. Mnozenie przez skalar polega na wymnozeniu kazdego elementu macierzy
przez zadana wartos¢. Zalézmy, ze macierze A, B, C, O i I sg rozmiaru n x n oraz O jest zerowa,

a I jednostkowa, wtedy ponizsza tabela okresla wlasciwo$ci mnozenia macierzowego. Ponizszy




Wiasnosé Przyktad

Przemiennos$¢ mnozenia nie dziata! | ABZBA

Lacznoéé mnozenia (AB)C=A(BC)
Rozdzielnosé A(B+C)=AB+AC, (B+C)A=BA+CA
Element neutralny IA=A, AI=A

Dopasowanie wymiaréw

iloczyn macierzy m x n i macierzy
n x k to macierz m x k

Wilasno$¢ mnozenia przez zero AO=0, OA=0

2.3.

przyktad zobrazuje sposéb wykonywania mnozenia macierzowego.

a1 a2 b b b a11b11 + a12b21  a11bi2 + a12ba2  a11b13 + a12ba3
11 bz bis

a1 G2 [b - ] a21b11 + az2ba1  az1bi2 + azbry  a1bi3 + azebas (1)
21 bao  bag

az1  as2 az1bi1 + azaba1  azibia + azabaa  azibiz + azabas

Przyktad obliczenia iloczynu macierzy w Matlabie:

A=[1 0;0 1];
B=[0 1;1 0];
C=A%B;

Listing 2: Tloczyn macierzy

Nie istnieje wprost mozliwos¢ dzielenia macierzy nalezy do tego dzialania wykorzysta¢ mnoze-
nie przez odwrotno$¢ macierzy tylko dla macierzy kwadratowe (pamietaé¢ o zastosowaniu
odpowiedniego mnozenia prawo lub lewo stronnego). W Matlabie mozna zastosowaé¢ funkcje
inv().

Wyznacznik macierzy: Teorie wyznacznikéw zapoczatkowal problem znalezienia ogdlnego
wzoru na rozwigzanie uktadu n réwnan liniowych o n niewiadomych. Wzory te zostaly podane
w XVIII wieku przez Cramera. Teoria wyznacznikow zostata rozwinieta w XIX wieku, zwlaszcza
w pracach Laplace’a, Cauchy’ego i Jacobiego.

Wyznacznik macierzy to funkcja okreslona na macierzach kwadratowych zwigzana z mnozeniem
i dodawaniem odpowiednich elementow danej macierzy tak, by otrzymaé pojedyncza liczbe. Ina-
czej mowiac wyznacznik macierzy jest to liczba rzeczywista przyporzadkowana macierzy kwadra-
towej. Wyznacznik oznaczamy symbolicznie det(A) lub |A|. Metoda na obliczenie wyznacznika
n-tego stopnia jest skorzystanie z rekurencyjnej wzoru zwanego rozwinieciem Laplace’a. Niech
A € Myxn(K). Wowczas:

m dla kazdego ustalonego j = 1...n zachodzi det(A) = D71 aijAsj
m dla kazdego ustalonego ¢ = 1...n zachodzi  det(A) = > a;jA;;
gdzie:
ai; jest elementem macierzy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie

A;j jest dopelnieniem algebraicznym elementu a;;.



Przyklad:

(2)
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= 00 &~ =
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Nalezy wyzerowaé kolumne badZ wiersz macierzy korzystajac z operacji elementarnych (z wyjat-
kiem np. ostatniego wyrazu): dodajmy czwarta kolumne do pierwszej oraz trzeciej, za$ odejmijmy
ja od drugiej: Przyktad:

0+7 1-7 2+7 7T -6 9

7
det(4) = 1+4 2-4 3+4 4 |5 -2 7 )
|5+8 6-8 T7+8 8
1

13 -2 15
-14+1 1-1 —-1+41 0 0 0

— 00 i =1

Przeprowadzono w ten sposéb redukcje wyznacznika macierzy czwartego stopnia do iloczynu skalara,
oraz wyznacznika macierzy trzeciego stopnia. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwartego wiersza

(pamigtaé nalezy o znakach wyliczanych minoréw) dostaniemy:

-6 9 7 709 7 7 -6 7 7 -6 9
det(4) = (-1)**10-|—2 7 4[+(-1)*20-|5 7 4+(-D*"0 |5 -2 4[+(-D)*1.|5 -2 7
-2 15 8 13 15 8 13 -2 8 13 -2 15

(4)

dokona¢ nalezy jeszcze jednej redukcji wspdlezynnikéw macierzy

7 -6 9 7T -4 2
det(A)=|5 -2 7|=|5 0 2/=(-D"?(-4):
13 -2 15| (13 0 2

5 2

= —64 5
13 2 ®)

Przyktad obliczenia wyznacznika macierzy w Matlabie:

B=[-2 -3 —4;2 3 4; 9 0 8];
A=det (B);

Listing 3: Wyznacznik macierzy

. Slad macierzy: Slad macierzy definiujemy tylko dla macierzy kwadratowej. Slad macierzy kwadratowej
A = [a;;] stopnia n jest suma elementéw lezacych na gléwnej przekatnej (diagonali). Slad macierzy

oznaczamy Tr(A), oraz trace(A).

N

Tr(A) = Z @y = a1 +ax+---+ann (6)
i=1

Przyktad w Matlabie:

A=[1 2 3; 45 6; 7 8 9];
B=trace (A);

Listing 4: Slad macierzy



3. Przestrzen probabilistyczna: Do definicji przestrzeni probabilistycznej niezbedne jest wprowa-
dzenie definicji [1], ktére utatwia zrozumienie zagadnienia. Za pomoca przestrzeni probabilistycznych

bedziemy modelowaé tzw. doswiadczenia losowe.

m DosSwiadczenie losowe: Doswiadczeniem /eksperymentem losowym nazywamy dowolny proces
(lub ciag czynnosci) taki, ze:
— jego sposob wykonywania i warunki sa $cisle okreslone, a sam proces mozna dowolnie wiele
razy powtarzad,
— zbiér mozliwych wynikéw procesu, tzw. zdarzen elementarnych jest z géry znany,
— wyniku konkretnego doswiadczenia nie mozna z géry przewidzie¢ - ma on charakter losowy.
m Zdarzenie losowe: Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbiér zbioru zdarzen elemen-
tarnych.

Przyktad: Jezeli rzut kostka jest doswiadczeniem losowym to zbiorem zdarzen elementarnych
moze byé¢ Q = {1,2,3,4,5,6} natomiast zdarzeniem losowym moze byé wyrzucenie parzystej
liczby oczek, czyli A = {2,4,6}
m Przestrzen probabilistyczna: Przestrzenia probabilistyczna nazywamy trojke (Q, F, P), gdzie
F C 2% oraz P: F — [0;1]. Ponadto F musi spetnia¢ nastepujace warunki:
-0eF
— jesli A € F, to Q\A € F (zamknieto$¢ na dopelnienia),
— jesli Ay, Ag,--- € F to Us2; A; € F (zamknigtosé na przeliczalne sumy),
a P nastepujace warunki:
- PQ)=1
— jesli Ay, Ag,--- € F sa parami rozlaczne, to P(U2; 4;) = Y. ;2 P(A;) (przeliczalna addy-
tywnos¢).
Whprost z definicji przestrzeni probabilistycznej wynikaja nastepujace wlasnosci:
— dla dowolnego A € F zachodzi A = Q\A € F i ponadto P(A) =1 — P(A),
— P(0) =0,
— jesli Ay, As,--- € F to ﬂfilAz e F,
— jesli A, Be Fi AC B, to P(A) < P(B),
— jeSli A1, Ay, --- € F, to P( £1A1)< ;.ilp(Az)

4. Prawdopodobienstwo warunkowe, catkowite i reguta Bayesa:

4.1. Prawdopodobienstwo warunkowe: Kiedy istnieje zaleznos¢ poprzez zajscie zdarzenia B i
tym, ze ono w pewien sposéb oddzialywuje na warto$¢ wyznaczonewgo prawdopodobienstwa

zdarzenia A. Zdarzenie polegajace na zajSciu zdarzenia A przy zalozeniu, ze zaszto zdarzenie B,



4.2.

4.3.

4.4.

oznaczane jest symbolem A|B, prawdopodobienstwo tego zdarzenia P(A|B) nazywa prawdopo-

dobienstem warunkowym i przyjmuje forme:

P(ANB)

P(AIB) = =5 (7)

gdzie A, B C Q, P(B) > 0. Z definicje tej wynika, ze P(A|B) > 0, P(B|B) = 1, oraz dla kazdej
pary wykluczajacych sie zdarzen A,C C B P(AUC|B) = P(A|B) + P(C|B) Zatem funk-
cja przyporzadkowujaca kazdemu zdarzeniu A C B liczbe P(A|B) jest prawdopodobienstwem

okreslonym na zdarzeniach w zbiorze B.

Prawdopodobienstwo catkowite: Jezeli zdarzenia Bi, Bs,..., B, wykluczaja si¢ parami i
maja prawdopodobienstwa dodatnie, to dla kazdego zdarzenia A zawartego w sumie zdarzen
BiuUuByU---UBy:

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|Bz) - P(B) +---+ P(A|B,,) - P(By) (8)

Powyzszy wzér nazywamy wzorem na prawdopodobienstwo catkowite i pozwala nam na oblicza-
nie prawdopodobienstw wielu zdarzen nie tylko w do$wiadczeniach dwuetapowych. W doswiad-
czeniach o wiekszej liczbie etapdéw stosujemy ten wzér wielokrotnie. Zdarzenia B; nazywamy

czesto hipotezami.

Twierdzenie Bayesa: Jezeli zdarzenia By, Ba, ..., B, wykluczaja si¢ parami i maja prawdopo-

dobienstwa dodatnie, to dla kazdego zdarzenia A zawartego w sumie zdarzen B1U By U---U By,:

(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bg) + -+ + P(A|B,,)P(Bn)

P(Byl4) = 5

Powyzszy wzér nazywamy wzorem Bayesa. Twierdzenie Bayesa stosujemy gléwnie wtedy, gdy
znamy wynik doswiadczenia i pytamy o jego przebieg.

Rozklad normalny (Gaussa): Rozklad normalny (o charakterystycznym ksztalcie "krzywej
dzwonowej”, symetrycznej w stosunku do $redniej) jest teoretycznym rozkladem prawdopo-
dobienstwa powszechnie wykorzystywanym we wnioskowaniu statystycznym jako przyblizenie
rozkladu z préby (patrz takze Podstawowe pojecia ). Ogolnie, rozklad normalny jest dobrym

modelem dla rozktadu zmiennej losowej, w sytuacji gdy:
m Wystepuje silna tendencja do przyjmowania wartosci potozonych blisko érodka rozktadu;
m Dodatnie i ujemne odchylenia od érodka rozktadu sa jednakowo prawdopodobne;
B Liczno$é odchylen gwaltownie spada wraz ze wzrostem ich wielkodci.
Podstawowy mechanizm tworzacy rozklad normalny mozna wyobrazié¢ sobie jako nieskonczona
liczbe niezaleznych zdarzen losowych (dwumianowych), ktore generuja wartoéci danej zmiennej.

Przykladowo, istnieje prawdopodobnie prawie nieograniczona liczba czynnikéw determinujacych

wzrost czlowieka (olbrzymia liczba gendéw, sposéb odzywiania, przebyte choroby itd.). Tak wiec



nalezy spodziewaé sig, ze w populacji wzrost podlega rozktadowi normalnemu. Funkcja gestosci

prawdopodobienstwa rozkladu normalnego jest okreslona nastepujacym wzorem:

T (10)

0271'.

gdzie: p oznacza warto$¢ oczekiwana, o oznacza odchylenie standardowe.

Dystrybuanta jest definiowana jako prawdopodobiefnstwo tego, ze zmienna X ma warto$ci mniej-
sze badz réwne x i w kategoriach funkcji gestosci wyrazana jest (dla rozkladu normalnego)
wzorem:

x 1 —(z—p)?

e 2% dx. (11)

P(Xéx):/

—o0o OV 2T

4.5. Rozklad Studenta: Rozklad t-Studenta jest symetryczny wzgledem zera a jego ogdlny ksztalt
jest podobny do ksztaltu standardowego rozktadu normalnego. Jest to typ rozkladu najpow-
szechniej wykorzystywany w przypadku testowania hipotez dotyczacych wartosci $redniej okre-

slonej populacji. Funkcja gestosci (dlan =1,2,...) jest zdefiniowana wzorem:

ntl 2\ 2
flz,n) = I}Eé)fﬂ% (1 + n> (12)

gdzie n liczba stopni swobody, I' funkcja gamma.

4.6. Normalizacja: procedura wstepnej obrébki danych w celu umozliwienia ich wzajemnego po-

rownywania i dalszej analizy.

4.7. Standaryzacja: rodzaj normalizacji zmiennej losowej, w wyniku ktorej zmienna uzyskuje sred-
nig warto$¢ oczekiwang zero i odchylenie standardowe jeden.
Najczesciej spotykanym sposobem normalizacji jest tzw. standaryzacja Z, ktéra mozna wyrazié¢

ponizszym wzorem:
T —p
o

(13)

Z =

4.8. Regularyzacja: wprowadzenie dodatkowej informacji do rozwiazywanego zagadnienia zle po-
stawionego w celu polepszenia jakoSci rozwiazania. Regularyzacja jest czesto wykorzystywana

przy rozwigzywaniu probleméw odwrotnych.
5. Wskazniki jakoSciowe:

m Suma kwadratéow bledéw (SSE ang. Sum of Squared Errors)- jest to suma kwadratéw réznic
miedzy wyjéciem modelu a oczekiwang rzeczywista wartoscig.
N
SSE = (yi — :)* (14)
i=1

m Blad sredniokwadratowy (MSE ang. Mean Squared Errors) jest to $rednia z kwadratéw réznic



miedzy estymatorem a oczekiwana rzeczywista wartoscia.
1Y )
MSE = = (yi — i) (15)
N =
m Entropia krzyzowa jest miara, ktéra moze by¢ wykorzystana do odzwierciedlenia doktadnosci
prognoz probabilistycznych. Entropia krzyzowa ma silne powiazania z estymacjg maksymalnego
prawdopodobienstwa. Ma takze duze znaczenie dla nowoczesnych systeméw prognostycznych,

poniewaz jest instrumentem umozliwiajacym dostarczanie lepszych prognoz.

Dla dwéch odrebnych zmiennych losowych p i g, entropia krzyzowa jest zdefiniowana jako:
H(p.q) = =) p(x)log(q()). (16)

6. Pochodna funkcji: Jezeli istniej skoficzona granica:

to nazywamy ja pochodna funkeji w punkcie zg. Zamiast f' mozemy napisaé f, czy tez %.

Gdy funkcja ma pochodna w punkcie zg oznacza tyle, ze jest ona rézniczkowalna w tym punkcie.

7. Gradient: Gradient jest swego rodzaju odpowiednikiem zwyklych pochodnych dla funkcji wielu
zmiennych. Podobnie jak pochodna, gradient opisuje tangens kata nachylenia wykresu funkcji w
danym punkcie. Jesli f(x1,xo,xs,...,x,) jest rézniczkowalna funkcja wielu zmiennych, gradientem
nazywamy wektor n pochodnych czgstkowych tej funkcji. Wektor ten wskazuje kierunek najwiekszego

wzrostu funkcji w danym punkcie, natomiast dlugoéé¢ tego wektora opisuje wielko$é¢ tego wzrostu:

vf:<6f of of 8f> as)

Ox1 Oxo’ Ox3’ ' Oxy,

8. Zadania:

8.1. Wpowadz nastepujaca macierz:

1 2 3 4
A=15 6 7 8
9 10 11 12

Nastepnie rozszerz ja o jeden wiersz i kolumne. Co oznacza polecenie size(A), size(A,1) oraz
size(A,2). Wprowad? nastepnie wektor r=[1 2 3 4] oraz p=[4; 3; 2; 1] i uzyj polecen length(p) i
length(T).



8.2. Wpowadz nastepujace macierze:

b

I
P
o v o
RN

Wykonaj nastepujace dzialania: 44, AB, BA, A+ B, A2, A2, B — A.

8.3. Wpowadz nastepujace macierze:

1 2 2.0 0 2
A= |4 5 B=10 2 0 C:[zlo} D=10 5
7 8 00 2 8 —1 2

Wykonaj nastepujace dzialania ale najpierw sprawdz czy to mozliwe za pomoca funcji size():
B+ D, 3A, -2C, BA, DB,2A+B—-C,CD—-DC,2B—-D, DD, BB+ DD.

bd bl

Sprawdz czy zachodzi réwnoéé A (B+C)=AB+ AC (skorzystaj z funkeji isequal()).

8.4. Wpowadz nastepujace macierze:

N
Il
N B~
co ot N
Il

8.5. Znajdz odwrotnosci ponizszych macierzy (pamigtaj zeby policzyé odwrotno$é nalezy sprawdzié

czy istnieje jej wyznacznik). (Do policzenia odwrotnoéci uzyj funkcji inv(arg), arg=! oraz za-

leznoéé arg x arg™! =1):

1 13 0 01 1 2 3 1 1 2 3 2 2
1 3 2 1 00 01 3 2 3 2 -1 1
3 21 010 0 01 11 3 2 3 1

8.6. Wprowadz dowolny wektor dziesiecio elementowy. Co sie stanie po wykonaniu z(5)=0.
8.7. Jak transponowaé w Matlabie wektor badZ macierz?
8.8. Wprowadz do Matlaba nastepujace wektory = = [1,2,3,4] oraz y = [4, 3,2, 1]. Wykonaj z = z. x y,
z=x\y, z=xy, z =22, z =2 \[x,y].
8.9. Jaki efekt daja nastepujace instrukcje:
m x=1:200
m u=0:pi/4:pi
m z=6:-1:1
m linspace(1,25,24)7



8.10. WprowadZ macierz A uzywajac jak najmniejszej liczby operacji:

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

Wykonaj nastepujace operacje: A(:,1), A(2,:), A(:,2:3), A(2:3,2:3), A(:,1:2:3), A(2:3), A(2), A(:,2),
ones(2,2), zeros(2,2), eye(2), [A [ones(2,2);eye(2)]], diag(A), diag(A,1), diag(A,-1), diag(A,2).
8.11. Przy pomocy funkcji rand wygenerowa¢ macierz A o pieciu wierszach i dziesieciukolumnach,
ktoérej elementy beda losowymi liczbami catkowitymi z przedziatu -10 do 10.
m przy pomocy 1 instrukeji odwrécié w macierzy A kolejnosé kolumn (tzn. pierwsza kolumna
ma staé sie ostatnia, druga przedostatnia itd.)
B przy pomocy jednej instrukcji zamienié¢ wiersz pierwszy z trzecim
m przy pomocy jednej instrukcji zamieni¢ ze sobg kolumny: drugg z czwarta, szésty z 6sma
oraz dziesiata z pierwsza
B uzywajac pojecia macierzy pustej [ | usunaé¢ kolumny: piata, szésta i dziewiata.
8.12. Policzy¢ $lad macierzy z zadania 6.5 uzywajac funkcji trace().
8.13. Napisz skrypt, ktory bedzie wykonywat zadanie n rzutow kostka szeécienna i wyswietlal bedzie
ilos¢ wyrzuconych oczek, a takze wykonaj standaryzacje zebranych danych tak, aby dane przed-
stawialy wartosci dla standaryzowanego rozktadu normalnego. Wyrysuj histogram i nanies na

niego wykres rozkladu normalnego.

8.14. Napisz skrypt, ktéry bedzie wykonywala zadanie losowania n razy ze zwracaniem 1 z 10 kul,
ktére sa ponumerowane od 1 do 10. Program ma wyéwietli¢ na wykresie numer wylosowanej

kuli w n probach oraz sume w kolejnych krokach.

8.15. Temperatura w pewnym miescie jest modelowana jako zmienna losowa T' ~ A(10°, (10°)2). Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze temperatura w losowo wybranej chwili czasu nie przekroczy
15°7
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