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1. Cel éwiczen: Celem ¢wiczen jest zapoznanie sie studentéw z podstawami teorii grafow. Lista zawiera
¢wiczenia zwiazane z przeszukiwaniem i kolorowaniem graféow. Studenci poznaja takze podstawowe
problemy teorii graféw: problem komiwojazera, minimalnego drzewa rozpinajacego oraz najkrétszej
Sciezki.

2. Grafy: Graf jest podstawowym elementem rozwazan teorii grafow. Przedstawia on i opisuje relacje

(krawedzie) pomiedzy obiektami (wierzcholki). W ujeciu matematycznym graf jest dwdjka, taka ze
G =(V.E), (1)

gdzie V' # () jest niepustym zbiorem wierzchotkéw, natomiast E = {{a, b} : a,b € V,a # b} jest
zbiorem krawedzi - rodzina podzbioru wierzchotkéw. Rys. 1 przedstawia przykladowy graf (nieskie-

rowany). Istnieje takze pojecie grafu skierowanego. Wéwczas krawedzie sa para (zbiorem uporzad-

Rysunek 1: Przyktadowy graf nieskierowany

kowanym). Oznacza to, iz mozliwe jest jedynie przejScie w jedna strone pomiedzy poszczegdlnymi

wierzchotkami grafu potaczonymi jedna krawedzia. Matematycznie, graf skierowany jest dwdjka
G=(V,4), (2)

gdzie V' # () jest niepustym zbiorem wierzchotkéw, natomiast A = {(a, b) : a,b € V,a # b} jest

zbiorem par (dwuelementowych zbioréw uporzadkowanych). Rys. 2 przedstawia przykladowy graf



skierowany. Ponadto mozna wyréznié¢ grafy wazone (zaréwno skierowane jak i nieskierowane). Wéw-

czas, graf jest okreslony jako

G=(V,E,W) b G=(V,AW), (3)

w zaleznosci czy graf jest skierowany czy nieskierowany, gdzie dodatkowo W jest przeksztalceniem
W:FE — X (lubW : A — X) takim, ze kazdej krawedzi przyporzadkowana jest waga w(e) = x.

Rysunek 3 przedstawia przykladowy graf wazony (nieskierowany).

Rysunek 2: Przykladowy graf skierowany

Rysunek 3: Przyktadowy graf wazony

Ponadto nalezy wyr6zni¢ nastepujace pojecia i definicje:

stopien wierzcholtka —liczba opisujace ilo$é¢ krawedzi dochodzacych do danego wierzchotka deg(v) =
x ponadto oznacza sie wierzcholek o najwiekszym stopniu A(v) oraz najmniejszym d§(v), np w

grafie z Rys. 2, deg(vc) = 2,
graf regularny — graf jest regularny jezeli stopien kazdego wierzchotka deg(v;) = r,V; jest taki sam,

droga — uporzadkowany ciag wierzchotkow v;, ... v, taki, ze kolejne wierzchotki potaczone sg kra-

wedzig,

cykl — droga ktérej wierzchotek poczatkowy i koncowy to ten sam wierzchotek v;,...v,, ..., v;,



graf acykliczny — graf nie posiadajacy cykli,
graf spdjny — graf w ktérym istnieje droga pomiedzy dwoma dowolnie wybranymi wierzchotkami,

izomorfizm — graf G jest izomorficzny z grafem H, jezeli istnieje bijekcja wierzchotkéow grafu H w

G zachowujaca krawedzie,
podgraf — podgraf grafu G, to graf zawierajacy podzbior wierzchotkéw i krawedzi grafu G,
graf planarny — graf, ktéry przedstawiony na plaszczyznie nie posiada przecinajacych sie krawedzi
grubo$é grafu — grubosé grafu t(G) oznacza minimalng ilo$é planarnych podgraféw grafu G

sp6jnosé grafu — spdjnosé wierzchotkowa k oznacza, iz usuniecie co najmniej k wierzchotkow z gra-
fu spowoduje utrate spdjnosci. Spdjnosé krawedziowa jest zdefiniowana analogicznie wzgledem

krawedzi,

dwudzielnosé¢ — graf G jest dwudzielny, jezeli jego zbior wierzchotkéw mozna podzieli¢ na roztaczne

podzbiory X i Y takie, ze kazda krawedz grafu G ma poczatek w X a koniec w Y,
drzewo - acykliczny, spojny graf nieskierowany,

liczba chromatyczna — liczba koloréw niezbedna do optymalnego wierzchotkowego pokolorowania

grafu

macierz sasiedztwa — macierz kwadratowa, w ktorej a; ; oznacza wage krawedzi pomiedzy wierz-
chotkami 7 i j,

macierz incydencji — macierz M ktérej liczba kolumn j jest rowna liczbie krawedzi a liczba wierszy
i liczbie wierzchotkéw. W grafie nieskierowanym m; ; = 1 gdy j-ta krawedZ prowadzi do i-tego
wierzchotka. W grafie skierowanym m; ; = —1 gdy v; jest poczatkiem krawedzi j a m; ; = 1 gdy
v; jest jej koncem,

cykl Hamiltona — cykl Hamiltona to taki cykl w grafie, w ktérym kazdy wierzchotek grafu odwie-
dzany jest doktadnie raz [2].

. Algorytmy przeszukiwania graféw: Algorytmy przeszukiwania graféw pozwalaja na przechodze-

nie po wszystkich wierzchotkach grafu w sposéb usystematyzowany [3].

3.1. Przeszukiwanie w gtab DFS: ang. Depth-First Search. Wierzchotki odwiedzane sa jeden po
drugim, zachtannie z odktadaniem do kolejki zgodnie z zasada pierwszy wchodzi pierwszy wycho-

dzi. Danymi wej$ciowymi algorytmu sa macierz sasiedztwa grafu oraz wierzchotek poczatkowy

oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone

odwiedz wierzcholek v

)
)
c¢) utworz kolejke FILO sasiadéw wierzchotka v
) zdejmij wierzchotek u z kolejki

)

powtarzaj kroki b)-d) dla wierzchotka w i kolejnych wierzcholtkéw dopdki kolejka nie jest

pusta



3.2. Przeszukiwanie wszerz BFS: and. Breadth-First Search. Wierzchotki odwiedzane sg jeden
po drugim, zachtannie z odkladaniem do kolejki zgodnie z zasada pierwszy wchodzi ostatni
wychodzi, oznacza to, iz w pierwszej kolejnosci odwiedzane sa wszystkie wierzchotki sasiadujace
z badanym wierzchotkiem. Danymi wejéciowymi algorytmu sg macierz sasiedztwa grafu oraz

wierzchotek poczatkowy v
a) oznacz wszystkie wierzcholki jako nieodwiedzone
) odwiedZ wierzchotek v
) utworz kolejke FIFO sasiadéw wierzchotka v
d) zdejmij wierzcholek u z kolejki
) powtarzaj kroki b)-d) dla wierzcholka u i kolejnych wierzchotkéw dopoki kolejka nie jest

pusta

3.3. Algorytm Dijkstry: Algorytm Dijkstry pozwala na wyznaczenie najkrétszych $ciezek w grafie
pomiedzy zadanym wierzcholkiem poczatkowym v oraz wszystkimi pozostalymi wierzchotkami
grafu [1]. Danymi wejSciowymi algorytmu sa macierz sasiedztwa grafu oraz wierzcholek poczat-

kowy v. r(u,w) oznacza wage krawedzi pomiedzy wierzchotkami u,w
a) utworz tablice odleglosci od v dla wszystkich wierzchotkéw. Odleglosci wszystkich wierz-
chotkéw poza poczatkowym wynosi d(u) = oo, natomiast d(v) = 0
b) utworz kolejke priorytetowa P wszystkich wierzchotkéw, za warto$¢ priorytetu obierz d(u)
c¢) zdejmij z kolejki wierzcholek u o najnizszym priorytecie
d) dla kazdego sasiada w wierzcholka u dokonaj relaksacji poprzez u (jezeli d(w) > d(u) +
r(u,w) to d(w) := d(u) + r(u,w))
e) powtarzaj kroki c) i d) dopdki kolejka nie jest pusta
3.4. Algorytm A*: Algorytm A* podobnie jak algorytm Dijkstry wykorzystuje informacje o przeby-
tej drodze, jednak w inny sposéb. Ponadto, algorytm A* wymaga podania zaréwno wierzchotka
startowego jak i docelowego. W kazdym kroku algorytm wybiera taki wierzchotek v minimali-
zujac

f(v) = g(v) + h(v), (4)

gdzie g(v) oznacza droge pomiedzy wierzcholkiem v a wierzchotkiem poczatkowym, h(v) jest

przewidywana droga do wierzchotka docelowego

4. Algorytmy kolorowania graféw: W ogoélnosci kolorowanie grafu polega na przypisaniu okreslonym
elementom sktadowym grafu (najczesciej wierzchotkom) koloréw wedlug zadanych regut. Kolorowanie
wierzchotkow grafu jest zwiazane z przypisaniem wszystkim wierzchotkom w grafie danego kolory,
tak aby zadne dwa sasiednie wierzchotki nie mialy tego samego koloru. Oznacz to, iz gdy koncom

zadnej krawedzi nie przypisano tego samego koloru [2].

4.1. Algorytm LF — largest first:

a) uporzadkuj wierzchotki grafu malejaco wedlug ich stopni.



b) zaczynajac od wierzchotka o najwiekszym stopniu koloruj wierzchotki zgodnie z ustalona

wczesniej kolejnoscia,
4.2. Algorytm SL — smallest last:

a) znajdz wierzcholek o minimalnym stopniu, usun go z grafu i dodaj do kolejki FILO
b) powtarzaj krok a) tak dlugo, az graf bedzie pusty

c) koloruj wierzcholki zgodnie z ustalona wezesniej kolejnoscia
4.3. Algorytm SLF — saturated largest first:

a) znajdz wierzcholek o maksymalnym stopniu spoéréd wierzchotkéw o maksymalnym stopniu

nasycenia (liczbie réznych koloréw sasiednich z tym wierzchotkiem)

b) pokoloruj znaleziony wierzcholek
5. Podstawowe problemy w teorii grafow:

5.1. Problem komiwojazera: Problem komiwojazera polega na znalezieniu takiej kolejnosci dla
odwiedzanych przez wedrownego sprzedawce (komiwojazera) miast, aby koszt podrézy byt jak
najmniejszy przy zalozeniu, ze kazde miasto zostanie odwiedzone doktadnie raz. Innymi stowy
jest to problem znalezienia minimalnego cyklu Hamiltona w grafie wazonym. Problem ten jest
NP-trudny.

5.2. Problem minimalnego drzewa rozpinajacego: ang. minimum spanning tree - jest to drze-
wo rozpinajace grafu - tj. takie ktére taczy wszystkie jego wierzchotki - o najmniejszej mozliwej
sumie wag krawedzi. Minimalne drzewo rozpinajace stosuje sie¢ w protokotach rozglaszajacych
sieci komputerowych, analizy klastrow oraz projektowania uktadéw elektronicznych. Rys. 4 prze-
stawia przykladowe minimalne drzewo rozpinajace. Jednym z rozwiazan problemu minimalnego

drzewa rozpinajacego jest algorytm Kruskala [4]

a) utwoérz las L z wierzchotkéw oryginalnego grafu (niepolaczone wierzchotki sa drzewami)

o

) utworz zbiér S zawierajacy wszystkie krawedzie oryginalnego grafu
¢) wybierz i usun z S jedna z krawedzi o minimalnej wadze

) jesli krawedz ta laczyla dwa rézne drzewa, to dodaj ja do lasu L, tak aby potlaczyla dwa
odpowiadajace drzewa w jedno, W przeciwnym wypadku odrzu¢ ja.

e) powtarzaj krok d) dopdki S nie jest pusty oraz L nie jest drzewem

6. Zadania:

6.1. Zaimplementuj algorytm przeszukiwania grafu w gtab. Sprawdz dzialanie algorytmu dla grafu
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Rysunek 4: Minimalne drzewo rozpinajace (czerwone)

opisanego macierza sasiedztwa w postaci
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6.2. Zaimplementuj algorytm przeszukiwania A*. SprawdZ dziatanie algorytmu dla grafu zdefinio-

wanego jak na Listingu 1 Plik seed.mat znajduje sie w archiwum z listg zadan. nalezy go zaim-

load seed.mat

rng(s);

A = randi(10,[10,10]);
A(A<T7)=0;

A=A—diag (A);

A=triu (A);

Listing 1: Dane inicjalizacyjne do zad. 1.

portowaé¢ do przestrzeni roboczej, tak aby w oknie Workspace dostepna byla zmienna s. Za

wierzchotek poczatkowy wybierz wierzchotek o nr 2 a koncowy o nr 10.

6.3. Wykorzystujac polecenie dfsearch sprawdz poprawno$é¢ dziatania algorytmu zaimplementowa-

nego w zad. 1.
6.4. Wykorzystujac polecenie bfsearch przeszukaj graf z zad 2. Poréwnaj wynik z dfsearch i A*.

6.5. Zaimplementuj algorytm LF kolorowania grafu. Sprawdz dzialanie algorytmu dla grafu z zad 2.



G = digraph (A);
plot (G);
d = dfsearch (G)

Listing 2: Kod do zadania 3.

6.6. Zastosuj polecenie minspantree do wyznaczenia minimalnego drzewa rozpinajacego grafu z zad.

2. Wykorzystaj polecenie highlight w celu graficznej reprezentacji wyniku.
6.7. Uzyj polecenia highlight w celu pod$wietlenia Sciezki w grafie z zad. 2.

6.8. Sprawdz rozwiazanie problemu komiwojazera wykorzystujac polecenie
openEzxample( optim/ TravellingSalesmanEzample’).

Sprawdz zachowanie algorytmu dla nStops = 20; i nStops = 100;
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