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1. Cel éwiczen: Celem ¢wiczen jest zapoznanie sie studentéw z zagadnieniami z zakresu logiki rozmytej.

2. Logika rozmyta: W logice dwuwartosciowej dostepne sa dwie opcje 0 lub 1, prawda lub fatsz i wiele
wiele innych form na okreslenie wyniku dzialania logicznego. W logice rozmytej uzywa sie stanéw
pomiedzy, przez analogie miedzy kolorem czarnym i biatym jest cata gama szarosci. Tak tez w logice
rozmytej opisuje sie stany pomiedzy co daje duzo wiecej mozliwosci klasyfikacji wyboru. Dzieki czemu
mozna w wygodny sposéb zamodelowaé zjawiska nieprecyzyjne [4].

Zaklada sie, ze X jest pewng okreslong przestrzenig rozwazan. Niech W C X, zbiérem W identyfikuje
sie z funkcja przynaleznosci p [3]. W logice klasycznej jest to funkcja charakterystyczna zbioru W

opisywana za pomoca:

xW<>—{O Bdy = € W (1)

|1 gdy © ¢ W.

W przypadku opisywanej logiki rozmytej funkcja ta moze przyjaé¢ dowolna forme i przewaznie inter-

pretuje sie ja jako poziom przynaleznosci elementu x do zbioru W [2].

Zbiér rozmyty Zbiorem rozmytym A w pewnej niepustej przestrzeni X nazywamy zbiér uporzad-
kowanych par
{(z,pw(z)):z € X}
gdzie
pw X — R

jest funkcjg przynaleznosci zbioru W.
Przyktad Niech W bedzie zbiorem niskiej temperatury. X = [—65°C, 10°C] opisuje temperature w
Rosji. Funkcje, ktora mogta by opisywaé przynaleznosé do zbioru W przedstawiono ponizej:
Gaussowska funkcja przynaleznosci

Mzexp—(xgcf (2)

gdzie ¢ — centrum, d — rozpieto$é
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Rysunek 1: Przyktadowa funkcja przynaleznosci do zbioru W
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Rysunek 2: Funkcja Gaussowska
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Trapezoidalna funkcja przynaleznos$ci
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gdy a > x oraz x > ¢
gdya<z<b
gdy b<z<c

gdy a >z oraz x > d
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Rysunek 3: Funkcja trojkatna
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Rysunek 4: Funkcja trapezoidalna

Singleton Czesto wykorzystywang funkcja przynaleznosci w systemach rozmytych jest singleton.
Niech W = {z}

()

Nm(m):{ 0 alyrza

1 gdyz=1=2

Nosénik zbioru W (support) Nosnikiem zbioru W nazywamy zbiér takich x, ktére maja znaczenie

dla W.
supp(W) = Sw = {z € X : pw(z) > 0} (6)
Wysokoéé zbioru W (height)
h(W) = Hwy = Su)g puw () (7)
re

Zbiér W jest normalny jezeli h(W) = 1. Z punktu widzenia praktyki jest to bardzo istotne.

Mianowicie jezeli W jest normalny to warto$¢ funkcji przynaleznosci mozna interpretowaé ja-
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Rysunek 5: Wykres funkcji singleton

ko procent na ile dany element x nalezy do W. W przeciwnym wypadku zawsze mozna go

znormalizowag.

Zmienna lingwistyczna W (Linguistic Variable) Zmienna lingwistyczna jest czwérka (N, T, X, M,,)
[1], gdzie:
m N nazwa zmiennej np. rozmiar
m T zbiér wartosci lingwistycznych np. {maly, sredni, duzy}
m X przestrzen rozwazan np. [0,2.00jm

m M, funkcja semantyczna M, : T — zbior funkcji przynaleznosci
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Rysunek 6: Przyktadowe funkcje przynaleznodci ilustrujace M,

Kompletno$é (complete) Zmienna lingwistyczna V' jest kompletna, jezeli zachodzi

Veex Iwer pw(x) > 0. (8)

Natomiast jezeli zmienna lingwistyczna nie jest kompletna, to wtedy przestrzen rozwazan Xy



jest nadmiarowa.

Suma do jednosci (partition of unity) Mdwi sie, ze zmienna lingwistyczna V' sumuje sie do jed-

nosci jezeli
7=—‘ .
i=1
T-norma Funkcja dwoéch zmiennych T°
T :10,1] x [0,1] — [0, 1]

nazywa si¢ T-norma, jezeli

2.1. funkcja T jest nierosnaca wzgledem obu argumentéw

T(a,c) <T(b,d) a<b, c<

2.2. funkcja T spelnia warunek przemiennosci
T(a,b) =T(b,a)
2.3. funkcja T spelnia warunek acznosci
T(T(a,b),c) =T(a,T(b,c)

2.4. funkcja T spelnia warunki brzegowe

T(a,0)=0, T(a,1)=a,

gdzie a, b, c,d € [0, 1].

Dla dowolnej T-normy zachodzi:
T(a,b) < min(a,b)

Przyjmijmy oznaczanie:

T(a,b) =alb

Najczesciej spotykane T-normy:
2.1. T(a,b) = min(a,b)
22. T(a,b) =a-b

S-norma Funkcje dwéch zmiennych S

S:[0,1] x [0,1] = [0, 1]



okredla sie nazwa S-normy, w przypadku gdy jest nierosngca wzgledem obu argumentow, spetnia

warunek przemiennosci, tacznosci oraz zachodza warunki brzegowe:
S(a,0) =a S(a,1)=1

Dla dowolnej S-normy zachodzi
max(a, b) < S(a,b)

Przyjmijmy oznaczenie:

S(a,b) = ab

Najczesciej spotykane S-normy:
2.1. S(a,b) = max(a,b)
2.2. S(a,b)=a+b—ab

Kazdej T-normie odpowiada S-norma, zachodzi miedzy nimi nastepujaca zaleznosé
aTb=1-[(1-a)5(1—b)
Przeciecie zbioréw rozmytych A i B definiuje sie jako:

panB(z) =T (pa(z), up(x))

Rysunek 7: Przeciecie zbioréw rozmytych (kolor zielony)

Sume zbioréw rozmytych A i B definiuje si¢ jako:

paus(r) = S(pa(r), pp(r))



Rysunek 8: Suma zbioréw rozmytych (kolor zielony)

Dopetlnieniem zbioru rozmytego A C X jest zbidr rozmyty Ao funkcji przynaleznosci:

pi(r) =1—pa(x) dlakazdego =€ X

Rysunek 9: Dopelnienie zbioru rozmytego

Tloczyn kartezjanski zbioréw rozmytych A; C Xy, As C Xo,..., A, C X,, oznacza si¢ jako
Ay X Ag x -+ X A, 1 definiuje:

HA X Agx---X Ay (-7517 T2y .-, wn) = min(,U«A1 (x1>7 KA, <$2)7 sy HA, ({En))

Entropia rozmyta nazywa si¢ miare opisujacg rozmycie zbioru:

_ ¢(A AND NOTA)

E(4) = c(A OR NOT A)

gdzie ¢ oznacza sumowanie lub calkowanie po wszystkich wartoSciach przynalezno$ci zbioru A.



Zakladajac, ze ponizej (rys. 10) przedstawiono zbiér A o nazwie dorosty, gdzie niebieska funkcja
przynalznosci opisuje przynalezno$é¢ do niedorostych natomiast czerwona do grupy dorostych, to

korzystajac ze wzoru na entropi¢ otrzymano wynik %.
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Rysunek 10: Przyktad do entropii.

3. Relacje rozmyte i reguly wnioskowania:

Relacja rozmyta R zachodzaca miedzy dwoma zbiorami (nierozmytymi) X i Y nazywa sie zbi6r

rozmyty okreslony na iloczynie kartezjanskim X x Y. Relacja rozmyta jest zbiorem par

R={((z,y),pr(z,y));z € X,y € Y}

gdzie pr : X xY — [0, 1] jest funkcja przynaleznosci. Przypisuje ona kazdej parze (x,y) stopien

przynaleznosci interpretowany jako site powiazania pomiedzy tymi elementami.

Reguta rozmytej implikacji Niech A i B beda zbiorami rozmytmi, A C X i B C Y. Rozmyta
implikacja A — B okrefla relacje R w X x Y i moze by¢ definiowana za pomoca jednej z czterech

nastepujacych regut:

m Reguta typu minimum:

pa—p(r,y) = pr(z,y)] = minfua(z), pp(y)]

m Regula typu iloczyn:
pa—p(r,y) = pr(,y)] = po(x)us(y)

m Reguta Sharpa:

0 gdy pa(z) > pp(y)

MAHB(JUJ/) = :U*R(‘T’y)] = { 1 gdy MA(x) < MB(y>



m Reguta Lukasiewicza:

pa—p(r,y) = pr(z,y)] = min[1,1 — pa(x) + ps(y)]

Whiosek reguty rozmytej odnosi sie do pewnego zbioru rozmytego B’, ktéry jest okreslony przez

zalzenie zbioru rozmytego A’ i rozmytej implikacji A — B, tzn.:
B'=A'"o(A— B) (13)

W logice rozmytej przestanki i wniosek sa zbiorami rozmytmi.
Przyktad :

m Przestanka: Ludzi na koncercie jest duzo
m Implikacja:  Jezeli ludzi na koncercie jest bardzo duzo, to jest bardzo glosno

m Wniosek: Na koncercie jest $rednio gtosno

W przedstawionym wnioskowaniu mozna zauwazy¢ dwie zmienne lingwistyczne i odpowiadajace

im przestrzenie rozwazan, a takze zbiory rozmyte:
B Zmienne lingwistyczne: x - ilo$¢ ludzi; y -poziom glosnosci
m Przestrzen rozwazan: T, = {malo, $rednio, duzo, bardzo duzo}, T, = {maly, $redni,
wysoki, bardzo wysoki}

m Zbiory rozmyte: A, - bardzo duza liczba ludzi, A/, - duza liczba ludzi By, - bardzo wysoki

poziom glosnoéci, B; - wysoki poziom glosnosci.

Whiosek B, z przestanki wyznacza si¢ znajdujac u B, (y). Niech

pB,(y) = max min(par (), pa,—, (T, y)]

a takze

HA,—By (.%', y) = min[MAz (.’E), uB, (y)}

wtedy

py (y) = max minfua, (2), min(ua, (2), pa, (y))] = min[max min(pa, (2), min(ua, (2)), 15, ()

4. Systemy rozmyte: Typowy proces wnioskowania rozmytego sklada sie z czterech etapéw (rys. 11):

m rozmywanie (fuzzification)
m zastosowanie operacji rozmytych
m zastosowanie implikacji rozmytych

m precyzowanie/wyostrzenie (deffuzification) - na przyktad metoda wyznaczania ”$rodka ciezkosci”
(Center of Gravity)



Regutly

wnioskowania
Zbiér rozmyty J Zbidér rozmyty
reX AeX BeY yey
Rozmywanie Czlon decyzyjny Wyostrzanie

Rysunek 11: Schemat systemu rozmytego

W pierwszej fazie dane wejsciowe sa "rozmywane”, by nastepnie mozna bylo zastosowaé na nich
operacje rozmyte i reguly wnioskowania rozmytego. W kolejnej fazie otrzymane wyniki poddane sa

”wyostrzaniu” i w ten sposob uzyskanie zostana konkretne dane wyjéciowe.

Systemy rozmyte nalezy traktowac¢ jako automaty, ktore opieraja swoje dziatanie na prawach logiki
rozmytej w celu podjecia decyzji w warunkach niepewnych. System posiada pewna baze wiedzy oraz
reguty wnioskowania. Na podstawie ”obserwacji” podejmuje decyzje. Moze ona dotyczy¢ rozlegtych
tematéw zwiazanych z wartosciami np. predkosci samochodu czy tez cidnienia wody. Baza wiedzy
i reguty wnioskowania tworzone sa na podtawie wiedzy eksperta. Zatem efektywnos¢ takiego systemu
opiera sie gltéwnie na rzetelnodci eksperta w danej dziedzinie. Sa dwa rodzaje systeméw rozmytych,

wnioskowanie Mamdaniego oraz Takagi-Sugeno.

. Model Mamdaniego: System, ktéry ma by¢ zamodelowany jest traktowany w modelach Mamda-
niego jako czarna skrzynka (black box). Co powoduje, ze nie ma informacji o tym jakie zjawiska w

nim zachodza.

Model wnioskowania typu Mamdaniego jest zbiorem regul opartych o zasade modus pones, z ktérych
kazda definiuje jeden rozmyty punkt w tej przestrzeni.Na podstawie istniejacego zbioru rozmytych
punktow mozna otrzymaé wykres rozmyty, w ktérym interpolacja pomiedzy punktami zalezy od uzy-
tych elementow aparatu logiki rozmytej. Kazda reguta definiuje typowe zachowanie systemu, ktéra
geometrycznie odpowiada punktowi w przestrzeni X x Y. Aby dokladniej przyblizy¢ idee wnio-
skowania przyblizonego mozna poréwnaé¢ mechanizmy wnioskowania tradycyjnego i przyblizonego

przyjmujac regule wnioskowania typu modus ponens (rys. 12 i 13).

x=A Jezeli x=A to y=B y=B

Rysunek 12: Schemat wnioskowania modus ponens

Nalezy zwréci¢ uwage na réznice w dziataniu zwyktej reguty w poréwnaniu z regula rozmyta. Dla

x=A’ Jezeli x=A to y=B y=B’

Rysunek 13: Schemat wnioskowania modus ponens z uzyciem zbioréw rozmytych

10



kazdego z pokazanych przypadkéw istnieje implikacja A — B. Dla reguly nierozmytej wyznaczanie
wniosku nastepuje tylko wtedy gdy zdanie A wystepujace w przestance jest rowniez obecne w im-
plikacji A — B. Natomiast w regule rozmytej przestanka opisana zbiorem rozmytym A’ moze by¢
zblizona do zbioru A z poprzednika implikacji, ale nie musi by¢ koniecznie rowna A. Majac dany
schemat wnioskowania, aby wyznaczy¢ zbiér B’ opisujacy wniosek nalezy przeprowadzié¢ operacje
kompozycji o postaci:

B'=A0o(A— B). (14)

Wzér na funkcje przynaleznosci zbioru B’ zalezy od przyjetej T-normy oraz od sposobu realizacji
implikacji.

. Model Takagi-Sugeno: W przypadku uktadéw typu Takagi-Sugeno regulty rozmyte zapisujemy w
postaci:
Jezeli z = A to y = f(x)

Najczesciej przedstawiona regula przyjmuje postaé, w ktérej konkluzja jest kombinacja liniowa wejéé
Jezeix =Atoy=ax+0b

W powyzszym przypadku procedura wnioskowania rozmytego odbywa si¢ identycznie jak w przypad-
ku rozmytych systeméw typu Mamdaniego przy czym nastepniki regut rozmytych reprezentowane sa

przez zbiory rozmyte typu singleton.

. Wyostrzanie: Wyostrzanie to proces wyboru wtasciwego elementu na podstawie rozmytego zbioru
wyjéciowego. W praktyce wymagane jest, aby wynikiem dzialania systemu rozmytego byta wartosé
precyzyjna. Operacja wyostrzania pozwala na przeksztalcenie zbioru rozmytego w pojedyncza wartosé

numeryczng.

Metody wyostrzania:

m metoda $rodka ciezkosci, COG (ang. Center Of Gravity)

m metoda pierwszego maksimum, FOM (ang. First Of Maxima)
m metoda $redniego maksimum, MOM (ang. Mean Of Maxima)
m metoda $rodka sum, COS (ang. Center of Sum)

m metoda wysokoséci, HM (ang. Height Method)

Najczesciej z wymienionych metod wykorzystuje sie metode srodka ciezkosci (wz. 15) oraz metode

$rdniego (wz. 16, gdzie G jest zbiorem maksymalnych y;).

o1 Yikt(yi)

Y ) "
1
=Y (16)
y myizejgy
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8. Zadania:

8.1. Zapozna¢ sie z GUI do projektowania systeméw rozmytych (komenda fuzzy).

8.2. Zaprojektowaé system ogrzewania pomieszczenia zalezny od temperatury zewnetrznej (—20°C, 30°C)
oraz wilgotnosci powietrza (0 — 100%). Wyjsciem ma by¢ moc grzalki z zakresu (0 — 1000)W.
Zmienne lingwistyczne maja zawiera¢ po 5 wartosci. Przygotowaé system dla modelu Mamda-

niego i Takagi- Sugeno. Poréwnaé¢ wyniki.
8.3. Sprawdzi¢ dla zadania 2 wpltyw zmiany metody wyostrzania oraz zmiany funkcji przynaleznosci.

8.4. Zaprojektowaé samodzielnie system wspomagania hamowania ABS przy uzyciu logiki rozmyte;j.
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