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Cwiczenie 6: Rownania roznicowe

Program ¢éwiczenia obejmuje nastepujace zadania:

1. Dla réwnania réznicowego X,+1 = aX, + b (i) przewidzieé¢ rezultaty oraz (ii) potwierdzi¢ te przy-
puszczenia z zastosowaniem arkusza kalkulacyjnego poprzez wyznaczenie X1, Xo, ..., Xog w kazdym z
ponizszych przypadkdw:

(a) a=12,0=0,Xp=1

a=-01,b=1,Xy=1

a=-050=1,Xy=1

a=-12,b=1, Xy =1

2. W jeziorze jest aktualnie 10000 ryb. Gdyby ich nie odlawiano, populacja wzrastataby o 15% rocznie.
Rocznie odtawia si¢ jednak 2000 ryb, a ponadto $miertelnoéé¢ ryb jest proporcjonalna do objetosci
zanieczyszczenia w jeziorze (ze wspoélczynnikiem proporcjonalnosci k). Poczatkowo woda jest zanie-
czyszczona w 5%. Kazdego dnia do jeziora wplywa 1000 m? czystej wody, a wyplywa 1000 m? wody
zanieczyszczonej. Zapisa¢ rownania okreslajace populacje ryb F), oraz iloS¢ zanieczyszczenia w jezio-
rze P,.

3. Zatézmy, ze w ciaggu kazdego dnia epidemii

e 2% chorych 0s6b umiera,
e 3% chorych 0s6b zdrowieje i staje sie¢ odporna na chorobe,

e 2% podatnych os6b zachorowuje.
Oznaczmy:

I,, = liczba chorych w dniu n
S, = liczba o0s6b podatnych w dniu n

R,, = liczba o0s6b odpornych w dniu n

Ktoére z ponizszych opcji sa zgodne z zalozeniami (i)—(iii)?

(a) Ini1 = I, — (2/100)I, — (y/100)I, + (2/100)S,,



(b) Iny1 = I, + (x/100)1,, — (y/100)I, — (2/100)S,
Sp+1 = Sp — (/100)1,, — (y/100)I,, + (2/100)S,
Rps1 = Ry — (£/100)1,, — (y/100)I,, + (2/100)S,
Spt+1 = Sp — (2/100)S,,

)
(c)
(d)
(e)
(f) Rpt1 = R, + (2/100)1,
g) Ruy1 = Ry + (y/100)1,

)

(
(h) Spy1 = Sn + (y/100)1,

4. Dwie sasienie wyspy A i B maja populacje mew, ktore stale migruja pomiedzy nimi. Gdyby nie byto
migracji, przyrosty populacji na A i B wynosityby odpowiednio 5% i 3%. Oznaczmy calkowitg liczbe
ptakéw na A w roku n przez A, z analogiczng notacja dla B. Zalézmy, ze kazdego roku ma miejsce
stata migracja 1000 ptakéw z A do B oraz 800 ptakéw w odwrotnym kierunku. Ktére dwie z ponizszych
opcji sa zgodne z tymi zalozeniami?

(2) Anst = A, — 1000

(b) Auir = (L03)A,

(¢) Bps1 = B, — 800

(d) Bpt1=(1.03)B,

(e) Apy1 =(1.05)A4,, — 200

(f) Apy1 = (1.05)A4,, — 1000

(g) Bpy1 = (1.03)B,, + 200

(h) Buy1 = (1.03)B, — 800
5. Niech

X,, = suma dlugu kredytu mieszkaniowego po n latach
m = rata miesieczna
N = liczba lat potrzebnych do splaty kredytu

r = roczna stopa procentowa

(a) Zapisaé réwnanie réznicowe spelnione przez X,.

(b) Uzy¢ arkusza kalkulacyjnego zeby pokazaé, ze przy stopie 11%, kredycie 50000 zt oraz okresie
splaty 25 lat, miesieczna splata wynosi 494.72 zi.

(c) Pokazad, ze jezeli kredyt ma byé splacony dokladnie w N lat, miesieczna rata powinna wynosié

R-1
m=Xopa g

6. Przypusémy, ze przeplywy z przykladu o dwoch jeziorach przedstawionego na wyktadzie nie kompen-
suja sig, co oznacza ze jeziora nie maja stalej objetosci wody. Oznaczmy te objetosci przez A, i B,,.
Zapisa¢ odpowiednie réwnania réznicowe na A,, B,, P, oraz ), majac ponizsze informacje o dzien-
nych przeptywach:

Pierwsze jezioro: 800 m? czystej wody wplywa do jeziora

5 m? zanieczyszczenia dostaje sie do jeziora

790 m?® wody z jeziora wplywa do drugiego jeziora
Drugie jezioro: 1 m® zanieczyszczenia dostaje sie do jeziora

800 m?® wody wyplywa z jeziora



7. Szklanka X zawiera 20 lyzek wina, a szklanka Y — 20 lyzek czystej wody. Jedna tyzke z X dodaje sie
do Y, ktéra sie miesza. Nastepnie jedna tyzka mieszanki zostaje przeniesiona do X. Oznaczmy przez
X, 1Y, stezenia wina odpowiednio w szklankach X i Y po n takich zabiegach. Znalezé

(a) réwnanie réznicowe spelnione przez X,
(b) jawne wyrazenia na X, i Yy,

(c) do czego w konicu to doprowadzi.



