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Wielokryterialny wybdr wariantu — warianty oceniane s3 w réznych
aspektach (cena, bezpieczenstwo, szkolenie, itd) w skali od 1 do 10
(najlepsza ocena)

wariant  kryt. 1 kryt. 2 kryt. 3 kryt. 4 kryt. 5

wl 1 10 10 10 10
w2 10 1 10 10 10
w3 10 10 1 10 10
w4 10 10 10 1 10
wb 10 10 10 10 1

w6 8 8 8 8 8




Optymalizacja wielokryterialna

@ x € () — decyzje dopuszczalne; wiele funkcji oceny decyzji
yi = fi(z)
@ Model w przestrzeni decyzji

max(fi(x),..., fm(®)):x€Q

@ Model w przestrzeni ocen
maxy = (Y1, Ym) Yy € A

A={yeY :y=f(x),zcQ}



max{xg — 21,21 + CL'Q}

1+ 22 < 2,201 + a2 < 8
221 — w2 2 4,21,72 2 0

x y2
’ 1 /(2'6)
('1!5)
2,4)

fa 7

(0,2) (3.2) (-2,2) (2,2)

Q

(0,0) (210) *1 (0,0) Y1




max{9 — 27 — 22, 2x; + 225 + 1}

0<z1<2, 0<22<2

Y2

N(A)

|

A+ D

[

zbiér dopuszczalny D — kwadrat o wierzchotkach (0,0), (0,2), (2,0), (2,2)
zbidr ocen osiggalnych A — niewypukty
zbiér ocen niezdominowanych N(A)




@ Systemy wspomagania decyzji opieraja swoje dziatanie na modelach,
ktdére sa wykorzystywane do wspomagania procesu wyboru wariantu
rozwigzania

@ Podziat metod:

e wielokryterialne zadania liniowe: metody generowania wierzchotkéw
sprawnych lub wszystkich maksymalnych powierzchni sprawnych,
korzystajac ze szczegdlnych wtasnosci zadan liniowych

o wielokryterialne zadania liniowe: metody aproksymacji zbioru rozwigzan
sprawnych oparte o metody niesympleksowe

e metody aproksymacji zbioru rozwigzan sprawnych zadan nieliniowych:
metoda NISE, BAWD analogowe: fizyczne, graficzne

@ Zbidr rozwigzan sprawnych jest zazwyczaj zbyt liczny i tylko w
niektérych sytuacjach powyzsze metody generuja rozwigzanie
zadowalajace

@ Metody wymagaja duzych naktadéw obliczeniowych

@ Zawezenie zbioru rozwigzan jest mozliwe po uzyskaniu dodatkowej
informacji preferencyjnej od uzytkownika



e Metody deskryptywne

zaktada sie istnienie statych, istniejacych a-priori preferencji
uzytkownika zgodnych z okreslonym schematem lub
paradygmatem podejmowania decyzji

e Metody konstruktywne

metody wspomagajace proces uczenia sie preferencji uzytkownika



Metody deskryptywne

o Uzytkownik wyraza swoje preferencje a-priori
@ Metody interaktywne proste

@ Metody interaktywne z modelem preferencji

Metody konstruktywne

@ Metoda punktu odniesienia

@ Metoda satysfakcjonujacych wspdtczynnikéw wymiany
@ Interaktywna metoda wizualna

o Metoda zawezania stozka z wizualng interakcja



° Mowimy, ze wektor ocen y' € Y (racjonalnie) dominuje y €Yy
(y" Jest (raqonalnle) dominowany przez y' wtedy i tylko wtedy,
gdy ¥y >y dla wszystkich racjonalnych relacji preferencji

o Jezeli wektor ocen y” jest (racjonalnie) dominowany przez y', to
moze on by¢ wyeliminowany z poszukiwan, poniewaz wszyscy
racjonalni decydenci preferuja ¢ w stosunku do 3"



Niezdominowane wektory ocen

e Wektor ocen y € A nazywamy (racjonalnie) niezdominowanym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje y' € A taki, ze y jest
dominowany przez y’

o Wektor ocen y° € A jest wektorem niezdominowanym wtedy
tylko wtedy, gdy dla kazdego y € A istnieje racjonalna relacja
preferencji = taka, ze nie zachodzi y = y"

e Wystarczy wybiera¢ wérdéd niezdominowanych wektoréw ocen

o Wektor ocen y" € A jest wektorem niezdominowanym wtedy i
tylko wtedy, gdy nie istnieje y € A taki, ze y > y°



wektory dominowane

Y2

NN

o

y

Y1

wektory dominujace

Y2

A\

A\

.

wektory niezdominowane

/

N(A)

n

Y2

——N(A)

l




Rozwigzanie efektywne, Pareto-optymalne

@ Wektor dopuszczalny x € () nazywamy rozwigzaniem efektywnym
(Pareto—optymalnym, sprawnym) zadania wielokryterialnego wtedy i
tylko wtedy, gdy odpowiadajacy mu wektor ocen y = f(x) jest
wektorem niezdominowanym

e Wektor dopuszczalny a° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje spdjna, racjonalna
relacja preferencji = taka, ze f(x") = f(x) dla kazdego = € Q

e Wektor dopuszczalny x° € Q jest rozwigzaniem efektywnym zadania
wielokryterialnego wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje € @ taki, ze

f(z) > f(=°)



Rozwigzanie optymalne, a efektywne

e Optymalizacja jednokryterialna
max f(z) :x € Q

Wszystkie rozwigzania optymalne daja ten sam wynik

y' =) = fa)

Cel: Wyznaczy¢ dowolne rozwigzanie optymalne

”

o Optymalizacja wielokryterialna

max{fi(x),..., fm(x): x € Q}

Roézne rozwigzania efektywne generuja wzajemnie poréwnywalne
wektory ocen
Cel: Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania efektywne



Wektor utopii

o Macierz realizacji celdw — tablica wartosci wszystkich funkcji oceny
otrzymanych podczas rozwigzywania poszczegdlnych probleméw
jednokryterialnych

K= (kij)a i,jzl,...,m,kij:fi(:l:j)
gdzie x; — rozwigzanie optymalne jednokryterialnego zadania
max fj(x) :x € Q
e Wektor utopii y,, — najlepsze wartosci kazdej funkcji oceny osobno,
czyli
yi' = ki = fi(z)
@ Gorne ograniczenie wszystkich osiggalnych wektoréw ocen, tzn.

y'Zy VYycA

@ Jest on zwykle nieosiagalny
e Gdyby istniat wektor dopuszczalny " € Q taki, ze f(z°) = y*, to
bytby rozwigzaniem optymalnym zadania wielokryterialnego



Wektor nadiru

o Wektor nadiru y™ — najgorsze wartosci dla kazdej funkcji oceny
odnotowane podczas poszczegdlnych optymalizacji jednokryterialnych:

y =mink;; j=1,..,m=y =minfi(z;) j=1,..,m

o Sktadowe wektora nadiru nie musza wyrazaé najgorszych wartosci
funkcji oceny na catym zbiorze rozwigzan efektywnych

@ W przypadku dwdch ocen, wektor nadiru stanowi dolne ograniczenie
wszystkich niezdominowanych wektoréw ocen

y" Sy =y" Vye N(A)

gdzie N(A) — zbiér ocen niezdominowanych
e W ogdlnym przypadku (dla liczby ocen wiekszej od 2) nie mozna

zagwarantowad, ze y = y dla kazdego niezdominowanego wektora
oceny € A



pierwsza ocena
Yz
Y ¥ y = [y v2]
Y3 *
druga ocena
v = [v7 3]
wektor utopii
T 1 2
i 1 y" = [y v2)]
wektor nadiru
5l 51 1
" 5
y" = [y v




Przeanalizujmy sze$¢ wektoréow ocen, gdzie wszystkie sg niezdominowane:
[1033] [3103] [3310] [188] [818] [881]

Macierz realizacji celéw

kryterium 1 10 3 3
kryterium2 3 10 3
kryterium 3 3 3 10

wektor utopii — [10 10 10]
wektor nadir — [3 3 3]
faktyczne dolne ograniczenie ocen niezdominowanych — [1 1 1]




e NISE (ang. Nonlnferior Set Estimation)

@ Metoda iteracyjna pozwalajaca na coraz doktadniejsze szacowanie
catego zbioru wektoréw niezdominowanych

@ Szacowanie zbioru niezdominowanych wektoréw ocen za pomoca
sumy coraz mniejszych prostokatéw

o W przypadku wypuktych zadan dwukryterialnych pozwala na
precyzyjne szacowanie za pomoca sumy coraz mniejszych tréjkatéw



Y2

L G1 &

o L

®
.
Nt —— (2
5 V o ®

® =

N N2 P
W

G — wektot utopii, N — wektor nadiru
L, P — niezdominowane wektory ocen



@ W celu uscislenia oszacowania przeprowadza sie minimalizacje
odlegtosci od punktu G mierzonej w sensie wazonego maksimum

d(y) = max{wi(g1 — y1), w2(g2 — y2)}

z wagami odwrotnie proporcjonalnymi do odpowiednich bokéw
prostokata

1 1
b:gl—llihzgg—pgczyliwlzgiw2=—

@ Zauwazmy, ze
d(L)=d(N)=d(P)=1

@ Minimalizacja odleglosci wymaga rozwigzania zadania

min{z : bz > g1 — fi(x),hz = g2 — fa(x),z € Q}



o Niech 2% oznacza wartoé¢ optymalng tego zadania
e Okredlamy V = (v, v0) taki, ze vy = g1 — b2 i vg = go — h2°

@ Wszystkie wektory ocen o obu wspétrzednych mniejszych od
wspotrzednych V' sa zdominowane

@ Brak osiggalnych wektoréw o obu wspdtrzednych wiekszych od
wspbtrzednych V

@ Whniosek. Wszystkie niezdominowane wektory ocen znajduja sie w
sumie dwéch prostokatéw: N'VG'L i VG?PN?

@ W kolejnej iteracji zawezamy obszar poszukiwan wybierajaé wiekszy z
prostokatéw N'VG'L i VG?PN? i powtarzajac caty analize



Metoda NISE — przypadek wypukty

o Coraz doktadniejsze przyblizanie zbioru niezdominowanego przez
dzielenie tréjkata na dwa mniejsze

@ Poczatkowy tréjkat obejmuje caty zbiér niezdominowany

Y2 Ya
L=y? G=y" L E G
0
Ja
Y yl bP
Y1 hn




@ Poczatkowe przyblizenie zbioru niezdominowanego — odcinek LP
@ Tréjkat LPG — oszacowanie doktadnosci przyblizenia

@ Uscislenie oszacowania — problem optymalizacji odlegtosci rozwigzania
od punktu G (wazone maksimum)

max{wy1, way2 : Y1 < fi(x),y2 < fo(x), € Q}

z wagami wy =g —pg i we = —p; — 11
e Niech O = (¥9,49) oznacza rozwiazanie optymalne tego zadania



@ Wszystkie niezdominowane wektory
ocen zawarte w ALPG musz3 sie
znalez¢ miedzy podstawa tréjkata,
a warstwica optymalng zawierajaca

0 punkt O

Y2

@ Wszystkie niezdominowane wektory
12 ocen zawarte w ALPG musz3 sie
znalez¢ w obszarze trapezu LPFE

@ Eliminujac wektory ocen
dominowane przez odcinki LO i
OP otrzymuje sie oszacowanie

h niezdominowanych wektoréw ocen

w sumie dwoch tréjkatéw LOFE i
PFO

@ Uzyskujemy nowe przyblizenie zbioru niezdominowanego w postaci tamanej

LOP

@ Oszacowanie dokfadnosci — ALEO + APFO

@ Kontynuujemy przyblizanie wybierajac tréjkat o wiekszej wysokosci i
powtarzajac procedure




Skalaryzacja zadania optymalizacji wielokryterialnej nazywa sie zadanie
optymalizacji jednokryterialnej postaci

max{s (f1(x), fa(x),..., fm(x)) : x € Q}

gdzie s : R™ — R jest funkcja skalaryzujaca

e Maksymalizacja funkcji skalaryzujacej definiuje relacje preferencji

"

y -y =sy)=sy)

o Jezeli funkcja skalaryzujaca jest Scisle rosnaca po wspédtrzednych, to
jej relacja preferencji jest Sci$le monotoniczna i rozwigzanie optymalne
skalaryzacji jest rozwigzaniem efektywnym zadania optymalizacji
wielokryterialnej



Skalaryzacja sumacyjna

@ Suma indywidualnych ocen
s(y) = Zyz

@ Rozwiagzanie optymalne zadania skalaryzacji sumacyjne;j

max {Em: fi(x) :x e Q}
i=1



Skalaryzacja sumacyjna

@ Suma indywidualnych ocen
s(y) = Zyz

@ Rozwiagzanie optymalne zadania skalaryzacji sumacyjne;j

max {f: fi(x) :x e Q}
i=1

Skalaryzacja wazona

@ Wazona suma ocen

s(y) = Z wW;iYs

gdzie wagi w; sa liczbami dodatnimi
e Zwykle przyjmuje si¢ wagi znormalizowane (>, w; = 1)
@ Rozwigzanie optymalne zadania skalaryzacji sumacyjne;j

max {f: w;ifi(x) 1 x € Q}

i=1



Skalaryzacja maksyminowa

e Maksymalizacja najgorszej oceny
s(y) = miny,

@ Zbidr rozwigzan optymalnych skalaryzacji maksyminowe;

max {l min fi(x):x € Q}

=1,....m



Skalaryzacja maksyminowa

e Maksymalizacja najgorszej oceny
s(y) = miny,

@ Zbidr rozwigzan optymalnych skalaryzacji maksyminowe;

max {l min fi(x):x € Q}

=1,....m

Maksiminowa skalaryzacja wazona
@ Maksymalizacja najgorszej wazonej oceny

s(y) = min wyy;
@ Zbidr rozwigzan optymalnych maksiminowej skalaryzacji wazonej

max {i_min w;ifi(x):x € Q}

=1,....m



Rozwazmy problem wielokryterialnego wyboru wariantu. Kazdy wariant
zostat oceniony w pieciu réznych aspektach reprezentowanych przez

kryteria o skali od 1 (najgorsza ocena) do 10 (najlepsza ocena)

wariant kryt. 1 kryt. 2 kryt. 3 kryt. 4 kryt. 5
wl 1 10 10 10 10
w2 10 1 10 10 10
w3 10 10 1 10 10
w4 10 10 10 1 10
wb 10 10 10 10 1
wb 8 8 8 8 8




Rozwazmy problem wielokryterialnego wyboru wariantu. Kazdy wariant
zostat oceniony w pieciu réznych aspektach reprezentowanych przez
kryteria o skali od 1 (najgorsza ocena) do 10 (najlepsza ocena)

wariant kryt. 1 kryt. 2 kryt. 3 kryt. 4 kryt. 5

wl 1 10 10 10 10
w2 10 1 10 10 10
w3 10 10 1 10 10
w4 10 10 10 1 10
wb 10 10 10 10 1
w6 8 8 8 8 8

Wszystkie wektory ocen sa niezdominowane i moga zosta¢ uznane za
najlepsze przy odpowiednich preferencjach uzytkownika




Skalaryzacja sumacyjna

sumujac oceny uzyskujemy

5
max {Z file):x € {wl,w2,w3,w4,w5,w6}}
i=1

max{41,41,41,41,41,40} = 41
taki samwynik uzyskujemy dla wariantéw wl, w2, w3, w4 i wb

nie mozna zdecydowacd ktory wariant jest najlepszy




Skalaryzacja wazona
zatézmy nastepujaca waznosé kryteribw f1—-10%, fo—20%, f3—25%,
f4=30%, f5-15%

stad znormalizowane wagi: w; = 0.1, wy = 0.2, w3 = 0.25, wg = 0.3 i
Wy = 0.15

stosujac skalaryzaje wazona otrzymujemy

5
max {Z wifi(x):x € {wl,w?,w3,w4,w5,w6}}

i=1
max{9.1,8.2,7.75,8.65,8} = 9.1
najlepszy wynik uzyskat wariant wl

UWAGA. Bez wzgledu na rozktad wartoséci wag wariant w6 nigdy nie
zostanie wskazany!




Skalaryzacja maksyminowa
obliczamy najgorsze oceny dla kazdego wariantu

.min5f¢(a:) cx € {wl, w2, w3, wd, ws, wb} =

i=1,...,
={1,1,1,1,1,8}
obliczamy najlepsze rozwiagzanie spo$réd najgorszych
max{1,1,1,1,1,8} =8

najlepszy wynik uzyskat wariant w6




Rozwazmy dzielnik mnapiecia, gdzie napiecie zrédta E i rezystancja
Ry > 0 s3 state, za$ rezystancja obcigzenia R moze by¢ dobierana w
zakresie [0, 00). Jak dobraé warto$¢ R?

»
g L ]
i

RO

zmienna decyzyjna u = R%

przestrzen decyzyjna U = R
zbidr rozwigzan dopuszczalnych D = [0, 00)




Miary jakosci
@ Moc P wydzielana na oporze
E%y

P=——
R()(l +u)2

@ Sprawnosé n

Wprowadzamy oznaczenia

Ql(u) = _Pa QQ =-n Q = [Ql Q?]

Podstawiajac ()2 do ()1 otrzymujemy

Qi(w) = - Qa()(1 + Qa(u)




O(u) 4

OW,)

A =1)

@ zmieniajac u od 0 do oo, @1 zmienia si¢ od 0 do —1, Y2 od 0 do —1

@ zbiér ocen osiggalnych — Y = zakres zmiennosci zmiennej decyzyjne;j
Uy =[1,00)

@ jezeli energia jest tania wybierzemy R niewiele wieksze od Ry (blisko
punktu A)

@ jezeli energia jest droga i bardziej zalezy nam na sprawnosci
wybierzemy prace blisko punktu B (duza warto$¢ u)




