Algebra liniowa I. Lista 1

Zadanie 1.

a) Méwimy, ze dwa odcinki sa wspétmierne jesli istnieje trzeci, ktéry od-
ktada sie w kazdym z tych dwéch calkowita liczbe razy bez reszty.
Pitagorejczycy: Wykazaé, ze bok i przekatna kwadratu nie sa wspol-
mierne.

b) W terminologii wspolczesnej: Wykazaé, ze v/2 jest liczba niewymierna.

Zadanie 2. Wykazaé, ze jesli m jest liczba naturalna, w ktorej rozkla-
dzie na czynniki pierwsze przynajmniej jedna liczba pierwsza wystepuje z
wyktadnikiem nieparzystym, to liczba /m jest niewymierna.

Zadanie 3.

a) Wykazaé, ze jeéli m, n, p to liczby catkowite oraz mv/3+nv5+pv/15 =
0, to m = n = p = 0. Czy teza pozostalaby prawdziwa, gdyby przyjac,
ze m,n,p sa wymierne?

b) Wywnioskowaé z a), ze jeéli a,b, c,d sa wymierne i a + bv/3 4 cv/5 +
dv15=0,toa=b=c=d=0

¢) Wskaza¢ wielomian o wspétczynnikach catkowitych, ktérego pierwiast-
kiem jest v/3 + /5. Czy mozna wskazaé¢ taki wielomian, by mial on
stopien < 3.

Zadanie 4. Wykazaé, ze istnieje para liczb niewymiernych dodatnich a, b,
ze a’ jest liczba wymierna.

Zadanie 5. " Wykazaé, ze suma i iloczyn dwu liczb algebraicznych sg licz-
bami algebraicznymi. (Prosze jedynie zapamietaé¢ zadanie. Rozwiazanie pod
koniec semestru.)

Zadanie 6. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Zadanie 7.

a) Moéwimy, ze liczba catkowita dodatnia rézna od 1 jest bezkwadratowa
jedli nie daje sie rozlozyé na iloczyn liczb catkowitych postaci a?b |
gdzie a > 1. Wykazaé, ze jesli p, q, r sa liczbami wymiernymi, za$ ¢, d
sg roznymi liczbami bezkwadratowymi, to

p+aqve+ rVd = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy p =q¢=1r = 0.



b) Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele cial liczbowych.

Zadanie 8. Niech max(a,b) oznacza te z liczb a, b, ktéra nie jest mniej-
sza od drugiej, zas min(a,b) oznacza te, ktéra nie jest wicksza. Wykazaé
nastepujace zaleznodci:

1 1
max(a,b) = §(a+ b+ |a —b|) min(a,b) = §(a+ b—|a—bl).

Czy operacje max, min sa taczne? Czy max jest rozdzielna wzgledem min i
odwrotnie? Czy maja one elementy neutralne?

Zadanie 9. Uzasadni¢, ze max, min sg dziatlaniami w kazdym przedziale
I = [m, M]. Wykazaé, ze jako dzialania w I maja elementy neutralne.

Zadanie 10. Niech beda dane dwa niepuste zbiory X i Y. Przypusémy, ze
istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne f: X — Y. Niech o bedzie
dziataniem w X. Okredlmy dzialanie ¢ w Y wzorem

zoy=f(f"(z)o [T (y))

Wykazaé, ze o jest taczne wtedy i tylko wtedy, gdy e jest taczne. Podobnie,
jesli jedno z nich ma element neutralny to i drugie. (Uwaga. O dziataniach
o i @ méwimy, ze sa sprzezone.)

Zadanie 11. Okreslmy w (0, +o00) dzialanie ® dodawania hiperbolicznego:

$®y:x+y.

oraz dzialanie 49 dodawania Pitagorasa:

T4y =22+ y2

Wykazaé, ze oba dzialania sa sprzezone ze zwyklym dodawaniem + w (0, +00).
Czy dodawanie hiperboliczne jest rozdzielne wzgledem zwyktego dodawania?

Zadanie 12. (Na marginesie poprzedniego zadania.) W spadku znalazty sie
trzy kwadratowe chusty o réznej wielkosci. Ich warto$¢ artystyczna jest wat-
pliwa, ale utkano je ze ztotych nici. Spadkobierca moze wziaé¢ dwie mniejsze
lub najwicksza. Podpowiedz metode dokonania wlasciwego wyboru. Pomia-
ry chust sg niedozwolone. Czy podobne zadanie da si¢ rozwiazaé, gdy chusty
maja ksztatt kot.



Zadania rozrywkowe z broszurki Wladimira Igorewicza Arnolda:
Zadania dla dzieci od 5 do 15 lat

1. Z beczki wina przelano tyzke do niepelnej szklanki z herbata. Potem
przelano tyzke otrzymanej (niejednorodnej) mieszaniny ze szklanki do
beczki. Gdzie jest wiecej obcej cieczy w beczce, czy w szklance?

2. Dachéwka wazy funt i pél dachéwki. Ile wazy dachowka?

3. Z Ado Biz B do A o $wicie wyszly sobie na przeciw po tej samej
drodze dwie staruszki. Spotkaly sie w potudnie, ale nie zatrzymaly
sie tylko dalej podazyly kazda ze swojg predkoscia. Pierwsza dotarta
do celu o 4 po potudniu a druga o 9 wieczorem. O ktoérej tego dnia
Switato?

4. W Ameryce Poludniowej znajduje sie okragle jezioro, gdzie kazdego
roku pierwszego czerwca podnosi si¢ z dna pak kwiatu krélowej Wik-
torii. Jego platki ktada si¢ na wodzie jak u lilii wodnej. Kazdego dnia
powierzchnia kwiatu podwaja sie, az 1 lipca zakrywa on cale jezioro.
Jakiego dnia kwiat pokrywal polowe powierzchni jeziora?

Komentarz: Arnold twierdzi, ze najlepiej takie zadania rozwiazuja dzieci,
gorzej — studenci, a najgorzej — profesorowie.
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