Algebra liniowa I. Lista 2

Pierscieniem (przemiennym z jednoscig) nazywamy zbiér z dziataniami mno-
zenia i dodawania, ktore spelniaja wszystkie postulaty zawarte w definicji
ciala, za wyjatkiem istnienia elementu odwrotnego.

W szczegdlnosci, kazde ciato jest pierscieniem. Przykladami pierscieni sa
7 oraz wszystkie Z,, n > 1.

Element x pierécienia P nazywamy odwracalnym, jesli ma element od-
wrotny. W przeciwnym razie nazywamy go nieodwracalnym. Element x jest
dzielnikiem zera, jesli istnieje niezerowy element y € P, ze -y = 0.

Zadanie 1. Niech P — pierscien przemienny z jednoscig 1.
(1) Wykazaé, ze 0-x = x -0 = 0, dla kazdego = € P.

(2) Element x € P jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztal-
cenie M,: P — P dane wzorem M,(z) = z - z przeksztalca P na
P.

(3) Element x € P jest dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy M, nie
jest roznowartosciowe.

(4) Jesli P ma skoficzenie wiele elementéw, to element x € P jest dzielni-
kiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy x nie jest odwracalny.

Zadanie 2. Jesli n, k to liczby catkowite nieujemne, to symbolem (Z)

oznaczamy liczbe k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego. Oczy-

wiscie, (g) —1= (") Jesli k > n, to <Z> — 0. Wykazaé, 7e jesli k > 1,
n

to zachodzi zwigzek
n+1) n n n
k k-1 k)

Dla liczby naturalnej m, niech m! =1-2-...-m, oile m > 1, oraz m! = 1,
o ile m = 0. Wykazaé, ze jeslin > k > 0, to

n n!
</<> T kl(n— k)



Zadanie 3. Dla dowolnych liczb x, y i n € N zachodzi wzdr dwumianowy,
zwany tez wzorem Newtona.

n n n n
(x4 y)" = <0> 2"y + <1>a:”‘1y1 + ..+ (k:) " RyR <n> 2y

Zadanie 4. Jezeli p jest liczba pierwsza, k € {1,...,p— 1}, to p dzieli (Z)

Zadanie 5. Wykazaé, ze jeSli x = 2’ (mod n) oraz y =4 (mod n), to
r+y=a2"+y (modn) oraz x-y=2a-y (modn).

Zadanie 6. Niech n > 1 — liczba naturalna ztozona. Element x € Z, jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy n i  nie maja wspdlnych dzielnikéw
wigkszych niz 1 (sa wzglednie pierwsze).

Zadanie 7. Wyznaczy¢ element odwrotny do = € Z,, o ile istnieje, w
nastepujacych przypadkach: (1) n = 11, z = 5; (2) n = 14, = 9; (3)
n=8l,x="77;(4) n=28,z=6.
Zadanie 8. Wykazaé
MALE TWIERDZENIE FERMATA Dla kaZdej liczby pierwszej p i kazdej catko-
wite] x

2 =2 (mod p).
(Jesli nie potrafisz, zajrzyj na koniec listy.)

Zadanie 9. Obliczy¢ w Z,: (1) 201192012 n = 2012; (2) 345 © 316, n =
1021; (3) (102 @ 103) ® 100, n = 113; (4) (1005 9)0 n = 11.

Zadanie 10. Obliczy¢ reszte z dzielenia: (1) (105489)° przez 11; (2) 171320
przez 1321.

Zadanie 11. Wykazaé nastepujace nieréwnosci:

b
a) vab < a4 —2’— , dla dowolnych liczb nieujemnych a, b;

ay +ag+---+ap

b) aias---a, < , dla dowolnych liczb nieujemnych
ai,...,a, (nieréwnosé miedzy Srednimi geometryczna i arytmetyczna);



¢) T1y1 +X2y2 + -+ TnYn < \/x%—l-xg—i---'—i—x%-\/y%+y§+---+x%,
dla dowolnych liczb x1,y1,. .., Ty, Yy (nieréwnoéé Schwarza);

d) V(al +b1)(az 4 b2) - - - (an + bn) > Yarag -~ an + V/b1bz - - by, dlado-

wolnych liczb nieujemnych ay, b1, ..., an, by.
Zadanie 12. Wyznacz wzor na sume:
(1) 142243+ 4k +-- - +n?
(2) 1+cos(x)+cos(2x) +cos(3x) + - - - +cos(kx) +---+cos(nx), z€R;
(3) 0+ sin(x) +sin(2x) +sin(3x) + - - - +sin(kx) + - - - +sin(nz), =z €R.

(Wskazéwka. Stosujac liczby zespolone, wzoréw (2) i (3) mozemy poszu-
kiwaé réwnoczesnie.)

Zadanie 13. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb zespolonych z,w mamy: (1)
zw = zw; (2) |2]? = 2Z; (3) jesli z = a + bi, gdzie a,b € R, to|z|? = a® + b2,

Zadanie 14. Wykazaé, dla dowolnej pary liczb zespolonych w i z zachodzi
wzér réwnolegloboku: |w + 2|2 + |w — 2|? = 2(|w|? + |2]?).

Zadanie 15. Wykazaé, ze jesli kazda z liczb naturalnych m i n jest suma
dwu kwadratéw liczb catkowitych, to ich iloczyn m - n tez ma te wlasnoéc.

Zadania rozrywkowe z broszurki Wtadimira Igorewicza Arnolda:
Zadania dla dzieci od 5 do 15 lat. CD

1. Slimak przemieszcza sie w gére stupa 3cm w ciggu dnia. Potem noca,
kiedy $pi, zsuwa sie o 2cm. Ktérego dnia dostanie sie na szczyt 10-
metrowego stupa.

2. Czy liczba 140359156002848 dzieli sie przez 42063770847

3. Gasienica chce przej$é¢ z jednego rogu pokoju (przy podlodze) do ro-
gu przeciwleglego (przy suficie). Pok6j ma ksztalt szeScianu. Znalezé
najkrotsza droge jej wedréwki.

4. Obliczy¢ sume

R
1-2 2.3 34 99-100°

(z bledem mniejszym niz 1% wlasciwej odpowiedzi).



Dowod malego twierdzenia Fermata. Wystarczy zalozyé, ze x jest liczba
naturalng. Gdyby x byta niedodatnia, to dodaliby$my na tyle duza krotnosé
Ip liczby p, ze © + Ilp > 0. Na mocy (xx)

=@+lpP=x+lp=x (modp).

1

pod warunkiem, ze wiemy juz, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla liczb naturalnych
Jezeli x jest teraz naturalna, to

2 = ((z—-1)4+1)7?

© @-1p 4 <<]1)>(x—1)1’—1+...+ <p£1>(x—1)> +1

= (z—1)”+1 (modp),

bo czeéé¢ objeta duzymi nawiasami jest krotnoscia p. Biorac rozktad x — 1 =
(x —2) 4+ 1 i powtarzajac rozumowanie, dostaniemy

(=1 +1=(x—-2P+2 (modp).
7 tych samych powodéw
(x =2 +2=(r—-3P+3 (mod p)
itd., az dojdziemy do réwnosci
P+ (x—1)=2 (mod p).

Poréwnujac skrajne wyrazenia w wytworzonym ciggu réwnosci, dostaniemy
teze.

WNIOSEK 1 (MALE TWIERDZENIE FERMATA — II POSTAC) Dla kazdej licz-
by catkowitej x , niepodzielnej przez p

P71 =1 (mod p).

Dowéd. 7 lematu 3, 2P — x = x(2P~1 — 1) dzieli sie przez p. Ale p nie dzieli

x, wiec stad, ze p jest liczbg pierwsza wynika, iz p dzieli 2P~! — 1. O

Niech 2% = 2 ® ... ® 2. Z dowiedzionej juz lacznoéci wynika ze wyrazenie
—_——

k—krotnie
po prawej stronie ma sens. Zastosujmy wniosek 4. Wtedy

220?72 = 001 = zp~1 =1 (mod p).
Poniewaz z ® z®®~2) i 1 réznig sie o krotnosé p i lezg w Ly, Wigc
zx©z®PY =1,

W rezultacie 2©®=2) jest szukanym elementem odwrotnym u. O



