Algebra liniowa I. Lista 4

Zadanie 1. Niech U = {i,j,k} — zbiér jednostek urojonych ciata kwater-
nionéw H.

1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci -y, gdzie x,y € U, wychodzac
od tozsamoéci i =2 =k? =ijk = —1.

2. Kazdy kwaternion ¢ = a + bi—+cj+dk mozemy przedstawi¢ w postaci
pary liczb zespolonych:

qg=uy +usj, gdzieus =a-+bi, us =c+di.

Niech r = v + v2j, bedzie przedstawieniem kwaternionu r w postaci
pary liczb zespolonych. Wykazaé, ze zachodzi wzér

q-r= (uwl — U,QT)Q) + (ul’l)g + UQT)l)j .
(Kreska nad symbolem liczby zespolonej oznacza jej sprzezenie.)

3. Opisaé¢ wszystkie kwaterniony ¢ spelniajace réwnanie ¢ = —1. Wy-
wnioskowaé, ze zbidr rozwigzan tego rownania jest nieskonczony.

4. Wyznaczy¢ wszystkie kwaterniony ¢ spetniajace réwnanie ¢> = 1.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ 0, o7 oraz 7o dla nastepujacych par permutacji:
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Zadanie 3. Dla permutacji o, 7 z poprzedniego zadania,
1. znalez¢ ich rozklady na roztaczne cykle;
2. przedstawié¢ je w postaci zlozenia transpozycji;
3. wyznaczy¢ ich znaki;

k:

4. znalez¢ najmniejsza liczbe k, ze o €.



Zadanie 4. Wykazaé, ze jeSli n > 2, to liczno$¢ S, jest rowna n!, za$
liczno$é A, jest réwna %n!.

Zadanie 5. * Nosnikiem permutacji 7 € Sx nazywamy zbior

suppT = {z € X: 7(x) # z}.
Ile jest permutacji o € S,, o tej wlasnosci, ze suppo = [n] := {1,...n}?

Zadanie 6. Od ciggu symboli #& x QO przechodzimy do ciggu O MQ x
OF#& zamieniajac w kazdym kroku dwa symbole miejscami. Wyznaczyé
mozliwie najmniejszg liczbe krokéw niezbednych do takiego przejécia. Czy
permutacja przeprowadzajaca elementy pierwszego ciagu na elementy dru-
giego jest parzysta?

Zadanie 7. Niech S bedzie dowolna orientacja na zbiorze skonczonym X
za$ 0 € Sx niech bedzie przestawieniem. Wykazaé, ze

sgn(o) = —1.
(Wskazéwka: Jesli o = (xy) i z € X \{z,y}, to albo oba zbiory {z,z},{z,y}

naleza do ¢ albo zaden. )

Zadanie 8. (o permutacjach zbioru nieskonczonego) Niech G oznacza zbiér
wszystkich tych permutacji 7 zbioru Z, ze 7[N]AN (réznica symetryczna) jest
zbiorem skonczonym. Wykazaé, ze G jest grupa ze skladaniem permutacji
jako operacja.

Zadanie 9. Podzbiér A grupy G nazywamy jej zbiorem generatorow, jesli

kazdy element g € G daje sie przedstawi¢ w postaci g = alflag” —oakn,
gdzie ai,aq,...,a, jest dowolnym, skonczonym ciagiem elementéw zbioru
A, zas ki, ko, . .., k, sa liczbami catkowitymi. Sprawdzi¢, czy A jest zbiorem

generatoréow grupy G w nastepujacych przypadkach:
1. G=Sp, n>2,o0raz A= {(zy): z,y € [n]};
2. G=8,,n>4,oraz A= {(uvowzx): u,v,w,z € [n]};

3. G=A, :={r € 8Sy: sgn(r) =1}, n >4, oraz A = {(uv)(zy): u,v,z,y €

[n]};

4. G = A, ={1 € Sp: sgn(r) =1}, n > 4, oraz A = {(uwvz): u,v,z €

[n]}-



Zadanie 10. Wykazaé, ze jesli k € S, jest cyklem dlugosci k to dla kazdej
T € Sy, permutacja 7~ kT jest takze cyklem diugosci k.

Zadanie 11. Niech G oznacza dowolna grupe. Niech h € G. Wykazaé, ze
odwzorowanie f: G — G dane wzorem f(g) = h~!gh jest automorfizmem
grupy G. (Automorfizmy takiej postaci nazywamy wewnetrznymsi).

Zadania rozrywkowe z broszurki Wtadimira Igorewicza Arnolda:
Zadania dla dzieci od 5 do 15 lat. CD

1. Uczen Janek rozwiazywal zadanie o dwu chlopcach, ktorzy jeszcze nie
chodza do szkoly. Nalezalo znalezé¢ wiek kazdego (liczby catkowite) a
dany byt iloczyn tych liczb. Janek stwierdzit, ze zadanie jest nieroz-
wiazywalne. Nauczyciel pochwalil go za odpowiedz i dodal, ze starszy
ma na imie Piotrek. Wtedy Janek natychmiast znalazt rozwiazanie.
Znajdz i ty.

2. Na ile sposobéw mozna rozlozy¢ 64 na 10 skladnikéw (calkowitych
> 1) jesli najwiekszy z nich jest réowny 12. (Rozklady rézniace sie
tylko kolejnoscia sktadnikéw uwaza sie za réwne.)

3. Na bokach trojkata ABC po zewnetrznej ich stronie zbudowano tréj-
katy rownoboczne. Wykazaé, ze ich érodki znowu tworza tréjkat réw-
noboczny.

4. Naszkicowaé cialo, ktérego widoki z gory i z przodu narysowano poni-
7€j.



