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Wyktad 2

Izomorfizm ciat

Niech p — liczba pierwsza. Niech k oznacza jakakolwiek liczbe catkowita i niech
X ={k,k+1,...,k+ p— 1}. Okre$lmy dodawanie @y w X i mnozenie ®; w X wzorami:

c@ry=[z—k)®y—k]+k zory=[z—k o @y—k)]+k

Mozna sprawdzi¢, ze X jest ciatem p-elementowym, tak jak IF;,, z elementem neutralnym
dodawania k oraz mozenia k + 1. Ustalmy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy
elementami Z; i X:

0 1 2 p—1
k k+1 k+2 ... k+(p—1)

Zauwazmy, ze jezeli a,b € F, zas a/, b’ € X oraz a odpowiada a’ (tzn.a’' = a — k) za$ b
odpowiada b/, to takze a @ b odpowiada a’ ®y b’ zaé a ® b odpowiada a’ O b'. Mozemy
powiedzie¢, ze ciata [F,, i X sg algebraicznie identyczne., Sg jedynie, méwiac nieformalnie,

zrobione z innego materiatu.

Definicja 1. Ciato [F nazwiemy izomorficznym z ciatem G, jesli istnieje odwzorowanie ¢: F — G
o nastepujacych wiasnosciach:

1. ¢ ustala wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy elementami obu ciaf; tzn. jest
réznowartosciowe i na;

2.o(z +vy) = () + ¢(y), dla wszelkich z,y € TF;

3.¢0(z - y) = p(x) - p(y), dla wszelkich z,y € F.

Odwzorowanie ¢ nazywamy izomorfizmem ciat F i G. O ciatach tych méwimy takze, ze sa
izomorficzne.

Zadanie 1. Jesli ¢ jest izomorfizmem ciat F i G, to ¢(0) = 0i (1) = 1.
Rozwigzanie. Z warunku 2 wynika, ze
¢(0) = (0 +0) = (0) + »(0).

Po odjeciu ¢(0) od obu stron otrzymamy 0 = ¢(0). Poniewaz odwzorowanie ¢ jest
réznowartosciowe, wiec ¢(1) # 0. Powtornie z warunku 2.

p(1) = (1-1) = (1) - (1).
W wyniku dzielenia obu stron przez ¢(1) otrzymamy 1 = ¢(1). O
Definicja 2. Automorfizmem ciata [F nazywamy kazdy izomorfizm ¢: ' — .
Zadanie 2. Okreslmy odwzorowanie ¢: Q[v/5] — Q[v/5] wzorem:
¢(a + by/5) = a — by/5; dla wszelkich wymiernych a, b

Sprawdzi¢, ze ¢ jest automorfizmem ciata Q[v/5]. Wykaza¢, ze jest to jedyny automorfizm, ktéry
nie jest identycznosciowy. (Automorfizm identycznosciowy odwzorowuje kazdy element ciata na
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niego samego).
Rozwigzanie.
Charakterystyka ciata.
Niech [ bedzie ciatem oraz niech 1 bedzie jedynka tego ciata, zas 0 jego zerem. Mamy dwie
mozliwosci:

1.n x 1 #£ 0, dla wszelkich n € N; (symbol n. x 1 oznacza sume n jedynek)
2.n x 1 =0, dla pewnej liczby naturalnej n.

Jezeli zachodzi pierwsza mozliwos¢, to méwimy, ze ciato ma charakterystyke 0 i piszemy
X(F) = 0. Jesli druga, to najmniejsza liczbe naturalna m sposréd tych m, dla ktérychn x 1 =0
nazywamy charakterystykq ciata F. Piszemy wtedy x (F) = m.

Komentarze.

1. Oczywiscie ciata liczbowe, a takze ciato funkgji wymiernych maja charakterystyke 0, zas I,
ma charakterystyke p.

2. Jesli ciato ma charakterystke 0, to wszystkie elementy n x 1, n € N, sg rézne miedzy sobg,
wiec takie ciato musi mie¢ nieskonczenie wiele elementéw.

Twierdzenie 1. Jezeli x(F) # 0, to x(F) jest liczba pierwsza.
Lemat 2.

1. Jezeli  jest elementemciata F, tox - 0 =0
2. Jezeli z, y sa niezerowymi elementami ciata [, to z - y jest takze niezerowym elementem
tego ciata.

Dowdd. ad. 1. Mamy

z-0=z-(0+0)=2-0+z-0
Wystarczy teraz odjac¢ od obu stron x - 0.
ad. 2. Przypus¢my, ze xy = 0, Wtedy w oparciu o 1.

(y 'z ) (zy) = (y'a™") - 0=0,
Z drugiej strony,

(y 'z )(zy) =y (@ 2)y) =y - (1-y) (1)
= yily =1. (2)
Sprzecznosé. [

Dowdéd tw. 1. Jeslim = x(IF) bytaby liczba ztozona, to istniataby para liczb naturalnych k&, [
roznych od 1, ze m = kl, Stad

0=mx1=(kx1)-(x1).
Na mocy lematu 1, k x 1 = 01lub ! x 1 = 0. Poniewaz k < m il < m, wiec znalezlibySmy

liczbe mniejsza niz m, bedaca rozwigzaniem réwnania n X 1 = 0, co przeczy definicji m jako
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najmniejszej takiej liczby.
U

Definicja 3. Podciatem ciata [F nazywamy kazdy taki jego podzbior G, ktory liczy przynajmniej
dwa elementy i jest zamkniety ze wzgledu na cztery podstawowe dziatania; tzn. dla wszelkich
a,b€ G, a+b,a—b,a-becG,atakze a/bnalezy do G, oile b # 0.

Komentarze.

1. W Swietle tej definigji, ciata liczbowe to po prostu podciata ciata R.
2. Zauwazmy, ze kazde podciato G ciata FF jest ciatem (z dziataniami dodawania i mnozenia

wzietymi z [F). Oczywiscie, jest i odwrotnie.
Twierdzenie 3.
1. Kazde ciato charakterystyki O zawiera podciato izomorficzne z Q).
2. Kazde ciato charakterystyki p # 0 zawiera podciato izomorficzne z [Fy,.

Szkic dowodu. W kazdym ciele charakterystyki 0 mozemy utworzy¢ podzbior ztozony ze

wszystkich elementow postaci

px1 px1

, , gdziep,q € N.
qgx1 qgx1

oraz z 0. Ten wtasnie podzbioér tworzy podciato izomorficzne z Q.
Jesli ciato ma charakterystyke p, to jego podzbiér ztozony z0,1,2 x 1,3 x 1,...,(p—1) x 1
tworzy ciato izomorficzne z IF,,. [J
Komentarze.
1. Pierwsza cze$¢ twierdzenia 3 ma zwigzek z twierdzeniem 1 z wyktadu 1.
2. Ciata charakterystyki 0 musza by¢ nieskonczone, a ciata charakterystki réznej od 0 nie
musza. Wszystkie ciata skonczone sa sklasyfikowane. Dla kazdej liczby naturalnej q postaci
q = p", gdzie p — liczba pierwsza, n — naturalna, istnieje jedyne ciato [F; o g elementach.

Innych ciat skonczonych nie ma.
3. Ciata IF; s doktadnie opisane.

Liczby zespolone

Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej musi by¢ liczbg niejemna, wiec nie ma takiej liczby
2

rzeczywistej, ktora bytaby rozwigzaniem rownania £ = —1. Dotézmy do systemu liczbowego
element i = /=1 i na podobienstwo Q[/m] stwérzmy zbior
C =R[i] ={a+bi:a,b € R}.

Niech z = a + bi, s = ¢ + di beda elementami C. Nasladujac operacje w Q[/m], przyjmijmy:

z+s=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i (+)

z-s=(a+0bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc) i (o)

Uwaga. Zamiast pisa¢ 0 + bi piszemy krotko bi. Podobnie zamiast a + 01 piszemy a.
Zadanie 3. Sprawdz, ze C z dziataniami okreslonymi wzorami (+), () jest ciatem.

Rozwigzanie (niekompletne).
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Definicja 4. Elementy ciata C nazywamy liczbami zespolonymi. Jesli z = a + b1, to a nazywamy
czescig rzeczywistq liczby zespolonej z i oznaczamy re z, zas b nazywamy czescig urojong liczby z

i oznaczamy im z. Tak wieca =re z, b = im 2.

Definicja 5. Liczbg sprzezong z liczba zespolong z = a + bi nazywamy liczbe zespolong
zZ=a—bi.

Zadanie 4. Odwzorowanie sprzezenia z — Z jest automorfizmem ciata C.

W swietle definicji automorfizmu ciata nalezy sprawdzi¢, ze odwzorowanie sprzezenia jest

réznowartosciowe i na. Wynika to natychmiast stad, ze Z = (Z) = z oraz dla wszelkich z, s € C

zachodzag wzory:

; ’
»
|

]
|
—~
n
V)
~—

Interpretacja geometryczna liczb zespolonych
Jesli wprowadzi¢ na ptaszczyznie kartezjanski uktad wspétrzednych, to wtedy kazda liczbe
zespolong mozemy utozsamic z punktem tej ptaszczyzny i na odwrot:

im z‘

b z=a+bi

—
a re z

|z| oznacza odlegtos¢ z od poczatku uktadu. Z twierdzenia Pitagorasa mamy
2| = /a® + b* = \/(rez)2 + (im 2)2.

Liczbe nieujemna |z| nazywamy tez modutem albo wartoscia bezwzgledna liczby zespolonej z. Z

drugiej strony,
z-Z=(a+bi)(a—bi)=ad®+b (od1)
Mamy zatem
z-z = |z (0d2)

Zadanie 4+ 1. Wywnioskuj z przedstawionego wzoru, niezaleznie od wczesniej przedstawionego
wywodu, ze kazda niezerowa liczba zespolona z ma odwrotnosc.

Niech s, z — liczby zespolone. Ze wzoréw (s2), (od2) otrzymamy

|s2” = sz- 52 = 5252 = s522 = |s|*|2]”.

Stad wynika interesujacy wzor
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|s2| = [s] - |2]. (m1)

Tzn. odlegtosc iloczynu liczb zespolonych od poczatku uktadu (od 0) jest rowna iloczynowi
odlegtosci tych liczb od 0.

Interpretacja geometryczna dodawania
im Z‘

S+z

a c a+c re z

Liczby zespolone dodajg sie zgodnie z requtg rownolegtoboku.

Zadanie 5. Udowodni¢ tozsamos¢ rownolegtoboku:
Is+2)°+|s — 2" = 2(|s|* + |2]*) dla wszelkich s, z € C.

podac interpretacje geometryczna tej tozsamosci.

Zadanie 6. Podac interpretacje geometryczng sprzezenia: z — Z.

Postac trygonometryczna liczby zespolonej; interpretacja
geometryczna mnozenia

Dygresja trygonometryczna

Sinus i cosinusa kata ostrego

Katy mierzymy miarg tukowa (w radianach). Kat pdtprosty ma miare g

ale
S

cosa = —, sina = = (t1)

Sinus i cosinus kata dowolnego
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e

Ramie c obraca sie wokot poczatku uktadu. W trakcie ruchu "wymiata" kat. Koncowe potozenie
ramienia moze by¢ jednakowe mimo "wymiecenia” réznych katéw. Na rysunku zaznaczono
symbolicznie trzy ruchy. Kazdy zaczynat sie z potozenia ramienia ¢ na dodatniej potosi x. Kat
wymiatany w ruchu przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara bierzemy ze znakiem plus,
zgodnym — ze znakiem minus. Zaleznosci miedzy «, 8, v: B = a + 27, v = a — 2m. Ogdlnie,
dwa katy wymiecione przez ramie, ktérego potozenia poczatkowe i koncowe sa jednakowe
roznia sie o krotnosc liczby 2. Definicje funkgji sinus i cosinus mozemy teraz rozszerzy¢ na
dowolne katy przyjmujac te same wzory (t1). Teraz jednak a to odcieta koncowego potozenia
ramienia, b — rzedna, a ¢ dlugosc¢ ramienia. Zas kat a to ktorykolwiek z katéw wymiecionych
przez ramie ¢ w ruchu od potozenia na pétosi dodatniej  do potozenia koncowego.

Z definicji i w oparciu o rysunek tatwo przekonac sie o prawdziwosci nastepujacych wzorow

redukcyjnych:
cos(a + 2km) = cos(a), dla wszelkich k € Z (rl)
) T
sin(a — 5) = —cosa, (r2)
cos(a — %) = sina. (r3)

Cosinus i sinus sumy katéw
Pole tréjkgta. Wzor bok-kqt-bok.

absiny
A = — <\center>
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Wyprowadzenie wzoru na sinus sumy kqtow:

N

W oparciu o wzor na pole trojkata (bok-kat-bok):

uwsin(a+ )  uwvsina L sin 3

2 2 2

Mnozac obie strony przez % otrzymamy
in(a+ ) = —sina + —sin
sin(a = sina+ —sin
Jednak v/w = cos 3, za$ v/u = cos a. Stad

sin(a 4+ B) = sinacos f + cos asin 8 (s1)

Komentarz. Dowod przeprowadzilismy jedynie dla katdw ostrych, ale wzor jest prawdziwy dla
wszelkich katéw. Mozna sie o tym przekonac za pomocag wzordw redukcyjnych.

Korzystajac z (r2) i (r3) mozemy takze wyprowadzi¢ wzor na cosinus sumy katow:
. T . T . m
—cos(a + B) = sin(a+ (B — 5)) = sin a cos(f — E) + cosasin(fB — 5) (3)
= sinasin 8 — cos a cos f. (4)
| w rezultacie
cos(a + B) = cosaccos f — sin asin S. (s2)

Na tym konczymy dygresje trygonometryczng i wracamy do liczb zespolonych.

Niezerowa iczbe zespolona z = a + bi mozemy przedstawic¢ w tak zwanej postaci
trygonometryczne;j:
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b zZ=a+bi
|2|
P
—
a
a b .
— = cosp, — =sinep.
2] 2]
Stad
z=a+bi=|z|(cosp +isinyp) (zt)

Definicja 6. Prawga strone rownosci (zt) nazywamy postacig trygonometryczng liczby zespolonej
Z.

Wyraza ona liczbe z za pomoca kata ¢ i odlegtosci R = |z| liczby z od zera.

Definicja 7. Kat ¢ nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Wszystkie liczby ¢ + 2k, k € Z
tez sg argumentami liczby z. Zbiér argumentéw liczby z oznaczamy Arg z.

Niekiedy wyrdznia sie argument gtéwny liczby zespolonej z. Jest to ten sposrod katow
¢ € Arg z, ktory nalezy do przedziatu [0, 27). (Inni autorzy wybieraja przedziat [—m, ).
Oznaczamy go arg z.

Wyrazenie na iloczyn dwodch liczb w postaci trygonometryczne;j
Zadanie 7. Dano dwie niezerowe liczby zespolone w postaci trygonometrycznej. Wyznaczy¢
postac trygonometryczng ich iloczynu.

Rozwigzanie. Niech s, z oznaczaja te liczby. Niech r = |s|, ¢ € Argsoraz R = |z| i 6 € Argz.

Wtedy

sz =r(cosp + isin p)R(cos + isin ) (5)
= rR((cos ¢ cosf — sin ¢ sin #) + (cos ¢ sin 6 + sin p cos ) i). (6)

Na podstawie wzorow (s1), (s2) wnosimy, ze

sz = rR(cos(y + 6) + isin(p + 0)) (il)

Poniewaz w zgodzie ze wzorem (m1), 7R = |sz|, wiec wzor (il) przedstawia postaé

trygonometryczna liczby sz; to znaczy, nie tylko |sz| = rR ale takze ¢ + 0 € Arg(sz) =
(moduty sie mnoza, argumenty dodaja). []

Przypusc¢my teraz, ze s jest liczbg o module 1, tzn. » = 1. Wtedy wzor (il) przyjmie postac
sz = R(cos(p + 0) +isin(p +6)).

Wzér ten gtosi, ze sz powstaje przez obrét z o kat ¢ wokét O. To znaczy, przyporzadkowanie
z > sz jest obrotem o kat ¢ wokot 0.
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Tutaj Uwaga formalna. Przyjmijmy oznaczenie
' = cosp +isin .

Liczba zespolona e ma modut réwny 1 i argument . A poniewaz przy mnozeniu moduty sie

mnozg, a argumenty dodajg, mamy wzér
ei(<p+0) — el¥elf, (S3)

Wzdr ten zawiera w sobie wzory (s1), (s2). Dlaczego?

Zadanie 8. Wyznaczy¢ postac¢ trygonometryczng ilorazu dwu niezerowych liczb sespolonych s, z

Rozwigzanie. Jesli zostaé przy oznaczeniach z zadanie 7, to mamy:
s T .. ro. .
- = E(cos(go —6) +isin(p —0)) = Eel(‘p 9, (ir)

Oczywiscie r/ R jest modutem liczby s/z, za$ ¢ — 6 jest jej arumentem.

lloczyn dowolnej liczby liczb o module 1. Wzér de Moivre'a
Przypusc¢my, ze dano n liczb 21, ..., 2, o module 1. Niech ich argumenty wynosza ¢1,. . ., ©n.
Wtedy postac trygonometryczna ich iloczynu przedstawia sie nastepujaco:

n n n
2oy = H el — it ten) _ (X0 _ og E :901 +isin E ;. (mil)
i=1 1=1 i=1

Przypuscmy teraz, ze wszystkie z; sa rowne z. | niech argument 2 to . Wtedy

(cosp +1isin )™ = 2" = cos(np) + isin(nyp)
Otrzymana zaleznos$¢
(cos +1isin )" = cos(ny) + isin(np)
nosi nazwe wzoru de Moivre'a.

Pierwiastki z jednosci

Niech n - liczba naturalna. Kazda liczbe zespolong z spetniajaca réwnanie 2" = 1 nazywamy
pierwiastkiem z jednosci stopnia n.

Zadanie 9. Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki z jednosci stopnia n.
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" a stad
|z| = 1. Niech ¢ oznacza argument gtéwny liczb z. Ma zastosowanie wzér de Moivre'a:

Rozwigzanie. Jesli z jest takim pierwiastkiem, to ze wzoru (m1) wynika, ze 1 = |z

1 = 2" = cos(nyp) + isin(ny)

Poniewaz argumentem gtownym liczby 1 jest 0, wiec wszystkie jej argumenty to krotnosci liczby
2. | otrzymujemy rownanie ny = 2k, gdzie k musi by¢ liczbg catkowitg nieujemna, bo lewa
strona jest nieujemna. Dzielac obie strony przez n, wobec tego, ze ¢ jest argumentem gtownym,

dostaniemy ¢ = %TF € [0, 27), Innymi stowy, k € Z,, = {0,1,...,n — 1}. Otrzymalismy

Twierdzenie 4. Robwnanie z" = 1 ma n pierwiastkow:

iﬁ i& i2(71—1)7r
zo=1 z1=¢€e7",...,zp=€T7",...,2p1=¢€ =

Ponadto, dla wszelkich k,l € Z,, mamy 2y = 212;.

Uwaga. Geometrycznie, pierwiastki n-tego stopnia stanowia wierzchotki n-kata foremnego,
wpisanego w okragg o promieniu 1 i srodku 0.

J

2 \

) /

Pierwiastki wielomianu 27 — 1.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Definicja 8. Wielomianem zespolonym stopnia n nazywamy kazda funkcje w argumentu
zespolonego z okreslong wzorem

w(z) =ap+a1z+ -+ apz",

gdzie wspoétczynniki wielomianu ag, a1, . . . , an s3 dowolnymi liczbami zespolonymi z tym, ze
wspotczynnik wiodgcy ay, jest niezerowy.
Pierwiastkiem wielomianu w nazywamy kazda liczbe zespolona s, ze w(s) = 0

Twierdzenie 5. (zasadnicze algebry) Jesli w jest wielomianem stopnian > 1, to w ma
przynajmniej jeden pierwiastek zespolony.

Whiosek 6. (o rozktadzie na czynniki stopnia 1) Jesli w jest wielomianem stopniann > 1 o
wspotczynniku wiodacym ay,, to istnieja liczby zespolone z1, . . ., z,, niekoniecznie rdzne, ze

w(z) = an(z — 2z1)(z — 22) - - - (2 — 2n), dla wszelkich z € C.
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W szczegdlnosci, z1, . . . , zn 3 pierwiastkami wielomianu w i innych nie ma.

Uwaga. Jesli liczba s wystepuje w ciagu 21, . . . , 2, doktadnie k-krotnie. To méwimy, ze
pierwiastek s wielomianu w ma krotnos¢ k.

Zadanie 10. Wykaza(, ze jesli wszystkie wspotczynniki wielomianu w sg rzeczywiste i s jest jego
pierwiastkiem, to 5 jest takze pierwiastkiem wielomianu w.

Nastepujacy wniosek jest prostg konsekwencjg poprzedniego i obserwacji zawartej w zadaniu 10.
Whiosek 7. Jesli wielomian w stopnia > 1 ma wspdfczynniki rzeczywiste, to

w(z) = apwi(z) - - - wi(z), dla wszelkich z € C
oraz wi, . . . , Wy, sa wielomianami jednej z dwu postaci:

* z—a,gdziea € R;
e 22 4+ qz+r gdzieq,r € Roraz A = ¢? —4r < 0.

Suma postepu geometryczny

Wielomian s, = 1+ z+ 22 4 -+ 4 2"} nazywamy sumgq postepu geometrycznego o n
wyrazach. Zadanie polegana znalezieniu "zwartej" formy tej sumy; tzn. pozbawionej wielokropka.
Obliczmy (z — 1)sp:

(z—1)s, = z+22+2834+--- 4271420 (7)
—1—z—-22 -2 —... -1 (8)
= —1+2" (9)

W rezultacie, dla z # 1 otrzymujemy

2 21
Sp=14+z2+2"4+ - +2"" = 1

Niech teraz z = el¥. Na postawie wzoru de Moivre'a oraz wzoru na s,, mamy

"—1
1—|—cos<p+cos2g0—|—---+cos(n—1)g0:re(zz_1 >

Zadanie 11. Uprosc wyrazenie stojgce po prawej stronie ostatniej rownosci.
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